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内 容 提 要 


本 书 密切 结合 水 文 实际 ， 系 统 地 阐述 了 水 文学 中 常用 的 概率 统计 理论 和 方法 ， 并 扼 
要 介绍 了 近年 来 水 文 统计 研究 新 观点 、 新 理论 和 新 方法 。 

本 书 由 概率 论 、 水 文 数理 统计 方法 、 误 差 理论 基础 以 及 水 文 随机 过 程 四 部 分 组 成 。 
全 书 结构 合理 ,循序 渐进 ， 条 理 清晰 ， 表 述 简练 、 通 俗 ， 书 中 有 大 量 例题 每 章 配 有 适 
量 习 题 ， 书 后 还 附 有 习题 答案 和 常用 数 表 ， 便 于 自学 和 应 用 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 水 文 与 水 资源 工程 等 水 利 类 专业 的 本 科 生 教材 ， 也 可 供水 文 水 
资源 、 水 利 、 环 境 、 海 洋 、 气 象 、 地 理 等 专业 科技 人 员 参 考 。 
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随 着 我 国 水 利 事业 与 高 等 教育 事业 的 快速 发 展 以 及 教育 教学 改革 的 不 
断 深 入 ， 水 利 高 等 教育 也 得 到 很 大 的 发 展 与 提高 。 与 1999 年 相 比 ， 水 利 
学 科 专 业 的 办 学 点 增加 了 将 近 一 倍 ， 每 年 的 招生 人 数 增加 了 将 近 两 倍 。 通 
过 专业 目录 调整 与 面向 新 世纪 的 教育 教学 改革 ， 在 水 利 学 科 专 业 的 适应 面 
有 很 大 拓宽 的 同时 ， 水 利 学 科 专业 的 建设 也 面临 着 新 形势 与 新 任务 。 

在 教育 部 高 教 司 的 领导 与 组 织 下 ， 从 2003 年 到 2005 年 ， 各 学 科教 学 
指导 委员 会 开展 了 本 学 科 专 业 发 展 战略 研究 与 制定 专业 规范 的 工作 。 在 水 
利 部 人 教 司 的 支持 下 ， 水 利 学 科教 学 指导 委员 会 也 组 织 课题 组 于 2005 年 
底 完 成 了 相关 的 研究 工作 ， 制 定 了 水 文 与 水 资源 工程 、 水 利水 电工 程 、 港 
口 航道 与 海岸 工程 以 及 农业 水 利 工 程 四 个 专业 规范 。 这 些 专业 规范 较 好 地 
总 结 与 体现 了 近 些 年 来 水 利 学 科 专 业 教 育 教学 改革 的 成 果 ， 并 能 较 好 地 适 
用 不 同 地 区 、 不 同类 型 高 校 举办 水 利 学 科 专 业 的 共性 需求 与 个 性 特色 。 为 
了 便于 各 水 利 学 科 专 业 点 参照 专业 规范 组 织 教学 ， 经 水 利 学 科教 学 指导 委 
员 会 与 中 国 水 利水 电 出 版 社 共同 策划 ， 决 定 组 织 编写 出 版 “高 等 学 校 水 利 
学 科 专 业 规范 核心 课程 教材 ”。 

核心 课程 是 指 该 课程 所 包括 的 专业 教育 知识 单元 和 知识 点 ， 是 本 专业 
的 每 个 学 生 都 必须 学 习 、 掌 提 的 ,或 在 一 组 课程 中 必须 选择 几 门 课程 学 
习 、 掌 握 的 ， 因 而 ， 核 心 课程 教材 质量 对 于 保证 水 利 学 科 各 专业 的 教学 质 
量具 有 重要 的 意义 。 为 此 ， 我 们 不 仅 提 出 了 坚持 “质量 第 一 ”的 原则 ， 而 
且 还 通过 专业 教学 组 讨论 、 提 出 ， 专 家 咨询 组 审议 、 遗 选 ， 相 关 院 、 系 认 
定 等 步骤 ， 对 核心 课程 教材 的 选 题 及 主编 、 主 审 人 选 和 教材 编写 大 岗 进行 


了 严格 把 关 。 为 了 把 本 套 教 材 组 织 好 、 编 著 好 、 出 版 好 、 使 用 好 ， 我 们 还 
成 立 了 高 等 学 校 水 利 学 科 专 业 规 范 核 心 课程 教材 编审 委员 会 以 及 各 专业 教 
材 编审 分 委员 会 ， 对 教材 编 蛇 与 使 用 的 全 过 程 进行 组 织 、 把 关 和 监督 ， 充 
分 依靠 各 学 科 专 家 发 挥 咨询 、 评 审 、 决 策 等 作用 。 

本 套 教材 第 一 批 共 规划 52 种 ， 其 中 水 文 与 水 资源 工程 专业 17 种 ,水 
利水 电工 程 专业 17 种 ， 农 业 水 利 工 程 专 业 18 种 ， 计 划 在 2009 年 年 底 之 
前 全 部 出 齐 。 尽 管 已 有 许多 人 为 本 套 教材 作出 了 许多 努力 ， 付 出 了 许多 心 
血 ,但 是 ， 由 于 专业 规范 还 在 修订 完善 之 中 ,参照 专业 规范 组 织 教学 还 需 
要 通过 实践 不 断 总 结 提 高 ， 加 之 ,在 新 形势 下 如 何 组 织 好 教材 建设 还 缺乏 
经 验 ， 因 此 ， 这 套 教材 一 定 会 有 各 种 不 足 与 缺点 ， 咏 请 使 用 这 套 教 材 的 师 
生 提 出 宝贵 意见 。 本 套 教材 还 将 出 版 配套 的 立体 化 教材 ， 以 利于 教 、 便 于 
学 ， 更 希望 师 生 们 对 此 提出 建议 。 


高 等 学 校 水 利 学 科教 学 指导 委员 会 
中 国 水 利水 电 出 版 社 
2008 年 4 月 
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本 书 是 在 教育 部 高 等 学 校 水 利 学 科教 学 指导 委员 会 指导 下 ， 由 河 海 大 
学 组 织 编写 ， 并 被 确定 为 教育 部 水 利 学 科 高 等 学 校 专 业 规范 核心 课程 教 
材 。 本 书 是 在 总 结 过 去 不 同 版 本 《水 文 统计 》 教 材 基础 上 ， 结 合 当前 水 文 与 
水 资源 工程 专业 发 展 新 形势 和 水 文 统计 学 科 新 发 展 编写 而 成 的 。 

本 书 由 概率 论 、 水 文 数理 统计 方法 、 误 差 理 论 基础 以 及 水 文 随机 过 程 
四 部 分 组 成 ， 全 面 系统 地 介绍 了 水 文 统 计 的 基本 原理 和 方法 ， 扼 要 介绍 了 
有 代表 性 的 水 文 统计 学 研究 新 进展 。 本 书 的 取材 立足 于 水 文 工 作 的 实际 需 
要 ， 在 适当 注意 数学 理论 系统 性 的 基础 上 ， 人 避免 菜 些 抽象 的 数学 推理 和 繁 
琐 的 公式 演绎 ， 着 重 内 容 的 实用 性 。 本 书 编写 力求 结构 合理 ， 条 理 清楚 ， 
并 注重 概念 的 清晰 正确 ， 知 识 的 系统 完整 ， 文 字 的 通顺 流畅 ， 语 言 的 简练 
易 懂 。 书 中 举例 较 多 ， 每 章 配 有 适量 的 习题 ， 书 后 附 有 习题 答案 和 常用 数 
表 ， 便 于 学 习 和 应 用 。 

本 书 由 河 海 大 学 、 南 京 大 学 、 四 川 大 学 、 西 安 理 工大 学 等 高 校 中 多 年 
从 事 水 文 统计 课程 教学 工作 的 老师 承担 编写 任务 。 各 章 编写 人 员 如 下 : Ж 
й. РОВ Ф); 黄 振 平 (第 二 章 、 第 三 章 、 第 四 章 、 第 五 章 、 第 十 
$); 陈 元 芳 ( 绪 论 、 第 六 章 、 第 七 章 ) ; ЕЖ. АСВА); 黄 振 
平 、 秦 裔 (第 九 章 ); 王 文 圣 ( 第 十 一 章 、 第 十 二 章 ) 。 全 书 由 河 海 大 学 水 
文 水 资源 学 院 黄 振 平 、 陈 元 芳 主 编 ， 河 海 大 学 王 俊 德 主 审 。 

本 书 编写 过 程 中 ， 很 多 专家 、 学 者 提出 了 宝贵 意见 ， 研 究 生 萝 慧 、 周 
川 、 李 肖 阳 、 曹 雪 芹 、 黄 琴 等 参与 了 部 分 图 表 的 处 理 和 校对 工作 ， 编 者 还 
参考 了 国内 外 有 关 教 材 、 专 著 和 论文 ， 在 此 ， 谭 向 他 们 一 并 表示 衷心 
感谢 ! 

由 于 时 间 人 仓促， 编者 水 平 所 限 ， 书 中 不 足 之 处 ， 姑 请 读者 批评 指正 。 
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2010 年 8 月 于 南京 
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一 、 随 机 现象 与 统计 规律 

自然 界 和 社会 中 存在 着 各 种 各 样 的 现象 ， 但 归纳 起 来 ， 可 以 分 为 两 种 类 型 。 一 类 
称 为 必然 现象 ， 或 确定 性 现象 。 其 特点 是 : 在 一 定 条 件 下 ， 某 种 结果 一 定 会 发 生 ( 或 
出 现 ) 。 例 如 ， 在 标准 大 气压 下 ， 将 水 加 热 到 100C ,“ 水 沸腾 "这 一 结果 一 定 会 发 生 ; 
在 一 段 导 线 两 端 施加 电压 时 ,“ 导 线 内 产生 相应 的 电流 "这 一 结果 也 一 定 会 发 生 等 等 。 
这 类 现象 与 其 形成 的 条 件 之 间 存 在 比较 固定 的 因果 联系 ， 可 以 用 经 典 的 数学 物理 方法 
和 定律 来 描述 。 因 此 ， 对 于 这 类 现象 ， 只 要 满足 一 定 条 件 ， 人 们 可 以 准确 地 预测 其 结 
果 。 另 一 类 现象 称 为 随机 现象 ， 或 偶然 现象 。 这 类 现象 的 特点 是 : 在 一 定 条 件 下 ， 有 
多 种 可 能 发 生 的 结果 ， 但 究竟 哪个 结果 发 生 ， 事 先 不 能 确定 。 例 如 ， 抛 一 枚 质地 均匀 
的 硬币 ， 有 两 种 可 能 发 生 的 结果 ， 正 面 朝 上 和 反面 朝 上 (通常 把 有 币值 的 一 面 称 为 正 
面 ) ， 在 抛 硬币 之 前 ， 不 能 确定 哪 面 朝 上 。 又 例如 ， 投 撞 一 颗 山 子 ， 观 测 向 上 那 面 的 
点 数 ， 有 6 种 可 能 结果 ， 投 搓 前 ， 不 能 确定 将 出 现 几 点 。 在 水 文 领域 ， 很 多 水 文 现象 
都 属于 随机 现象 。 例 如 ， 观 察 某 地 的 年 降水 天 数 ， 有 366 种 可 能 ， 在 年 初 是 不 能 确定 
该 年 到 底 有 多 少 天 会 降水 。 观 测 河流 某 断 面 处 的 年 最 高 水 位 、 年 最 大 洪峰 流量 等 ， 也 
都 属于 随机 现象 。 这 类 现象 带 有 很 大 偶然 性 ， 所 以 ， 又 称 为 偶然 现象 。 这 类 现象 之 所 
以 具有 不 确定 性 ， 是 因为 它们 除了 受 基 本 的 起 主导 作用 的 因素 制约 外 ， 还 受 许 多 次 要 
且 多 变 的 偶然 因素 影响 。 

随机 现象 的 个 别 观察 或 试验 结果 虽然 是 无 规律 的 ， 但 对 一 种 随机 现象 进行 了 大 量 
的 观察 研究 之 后 ， 总 能 揭示 出 某 种 完全 确定 的 规律 。 例 如 ， 若 抽检 产品 的 件数 足够 
多 ， 就 可 以 发 现 ， 该 批 产品 的 合格 率 总 是 稳定 地 在 某 一 常数 附近 摆动 ; 若 上 抛 一 枚 质 
地 均匀 的 硬币 次 数 足够 多 ， 就 会 发 现 ， 落 下 后 出 现 正面 和 反面 的 次 数 大 体 相等 ; 再 
如 ， 物 理学 表明 ， 在 一 个 盛 满 水 的 容器 中 ， 水 对 器 壁 的 压力 是 由 各 个 水 分 子 对 器 壁 的 
冲击 力 汇合 而 成 的 ， 虽 然 每 个 水 分 子 的 运动 速度 和 轨迹 都 是 随机 的 ， 致 使 它们 对 器 壁 
的 冲击 力 千差万别 ,但 从 宏观 角度 看 ， 器 壁 各 点 所 受 的 压力 都 是 稳定 的 ， 可 以 用 水 力 
学 定律 来 描述 。 随 机 现象 的 这 种 规律 称 为 统计 规律 ， 它 是 随机 现象 的 宏观 规律 ， 与 随 
机 现象 个 别 观测 结果 的 特性 几乎 没有 关系 。 概 率 论 与 数理 统计 就 是 研究 随机 现象 统计 
规律 的 数学 分 支 。 

二 、 水 文 统计 学 的 产生 与 发 展 

水 文 现象 和 其 他 一 切 自然 现象 一 样 ， 它 的 发 生 和 发 展 过 程 ， 既 有 确定 性 的 一 面 ， 
又 有 随机 性 的 一 面 。 由 于 天 文 和 宏观 地 理 地 质 因素 比较 稳定 ， 河 流 的 水 文 情势 具有 以 
年 为 周期 的 循环 性 和 明显 的 季节 性 ， 这 就 是 水 文 现象 的 确定 性 。 然 而 ， 在 水 文 现象 的 
发 展 过程 中 ， 还 不 时 受到 许多 次 要 因素 的 影响 ， 例 如 大 气 环流 的 变化 、 降 水 的 时 空 分 
布 和 受 人 类 活动 影响 下 导致 下 垫 面条 件 变化 等 。 这 些 因素 不 仅 种 类 繁多 ， 而 且 组 合 也 
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”复杂 多 变 ， 从 而 使 水 文 现象 在 其 稳定 的 年 、 季 变化 背景 上 不 断 发 生 各 种 随机 偏差 ， 这 
就 是 水 文 现象 的 随机 性 。 

由 于 水 文 现象 具有 显著 的 随机 性 ， 因 此 ， 概 率 统计 的 方法 在 水 文学 的 各 个 方面 都 
得 到 日 益 广泛 的 应 用 。 如 在 水 文 测验 中 ， 站 网 的 规划 和 测验 误差 的 分 析 等 ， 在 水 文 预 
报 中 ， 预 报 方案 的 制订 ， 预 报 误差 的 分 析 和 评定 等 ; 在 水 文 水 利 计算 中 ， 各 种 水 利 系 
统 的 规划 设计 及 运行 管理 等 ， 都 要 使 用 概率 统计 方法 。 通 常 ， 把 水 文学 中 的 概率 统计 
方法 称 为 水 文 统计 法 ， 通 过 应 用 水 文 统计 法 解决 水 文 问题 逐步 形成 水 文 统计 学 科 
方向 。 

水 文学 中 应 用 概率 统计 法 ， 固 然 是 水 文 现象 本 身 的 特性 所 决定 的 ， 但 其 直接 原因 
还 是 生产 实践 的 需要 。 早 期 的 水 利 工程 设计 ， 大 多 以 历史 上 出 现 过 的 大 洪水 或 者 在 这 
种 洪水 上 再 加 上 一 个 安全 系数 为 依据 ， 但 是 ， 这 样 做 有 许多 问题 ， 特 别 是 历史 上 的 大 
洪水 与 实测 资料 或 调查 年 限 的 长 短 有 关 ， 如 果 资 料 年 限 不 长 ， 这 样 做 可 能 就 很 不 安 
全 。 另 外 ， 这 种 方法 也 不 能 回答 在 未 来 工程 运行 期 间 发 生 大 小 洪水 的 可 能 性 ， 而 这 个 
问题 恰恰 是 人 们 最 关心 的 。 概 率 统计 方法 正 是 解决 这 类 问题 的 有 力 工具 。 

水 文学 中 应 用 概率 统计 方法 大 约 始 于 1880 ~ 1890 年 ， 最 初 大 都 应 用 纯 经 验 的 历 
时 曲线 ( 即 目前 称 为 的 经 验 频率 曲线 ) о ЛЕ ЖАЕ ЧИ ( Нопоп) 在 1896 年 的 径流 研究 中 ， 
首先 采用 了 概率 方法 ， 但 当时 主要 采用 正 态 分 布 。 其 后 海 森 ( Haizen) 对 正 态 分 布 的 实 
用 性 进行 了 许多 研究 ， 注 意 到 了 实际 资料 的 非 对 称 性 问题 ， 并 首先 采用 了 对 数 正 态 分 
布 。 随 着 水 文 研究 的 发 展 ， 概 率 统计 方法 被 运用 得 越 来 越 多 ， 许 多 非 对 称 分 布 ， 如 对 
数 正 态 分 布 、 皮 尔 逊 亚 型 (P- 亚 型 ) 分 布 、 耿 贝尔 分 布 、 对 数 皮尔 逊 亚 型 分 布 ， 克 里 
茨 基 - 门 克 尔 (K - М) 分布 等 都 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 特 别 在 分 布 参数 的 估计 方面 提出 
了 许多 方法 ， 大 大 推动 了 水 文 统计 学 的 发 展 。 

我 国学 者 应 用 水 文 统计 法 大 约 始 于 20 世纪 30 年 代 ， 那 时 周 镇 伦 和 陈 椿 庭 曾 用 概 
率 统计 方法 分 别 研究 过 年 降水 量 和 洪水 流量 。 但 在 旧 中 国 ， 由 于 不 关心 水 利 建设 事 
业 ， наара 对 于 水 文 统计 的 理论 和 方法 ， 几 乎 没什么 研究 。 
新 中 国 成 立 以 后 ， 为 了 满足 蓬勃 发 展 的 水 利 建设 事业 的 需要 ,我国 水 文 工 作者 广 
泛 地 学 习 运用 水 文 统 计 学 的 理论 和 方法 ， 有 效 地 解决 了 许多 水 文 分 析 计 算 问 题 。 从 
20 世纪 50 年 代 初 至 60 年 代 前 期 ， 对 水 文 统计 学 的 研究 十 分 活跃 ， 此 间 不 仅 翻 译 出 
版 了 国外 许多 水 文 计算 文 献 和 书籍 ， 还 发 表 了 大 量 结合 我 国 水 文 实际 的 研究 论文 和 报 
告 ， 例 如 ，1957 年 北京 水 利 科学 研究 院 水 文 研究 所 的 《暴雨 及 洪水 频率 计算 方法 的 研 
究 ( 初 稿 )》;，1958 年 水 利 出 版 社 的 《水 文 计算 经 验 汇编 ) 等 。 这 些 论文 和 报告 大 大 丰 
富 和 发 展 了 水 文 统计 理论 和 方法 。1959 年 5 月 出 版 的 金光 炎 的 专著 《水 文 统计 原理 和 
方法 )， 比 较 详细 地 阐述 了 水 文 分 析 中 常用 的 概率 论 与 数理 统计 基本 概念 和 理论 ， 并 
广泛 地 介绍 了 当时 国内 外 关于 水 文 统计 法 的 研究 成 就 。 该 书 对 我 国 水 文科 技 人 员 中 普 
及 和 提高 水 文 统计 知识 曾 起 过 积极 作用 ， 至 今 仍 是 一 本 较 好 的 参考 书 。 进 入 20 世纪 
70 年 代 以 来 ， 随 着 国际 学 术 交流 的 增多 和 计算 机 的 普遍 应 用 ,我 国 水 文 统计 学 的 研 
究 也 得 到 了 更 大 的 发 展 ， 不 仅 在 水 文 频率 计算 方面 又 取得 了 一 些 新 成 就 ， 而 且 还 对 回 
归 分 析 、 随 机 过 程 、 时 间 序 列 分 析 等 在 水 文学 的 应 用 展开 了 研究 。1981 年 6 月 从 树 
狠 主 编 的 《水 文学 的 概率 统计 基础 ) 一 书 ， 详 细 介 绍 了 随机 模拟 技术 及 其 在 水 文学 中 
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а 
的 应 用 ， 对 我 国 随机 水 文学 的 研究 起 了 积极 的 推动 作用 。 随 后 ， 王 俊 德 、 黄 振 平 分 别 
于 1992 年 和 2003 年 编写 出 版 了 《水 文 统计 ?教材 ， 郭 生 练 编 写 出 版 了 《设计 洪水 研究 
进展 与 评价 》， 比 较 全 面 地 总 结 了 国内 外 水 文 统计 学 研究 进展 。 

应 当 指出 的 是 ， 虽 然 概率 统计 方法 在 水 文学 中 得 到 了 广泛 而 成 功 应 用 ， 但 在 任何 
自然 现象 中 ， 起 主导 作用 的 仍 是 必然 性 规律 ， 随 机 性 只 是 起 着 从 属 的 作用 。 因 此 ， 在 
研究 水 文 现象 时 ， 必 须 把 概率 统计 方法 和 物理 成 因 分 析 方 法 密切 结合 起 来 ， 只 有 这 样 
才能 更 深入 地 研究 水 文 现象 的 客观 规律 和 正确 运用 水 文 统计 的 分 析 结 果 。 

三 、 本 课程 在 水 文 专业 教学 中 的 地 位 

水 文 统计 是 水 文 与 水 资源 工程 专业 的 一 门 重要 专业 基础 课 ， 一 方面 ， 它 要 为 水 文 
测验 、 水 文 预报 、 水 文 水 利 计算 、 水 资源 利用 和 水 环境 保护 等 专业 课程 提供 必要 的 概 
率 统计 基础 知识 ; 另 一 方面 ， 它 的 理论 和 方法 也 是 水 文 研究 和 实践 的 有 力 工具 。 

本 书 的 重点 是 结合 水 文 现象 的 实际 ， 介 绍 概率 论 与 数理 统计 的 基本 概念 和 原理 。 
只 有 掌握 了 这 些 内 容 ， 才 能 在 水 文 研究 和 实践 中 正确 、 灵 活 和 创造 性 地 应 用 它们 。 不 
过 ， 本 书 又 不 同 于 一 般 的 概率 论 和 数理 统计 教材 。 它 的 取材 立足 于 水 文 工 作 的 实际 需 
要 ， 在 适当 注意 数学 理论 系统 性 的 基础 上 ， 强 调理 论 和 方法 的 应 用 。 为 了 不 使 读者 陷 
入 深奥 的 数学 迷雾 而 迷失 方向 ， 本 书 不 过 分 强调 数学 的 严密 性 ， 对 于 比较 抽象 的 概念 
和 理论 ， 以 及 繁琐 的 数学 推导 和 证 明 ， 一 般 从 略 ， 或 只 给 予 粗略 和 直观 的 说 明 ， 以 便 
读者 始终 把 注意 力 放 在 对 基本 原理 的 理解 和 应 用 上 。 本 书 在 编写 过 程 中 ， 还 注重 反映 
最 新 水 文 统计 学 研究 进展 以 及 工程 设计 的 新 需求 。 








第 一 章 事件 与 概率 


第 一 节 事件 及 其 运算 


一 、 随 机 试验 

人 们 为 了 认识 客观 事物 的 特性 和 变化 规律 ， 就 要 对 它 进行 观测 、 调 查 或 试验 。 为 
了 方便 起 见 ， 把 这 类 活动 统称 为 “试验 ”。 

显然 ， 对 确定 性 现象 所 做 的 试验 ， 在 试验 之 前 人 们 就 能 准确 预测 它 将 会 出 现 怎样 
的 结果 ， 而 对 随机 现象 作 试 验 时 ， 人 们 却 不 能 根据 试验 的 条 件 预 测试 验 将 会 出 现 怎样 
的 结果 ， 因 为 试验 结果 具有 随机 性 。 若 一 种 试验 满足 下 列 三 个 条 件 ， 则 称 之 为 随机 试 
验 ， 简 称 试验 ， 用 符号 已 表示 。 

(1) 试验 可 以 在 相同 条 件 下 重复 进行 ; 

(2) 试验 的 所 有 可 能 结果 预先 是 知道 的 ; 

(3) 试验 前 不 能 确切 地 预料 将 会 出 现 哪 一 个 结果 。 

例 1 撕 一 颗 骨 子 观察 它 出 现 的 点 数 。 这 是 一 个 随机 试验 。 因 为 骨 子 可 以 重复 地 
掷 ;， 所 有 可 能 的 结果 是 已 知 的 ， 不 外 乎 出 现 “1 点 ”,“2 点 ”, …,“6 点 "这 六 种 情况 ; 
每 掷 一 次 山子 前 不 能 确定 将 会 出 现 哪 一 种 点 数 。 

例 2 观测 某 地 5 月 1 日 的 最 高 温度 T(Y ) 。 这 也 是 随机 试验 。 因 为 每 年 的 5 Я 
1 日 都 可 以 进行 观测 ; 设 该 地 的 温度 不 会 低 于 7。， 也 不 会 高 于 7,， 则 7 的 所 有 可 能 
取 值 为 [7,,7, ] 区 间 ; 而 每 年 观测 之 前 ， 不 能 确定 该 年 的 了 是 多 少 。 

在 水 文 工 作 中 ， 观 测 河流 某 断 面 的 年 最 大 洪峰 流量 ， 年 最 高 洪水 位 ， 或 者 观测 某 
地 区 一 定时 间 内 的 降水 量 、 蒜 发 量 等 ， 都 是 随机 试验 。 

在 随机 试验 中 ， 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 的 事情 称 为 随机 事件 ， 简 称 事件 ， 一 般 用 
大 写 英文 字母 4,B,C,… 表 示 。 

如 在 例 1 中 ,“ 出 现 1 点” “出 现 偶数 点 ” “出 现 的 点 数 不 大 于 4" 等 ， 都 是 随机 
事件 。 又 如 在 例 2 中 ,“7>25” “20<Т=35”, “7<15" 等 也 都 是 随机 事件 。 

每 次 试验 中 ， 一 定 发 生 的 事情 称 为 必然 事件 ， 记 为 , 2。 每 次 试验 中 ， 一 定 不 发 生 
的 事情 称 为 不 可 能 事件 ， 记 为 $。 显 然 ， 必 然 事件 和 不 可 能 事件 都 是 对 确定 性 现象 试 
验 的 结果 ， 为 了 研究 的 方便 和 统一 ， 把 必然 事件 和 不 可 能 事件 也 看 成 随机 事件 ， 即 把 
它们 作为 随机 事件 的 两 个 极端 情况 。 

在 讨论 一 个 事件 的 必然 性 、 不 可 能 性 和 随机 性 时 ， 要 把 它 与 试验 的 条 件 联系 起 
来 。 例 如 ， 在 标准 大 气压 下 ， 纯 净 水 加 热 到 100 时,“ 水 沸腾 "是 必然 事件 。 但 如 果 
试验 条 件 是 “在 标准 大 气压 下 ， 纯 净 水 加 热 到 80C”， 则 “水 沸腾 "是 不 可 能 事件 。 又 
如 ， 一 次 射击 命中 目标 ， 通 常 是 一 个 随机 事件 ， 但 如 果 射 击 者 距离 目标 极 近 ， 那 么 
“命中 目标 ”就 将 成 为 必然 事件 了 。 
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二 、 基 本 事件 ， 复 合 事件 ， 基 本 空间 

在 随机 试验 中 ， 每 一 个 可 能 出 现 的 结果 (又 称 样本 点 ) 都 是 一 个 随机 事件 ， 这 种 
简单 的 随机 事件 称 为 基本 事件 。 基 本 事件 也 可 以 看 作 是 试验 中 不 能 再 分 解 的 事件 。 由 
若干 个 基本 事件 组 成 的 事件 称 为 复合 事件 。 

在 例 1 中 ， 共 有 6 个 基本 事件 :“ 出 现 1 点 " “出 现 2 点 ”,…,“ 出 现 6 点 ”， 
它们 都 是 不 可 分 解 的 事件 。“ 出 现 偶数 点 ",“ 出 现 的 点 数 小 于 3" 等 事件 是 复合 
事件 。 

Я w 表示 “出 现 i 点 ”"，4 表示 “出 现 偶数 点 ”"，B 表示 “出 现 的 点 数 小 于 3”， 则 


4= |2 „а, ,wl 
B= | ‚| 


事件 4 是 由 w,w,w 三 个 基本 事件 组 成 的 ， 当 且 仅 当 wa оо, ос 中 的 一 个 出 现 
(又 称 发 生 ) 时 ,事件 4 才 发 生 。 反 之 , 车 4 发 生 了 ， 则 表明 它 所 含有 的 基本 事件 о, , 
w4,we 中 有 一 个 发 生 了 。 同 理 ， 事 件 B 是 由 о, о, 两 个 基本 事件 组 成 的 。 当 且 仅 当 
а о 出 现时 ,事件 B 才 发 生 。 反 之 , ВЕТ, ШЖ wi,w, 中 有 一 个 发 
生 了 。 

每 次 试验 ， 有 且 仅 有 一 个 基本 事件 发 生 ， 基 本 事件 的 全 体 称 为 基本 空间 (又 称 样 
本 空间 ) 。 由 于 随机 试验 的 任 一 结果 必然 是 基本 空间 中 的 一 个 基本 事件 ， 因 此 ， 基 本 
空间 作为 一 个 事件 是 必然 事件 ， 所 以 仍 用 2 表示。 

在 例 1 中 ， 基 本 空间 





有 2= | ol ,v2 ,wel 


在 例 2 中 ， 若 用 上 表示 “该 地 5 月 1 日 的 最 高 温度 观测 值 ”， 则 с 的 取 值 范围 为 
[To,m ] ， 即 基本 事件 有 无 限 多 个 ， 它 充满 了 区 间 [ Tu ,Ti ] ， 故 基本 空间 


= 11| Ту <i<7,! 


从 上 面 例子 可 以 看 到 ， 基 本 空间 中 的 基本 事件 的 总 数 可 以 是 有 限 多 个 ， 也 可 以 是 
无 限 多 个 。 按 集合 论 的 观点 ， 对 于 某 一 随机 试验 E， 基 本 空间 4 是 所 有 基本 事件 的 全 
体 所 构成 的 集合 。 随 机 事件 是 集合 2 的 一 个 子 集 ， 必 然 事件 就 是 基本 空间 0, ЖИ 
能 事件 就 是 空 集 由 

值得 注意 的 是 ， 对 一 个 随机 现象 试验 的 目的 不 同时 ， 相 应 的 基本 空间 也 可 能 有 所 
不 同 。 例 如 ， 观 测 某 地 年 降水 量 ， 区 间 [0,PMP] (РМР 为 该 地 可 能 最 大 降水 量 ) 中 的 
任 一 实数 ， 都 是 一 个 基本 事件 ， 这 时 ， 基 本 事件 有 无 穷 个 ;但 如 果 观 测 年 降水 量 的 目 
的 是 为 了 确定 是 早年 、 正 常年 还 是 丰 水 年 ， 这 时 就 只 有 三 个 基本 事件 了 。 

三 、 事 件 之 间 的 关系 与 运算 

(一 ) 事 件 之 间 的 关系 

研究 随机 现象 ， 常 常 要 研究 几 个 事件 以 及 它们 之 间 的 关系 。 例 如 ， 研 究 一 次 洪水 
В}, 不仅 要 考虑 洪峰 流量 ， 还 要 考虑 洪水 总 量 ; 研究 区 域 洪水 时 ， 不 仅 要 研究 干流 洪 
水 ， 还 要 研究 支流 洪水 。 详 细 地 分 析 事 件 之 间 的 关系 ， 不 仅 能 使 人 们 更 加 深刻 地 认识 
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事件 的 本 质 ， 而 且 还 能 大 大 简化 某 些 复杂 事件 的 概率 计算 。 

事件 之 间 的 关系 可 归结 为 以 下 几 种 。 

1. 包含 关系 

若 在 每 次 试验 中 事件 4 发 生 必 然 导致 事件 B 发生 ， 则 称 事件 8 包含 事件 4， 或 称 
4 是 B 的 特 款 。 记 为 B24 或 4CB。 此 时 属于 4 的 基本 事件 都 
属于 B， 如 图 1 一 1 所 示 。 图 中 矩形 区 域 表示 基本 空间 0, ША 
ЖИ 8 分别 表示 事件 4 和 事件 B。 例 如 ， 设 4 表示 “南京 市 一 
年 中 降水 日 数 超过 100 К”, В 表示 “南京 市 一 年 中 降水 日 数 超 
过 80 天 ”， 则 B 包 含 4， 因 为 若 一 年 降水 日 数 超过 100 天 ， 则 








必然 超过 80 天 。 
若 事 件 B 包含 事 件 4， 且 事件 4 也 包含 事件 B， 即 Вол 
图 1-1 及 428B 同时 成 立 ， 则 称 事件 4 与 事件 B 相等 (或 等 价 )， 记 为 


4 =B， 此 时 ， 事 件 4 与 事件 B 所 含 的 基本 事件 相同 。 

显然 ， 对 2 中 的 任何 事件 4， 必 有 2242 由 。 

2. 互 斥 关系 

车 在 每 次 试验 中 事件 4 与 事件 В 不 能 同时 发 生 ， 则 称 事件 4 与 事件 B 互 斥 ， 或 
称 4 与 B 互 不 相 容 。 显 然 ， 互 不 相 容 事件 不 含 相同 的 基本 事件 ， 如 图 1 -2 所 示 。 例 
如 ， 设 4 表示 “南京 市 一 年 中 降水 日 数 超过 80 Ж", В 表示 “南京 市 一 年 中 降水 日 数 
少 于 70 天 "， 则 事件 4 与 事件 В 不 能 同时 发 生 ， 所 以 4 与 B 互 
斥 。 若 两 个 随机 事件 能 同时 发 生 ， 则 称 它们 是 相 容 事件 ， 或 称 (2) 2 
它们 是 相 容 的 。 


类 似 地 ，n 个 事件 4, ,4,,… ,4 中 任意 两 个 事件 都 不 可 能 
同时 发 生 ， 则 称 事件 А, ,4,,… ,4, 两 两 互 不 相 容 或 两 两 互 斥 。 
显然 ， 在 随机 试验 中 ， 基 本 事件 是 两 两 互 不 相 容 的 。 


3. 对 立 事件 

若 在 每 次 试验 中 事件 4 与 事件 В 不 可 能 同时 发 生 ， 但 必 有 81-2 
一 个 发 生 ， 则 称 事件 4 是 事件 下 的 对 立 事件 ( 逆 事 件 ) ， 或 称 事件 B 是 事件 4 的 对 立 
事件 ( 道 事件 ) ， 或 称 它 们 是 对 立 ( 互 逆 ) 的 ， 记 成 4 =B 或 B=A。 通 常 将 4 的 对 立 事 
件 记 为 4， 显 然 4 的 对 立 事件 即 为 4， 即 4 =4。4 的 对 立 事件 4 是 由 基本 空间 中 不 属 
于 4 的 基本 事件 组 成 的 。 同 理 ，B 的 对 立 事件 由 基本 空间 中 不 属于 В 的 基本 事件 
组 成 ， 如 图 1-3 所 示 。 





Г 若 在 观察 南京 市 年 降水 日 数 的 试验 中 设 4 表示 “南京 市 
的 年 降水 日 数 大 于 等 于 80 К”, В 表示 “南京 市 的 年 降水 日 
А Г 数 少 于 80 К”, 那么 任 一 年 ,事件 4 和 事件 B8 互 为 对 立 
А 事件 。 

这 里 需要 指出 ， 两 个 事件 4、B 对 立 与 互 斥 的 差别 在 于 后 者 
不 要 求 4 与 B 中 一 定 有 一 个 发 生 ， 而 两 者 共同 之 点 在 于 4 与 B 
不 能 同时 发 生 。 所 以 ， 两 个 对 立 的 事件 一 定 是 互 斥 的 ， 但 两 个 
图 1-3 互 斥 的 事件 不 一 定 是 对 立 的 。 
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(二 ) 事 件 的 运算 

1. 事件 之 和 

如 果 定 义 事件 С 为 “事件 4 与 事件 B 中 至 少 有 一 个 发 生 ”， 则 称 事件 C 为 事件 4 
与 互 的 和 (或 并 ) ， 记 作 C=4+ 有 或 C=4UB。 显 然 事件 C 包含 而 且 只 包含 4 与 妃 的 
所 有 基本 事件 ， 如 图 1 -4 所 示 ， 图 中 阴影 部 分 为 事件 C。 

例 3 观测 南京 市 任 一 年 8 月 1 日 的 降雨 量 ， 如 以 4 表示 事件 “降雨 量 在 5 ~ 
20mm”，B 表示 事件 “ 降 南 量 在 10 ~30mm"”， 则 4 +В 表示 事件 “降雨 量 在 5 ~30mm”。 








К 











к, 





图 1-4 С=А+В 图 1-5 


例 4 ”如 图 1 -5 所 示 的 电路 中 ， 以 4、B 分 别 表示 事件 继电器 接点 KK 闭合 ，C 
表示 事件 电路 由 7 到 0 导 通 。 因 为 当 继电器 接点 K, 和 K, 中 至 少 有 一 个 闭合 时 ， 电 路 
就 导 通 ， 所 以 C =4+B。 

类 似 地 ， 任 意 有 限 个 事件 4 А, А, 之 中 ， 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 称 为 4 ， 


Аад, ВОВ ЗН, задел, А, +, за Ула Ол, ОА, 


表示 可 列 无 穷 多 个 事件 А, ,4: ,… 之 中 至 少 有 一 个 发 生 这 一 事件 。 

根据 事件 之 和 的 定义 可 知 ，4 + 2=J2，A + 中 =4， 两 个 相 
同事 件 之 和 是 它 本 身 ， 即 4+4=4, АРВ, 则 A+B=4。 

2. 事件 之 积 

如 果 定 义 事件 C 为 “事件 4 与 事件 В 同时 发 生 ”， 则 称 事件 
C 为 事件 4 与 事件 В 的 积 (或 交 ), 记 作 C=4B, 或 C=ANB。 
显然 事件 C 包含 而 且 只 包含 4 与 8 共同 的 基本 事件 ， 如 图 1 -6 
所 示 ， 图 中 阴影 部 分 为 事件 C。 

例 5 在 例 3 中 ,4B 表示 “降雨 量 在 10~20mm” 这 一 1-6 C=4B 
事件 。 

例 6 如 图 1 -7 所 示 的 电路 中 ， 以 4、B 分 别 表示 事件 继电器 接点 K, 、K, 闭合 ，C 
表示 事件 “电路 1 到 0 导 通 ”， 因 为 当 继电器 接点 К, 和 К, 都 闭合 时 ， 电 路 才 导 通 ， 
所 以 C=4B。 

类 似 地 ， 任 意 有 限 个 事件 4 ,4, ,…,4。 同时 发 生 的 事件 ， 称 为 4, ,4,,…,4, 的 积 


9 一 下 一 不 一 8 ( 交 ) 事 件 ， 记 为 44…4.， 或 记 为 4。 只 4 表示 可 列 无 
图 1-7 穷 多 个 事件 А, ,4:，…' 同 时 发 生 这 一 事件 。 
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根据 事件 之 积 的 定义 可 知 ，4Q =4，4 = 由 ， 两 个 相同 事件 之 积 是 它 本 身 ， 即 44 
=А, ЖАРВ, МАВ=В. 

з. 事件 之 差 

如 果 定义 事件 С 为 “事件 4 发 生 ， 而 事件 B 不 发 生 ”"， 则 称 事件 C 为 事件 4 与 8 
Е, 记 作 C =4 - B。 显 然 事件 C 包含 而 且 只 包含 属于 4， 但 
2 | 不 属于 下 的 基本 事件 ， 如 图 1 - 8 所 示 ， 图 中 阴影 部 分 为 事 


2 件 C。 
С 例 7 在 例 3 中 ,4 -B 表示 “降雨 量 在 5 - 10mm” 这 一 
2 事件 。 


因为 4-B 表示 在 一 次 试验 中 4 发 生 而 B ЖЖ, 而 B 不 
发 生 ， 必 有 万 发生 ， 所 以 4-B 表示 4 与 万 同时 发 生 , 故 4-B 

图 1-8 C=4-B -АВ, 

根据 前 面 的 定义 ,事件 4 与 事件 В 不 相 容 ( 互 斥 ) 可 表示 为 

АВ =ф 

事实 上 ， 不 论 "4 与 B 互 斥 "还 是 “4B =g” 都 表示 事件 4 与 B 不 可 能 同时 发 生 。 

同样 ,事件 4 与 事件 B 对 立 ,可 表示 为 
А+В=0, НАВ=ф 


事实 上 ， 前 一 式 表示 事件 4 与 事件 B 至 少 要 发 生 一 个 ， 后 一 式 表示 事件 4 与 事件 B 
不 可 能 同时 发 生 ， 因 此 ， 上 两 式 表示 在 一 次 试验 中 ， 事件 4 与 事件 В 不 能 同时 发 生 ， 
但 必 有 一 个 发 生 ， 即 表示 事件 4 与 事件 В 互 为 对 立 事件 。 

熟悉 集合 论 的 读者 或 许 早 就 发 现 ， 事 件 间 的 关系 及 运算 与 集合 的 关系 及 运算 是 完 
全 相似 的 。 不 过 ， 应 注意 运用 概率 论 的 语言 来 解释 这 些 关 系 及 运算 ， 并 且 学 会 用 这 些 
运算 关系 来 表示 一 些 事件 。 

例 8 设 4,B,C 是 三 个 随机 事件 ， 试 用 4,B,C 表示 下 列 各 事件 : 

(1) 只 有 4 发 生 ; 

(2)4 和 BB 都 发 生 而 C 不 发 生 ; 

(3)4,B,C 都 发 生 ; 

(4)4 发 生 ，B 不 发 生 ; 

(5)4,B,C 至 少 有 一 个 发 生 ; 

(6) 三 个 事件 都 不 发 生 ; 











(7) 至 少 有 两 个 事件 发 生 ; 

解 (ПАВС; (2)4B C; (З)АВС; (4)АВ; 
(5)А+В+С; (6)АВС; (7)AB +АС + ВС. 

可 以 验证 ， 一 般 事 件 的 运算 满足 如 下 关系 : 

(1) 交 换 律 


A+B=B+A, AB=BA 
(2) 结 合 律 
(А+В) +С=А+(В+С) 
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(4B)C=4(BC) 
(3) 分 配 律 
(А+В)С=АС+ВС 
(А+С)(В+С) =АВ +С 
(4) 6. 摩根 定律 


对 nn 个 事件 , 德 . 摩根 定律 也 成 立 : 





现 证 明 德 . 摩根 定律 之 第 一 式 。 

ое Uh, 则 w 二 Uh， 因此 w4i( 对 一 切 i 成 立 )， 于 是 weA( 对 一 切 i 成 
2), Мое бл, Ол сд. 

Вос ПА, Шоєл, (И ЕЕ), ， 由 此 ，wE4i( 对 一 切 ; 成立) ， 于 是 
wEU4， 从 而 we А, ЖОАО, 

于 是 第 一 式 得 证 。 同 理 可 证 明 第 二 式 。 

在 对 事件 进行 运算 时 ， 运 算 顺 序 为 ， 先 进行 着 的 运算 ， 再 进行 积 的 运算 ， 最 后 进 
行 和 与 差 的 运算 。 如 有 括号 ， 则 先进 行 括号 内 的 运算 。 

例 9 化 简 (4+B)(4+B) 


解 (A+B)(A+B) =AA+AB+BA+BB=A+AB+BA 
=А+А(В+В) =А+АО=А+А=А 
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当 人 们 反复 做 某 一 随机 试验 时 ， 会 发 现 某 些 事件 出 现 的 次 数 多 些 ， 而 另 一 些 事件 
出 现 的 次 数 少 些 。 显 然 ， 出 现 次 数 多 的 事件 ， 在 每 次 试验 中 出 现 的 可 能 性 也 大 些 ， 出 
现 次 数 少 的 事件 ， 在 每 次 试验 中 出 现 的 可 能 性 也 小 些 。 例 如 观察 我 国 南方 冬季 冰雪 天 
气 的 情况 ， 大 中 等 级 的 冰雪 天 气 出 现 较 少 ， 而 极端 冰雪 天 气 更 少 ;观测 河川 洪水 出 现 
情况 可 知 ， 中 小 等 级 多 ， 大 等 级 少 ,极端 等 级 更 少 。 既 然 各 种 事件 出 现 的 可 能 性 有 大 
有 小 ， 为 了 定量 描述 随机 事件 发 生 的 规律 ， 自 然 有 必要 用 一 个 数值 来 衡量 事件 出 现 可 
能 性 的 大 小 ， 使 出 现 可 能 性 较 大 的 事件 用 较 大 的 数值 来 标志 ， 出 现 可 能 性 较 小 的 事件 
用 较 小 的 数值 标志 ， 这 个 数值 就 称 为 事件 的 概率 ( 亦 称 几 率 )， 事件 4 的 概率 记 为 
P(4)。 

然而 ， 对 于 给 出 的 事件 4， 到 底 该 用 哪个 数字 作为 它 的 概率 呢 ? 就 是 说 该 怎样 从 
数量 上 规定 P(4) 呢 ?这 个 看 似 并 不 复杂 的 概率 定义 问题 ， 却 让 前 人 足 足 探索 了 300 
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多 年 。 在 经 历 了 古典 概率 、 几 何 概率 、 统 计 概率 等 概率 定义 后 ， 才 最 终 接 受 了 前 苏联 
数学 家 柯 尔 英 哥 洛 夫 ( A. Н. Колмогорв) 于 1933 年 建立 的 概率 公理 化 体系 ， 即 概率 的 
公理 化 定义 。 由 于 对 概率 的 古典 定义 、 几 何 定义 容易 给 予 简单 合理 的 规定 ， 并 能 满足 
实际 的 需要 ， 概 率 的 统计 定义 也 有 其 优点 ， 且 它们 又 都 是 概率 公理 化 定义 的 背景 ， 所 
以 这 里 将 它们 分 别 加 以 介绍 。 

一 、 概率 的 定义 

(一 ) 概 率 的 古典 定义 

1. зя 

具有 以 下 特点 的 随机 试验 模型 ， 称 为 古典 概 型 ( 概 型 是 概率 模型 的 简称 ) 。 

(1) 试 验 的 基本 空间 中 只 有 有 限 个 基本 事件 ; 

(2) 试 验 中 每 个 基本 事件 出 现 的 可 能 性 相同 。 

910 自 标号 为 1,2,…,n 的 个 同样 的 灯泡 中 任 取 其 一 ， 就 是 二 典 概 型 。 因 为 
它 的 基本 空间 只 有 个 基本 事件 ，Q = |1 号 灯泡 ,2 号 灯泡 ,…,n 号 灯泡 | ， 由 于 灯泡 
相同 ， 在 随意 抽取 时 ， 没 有 理由 认为 哪个 标号 的 灯泡 被 取出 的 可 能 性 大 些 或 小 些 ， 也 
就 是 说 每 一 个 标号 的 灯泡 被 取 到 的 可 能 性 相同 ， 即 每 个 基本 事件 出 现 的 可 能 性 相同 ， 
符合 二 典 概 型 的 特征 。 

古典 概 型 也 叫 等 可 能 概 型 。 至 于 “基本 事件 等 可 能 出 现 "这 个 条 件 中 的 “等 可 能 ”， 
目前 还 不 能 下 数学 定义 而 只 能 做 一 些 解释 ， 当 从 与 问题 有 关 的 各 个 方面 来 考虑 基本 事 
件 wi ,ws，,…,w, 时 ， 如 果 他 们 处 于 平等 的 地 位 ， 谁 也 不 比 谁 特殊 ， 这 时 就 把 他 们 看 
成 是 等 可 能 的 。 

2. 概率 的 古典 定义 

对 于 古典 概 型 ， 若 它 的 基本 空间 包含 个 基本 事件 ，0 ооо), ЗЕЕ 
4 含有 kk<n) 个 基本 事件 ,定义 A 的 概率 P(A4) 为 

P(4) = (1-1) 


例如 ， 在 例 10 中 ， 如 果 设 n=100， 那么 事件 
А = | 取得 偶数 号 灯泡 | = |; ,ws，… „а | 


100 2 
В = | 取得 号 数 不 大 于 10 的 灯泡 | = (о, оз, оо) 
Е 10_1 
РОВ) = 100 16 
С =| 取得 号 数 为 3 的 倍数 的 灯泡 | = (озо, о) 
Е _ 33 
P(C) = =100 


显然 ， 概 率 的 古典 定义 是 以 有 限 基 本 空间 及 基本 事件 出 现 的 等 可 能 性 作为 基础 
的 。 概 率 计算 的 关键 是 求 出 基本 事件 的 总 个 数 n 和 事件 4 所 包含 的 基本 事件 个 数 k。 
为 了 熟悉 古典 概 型 中 事件 概率 的 计算 ,再 举 几 个 例子 。 

п 设 有 分 别 标 有 0,1,2,…,9 十 个 数字 的 十 张 卡片 ， 从 中 连续 随机 抽取 5 次 ， 
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每 次 抽 1 张 ， 抽 后 随即 放 回 ， 问 抽 到 5 个 不 同 数字 卡片 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 由 于 每 抽 一 张 卡 片 后 立即 放 回 ， 因 此 ， 每 次 抽取 时 ， 抽 到 各 张 卡片 是 等 可 能 
的 ， 根 据 排列 组 合 知识 ， 连 续 抽取 5 次 共有 10° 种 不 同 的 结果 ， 这 就 是 这 一 试验 的 基 
本 事件 总 数 n。 设 4 表示 事件 “ 抽 到 5 个 不 同 数字 的 卡片 "， 则 4 包含 的 基本 事件 个 数 
下 = 4 ， 于 是 
Е _Аю_ 10х9х8х7хб 
P(4) = 105 “10x10x10x10x10™0 3024 
$112 一 批 产品 共有 100 件 ， 其 中 有 5 件 次 品 ， 从 中 任 取 10 件 ， 求 所 取 10 件 中 
至 多 有 2 件 是 次 品 的 概率 。 
解 一 批 产 品 共有 100 件 ， 从 中 取出 10 件 ， 一 共有 Ciw 种 取 法 。 
设 4 表示 事件 “所 取 10 件 中 至 多 有 2 件 是 次 品 ”， 则 4 所 包含 的 基本 事件 数 
Е=С + С.С! + СС? 
于 是 所 求 概率 
P(4) = (Сз +963 +С%С;)/Сш=0. 99 
$113 ”袋子 中 装 有 个 白 球 和 普 个 黑 球 ， 从 中 任 取 а + 个 球 ， 求 所 取 的 球 恰 含 
а МЕК Ь ТИ (ап, Бет) 。 
Ж ”袋子 中 共有 球 n+m 个， 从 中 取出 a+b 个 , 一 共有 С ЯВА. 
设 4 表示 事件 “恰好 取得 a 个 白 球 和 4 个 黑 球 "， 则 事件 АВ СС, 个 基本 事 
件 。 所 以 
P(A) = CCa]C2im 
例 14 有 个 可 辨 的 球 ， 随 机 地 放 和 人 М>") Л, ЩЖ: 
(1) 指 定 的 nn 个 盒 中 各 有 一 球 的 概率 ; 
(2) 任 何 n 个 盒 中 恰好 各 有 一 球 的 概率 ; 
(3) 某 指定 的 一 个 盒 中 恰 有 m(m <n) 个 球 的 概率 。 
№ 每 个 球 以 同样 的 可 能 性 落 入 六 个 盒 中 的 每 一 个 ， 一 个 球 随机 投入 МЛЯ, 
一 共有 入 种 可 能 结果 ，n 个 球 有 № 种 可 能 结果 ， 这 就 是 总 的 基本 事件 数 。 
(1) 设 4 表示 事件 “指定 的 个 盒 中 各 有 一 球 " 。 今 固定 某 = 个 盒 ， 第 一 个 球 可 以 
落 人 这 个 盒 中 的 任何 一 个 ， 共 有 n 种 可 能 结果 ， 第 二 个 球 可 落 在 余下 的 n -1 个 盒 
中 的 任何 一 个 有 -1 种 可 能 结果 …… 第 ”个 球 落 在 最 后 的 一 个 盒 中 ， 只 能 有 一 种 
结果 ， 因 此 事件 4 共 含 n! 个 不 同 的 基本 事件 。 所 以 


= 型 
Р(А) = 六 


〈2) 设 如 表示 事件 “任何 m 个 盒 中 恰好 各 有 一 球 " 。 因 为 从 六 个 盒 中 任意 选取 个 

盒 ， 共 有 Су 种 选 法 ， 选 出 这 个 盒 后 ， 再 由 问题 (1) 知 事件 В 共 含 Chn! 个 不 同 的 基 
本 事件 。 所 以 
P(B) = 

(3) 设 C 表 示 事 件 “ 某 指定 的 一 个 盒 中 恰 有 п 个 球 ”的 事件 。 因 为 т 个 球 可 从 

个 球 中 任意 选 出 ， 共 有 С: 种 选 法 ， 其余 n -m 个 球 可 以 任意 落 入 其 余 的 N -1 个 盒 
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中 , 共有 (N -1)"" 种 落 法 ， 因 此 事件 C 共 含 C*(NW-1) ”个 不 同 的 基本 事件 。 
所 以 - 


P(C)= 


$115 茶 环 保 部 门 为 了 了 解 不 同 地 区 的 真实 水 质 情况 ， 将 从 甲 河 取 到 的 3 个 水 
样 和 乙 河 取 到 的 6 个 水 样 ， 共 计 9 个 水 样 随机 地 平均 分 配 到 3 个 不 同 部 门 的 实验 室 进 
行 化 验 。 问 : 

(1) 每 个 实验 室 各 分 得 一 个 甲 河水 样 的 概率 是 多 少 ? 

(2)3 个 甲 河水 样 被 分 到 同一 实验 室 的 概率 是 多 少 ? 

解 将 9 个 水 样 平均 分 配 到 三 个 实验 室 总 的 分 法 即 总 基本 事件 数 为 

n=C3CiC? =1680 

(1) 设 4 表示 事件 “每 个 实验 室 各 分 得 一 个 甲 河水 样 "， 则 4 事件 所 包含 的 基本 事 

件数 是 


CW- 
№ 


k=ACICIC? =540 
у № _ 540 9 
гда РОЙ) = п =1680 228 
(2) 设 B 表 示 事 件 “3 个 甲 河水 样 被 分 到 同一 实验 室 "， 则 8 事件 所 包含 的 基本 事 
件数 是 
ks = ССС =60 
у № _ 60 _1 
所 以 Р(В) = 7 =1680 =28 
(二 ) 概 率 的 几何 定义 
概率 的 古典 定义 中 试验 的 所 有 可 能 结果 只 有 有 限 多 个 ， 而 且 它 们 出 现 的 可 能 性 相 
等 。 然 而 在 许多 实际 问题 中 ， 试 验 的 结果 有 无 穷 多 种 的 情形 并 不 少见 ， 例 如 ， 观 察 流 
域 暴 雨中 心 的 位 置 ， 它 可 以 随机 地 出 现在 流域 内 任何 一 个 地 理 位 置 ; 观察 汛期 洪峰 出 
现 的 时 刻 ， 它 可 以 是 汛期 时 间 轴 上 的 任何 一 点 ; 显然 ， 这 类 问题 的 概率 计算 不 能 利用 
古典 定义 ， 因 为 ， 它 们 的 基本 空间 和 各 种 事件 包含 的 基本 事件 数 都 是 无 限 的 。 对 这 类 
问题 ,需要 用 另外 一 种 概率 模型 一 一 几何 概 型 来 解决 。 
1. 几何 概 型 
具有 以 下 特点 的 随机 试验 模型 ， 称 为 几何 概 型 。 
(1) 基 本 空间 为 某 一 有 界 几何 区 域 ， 含 有 无 穷 多 个 基本 事件 ; 
(2) 试 验 中 每 个 基本 事件 出 现 的 可 能 性 相同 。 


2. 概率 的 几何 定义 
对 几何 概 型 ， 设 基本 空间 为 09, 事件 4CQ2， 则 事件 4 的 概率 P(4) 为 


其 中 几何 测度 指 长 度 .面积 ,体积 等 。 
可 见 , 几 何 概 型 与 古典 概 型 ,都 具有 每 个 基本 事件 出 现 的 可 能 性 相同 这 一 特点 ,所 
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不 同 的 是 古典 概 型 的 基本 空间 由 有 限 多 个 基本 事件 构成 ,而 几何 概 型 则 是 由 无 限 多 个 
基本 事件 构成 。 

#16 根据 天 气 预报 , 某 号 台风 将 在 我 国 东南 沿海 长 1000km 的 某 段 海岸 线 登 陆 ， 
而 且 它 在 此 段 海岸 线 上 任意 一 处 登陆 的 可 能 性 都 是 相同 的 , 问 该 号 台风 在 此 海岸 线 上 
重点 防护 的 500km 地 段 上 登陆 的 概率 有 多 大 ? 

解 设 4 表示 事件 “台风 在 重点 防护 的 500km 地 段 上 登陆 " 。 因 为 2 的 测度 是 
1000km,4 的 测度 是 5300km ,所 以 

500 _1 


A 
例 17 (会 面 问题 ) 二 人 约定 0~7 时 间 内 在 某 地 见面 ， 先 到 者 等 :(1:<7) 时 间 后 
离 去 ， 试 求 二 人 能 会 见 的 概率 p。 
解 х,у 分 别 表达 两 人 到 达 时 刻 ， 依 题 , 0<x<7， 
0<y<7。 这 样 的 (x,y) 构成 x0y 平面 上 的 一 点 ， 基 本 空间 
为 边 长 为 了 的 正方 形 2， 如 图 1 -9 所 示 。 两 人 能 会 见 的 充 
分 条 件 是 |* -y | <. 此 条 件 表示 点 (x,y) 落 在 5 区 域 (图 
中 阴影 部 分 ) 两 人 才能 够 会 面 。 基 本 空间 0 的 测度 是 了 x 了 
=Т, д 的 测度 是 7 - (7T- 纺 ?， 所 以 随机 事件 4 两 人 能 会 。 
面 "的 概率 | 

















Р(А) вто: 


若 约定 1h 内 见面 ， 不 管 谁 先 到 达 后 ， 只 等 0. 5h 就 离开 ， 则 能 够 会 面 的 概率 就 是 





рка) = -T= а ыы 


-3_ 
1 74 


例 18 《 蒲 丰 投 针 问 题 )1777 年 法 国 科学 家 薄 丰 ( Buffon) 提出 下 述 著名 问题 。 

平面 上 画 着 一 些 平行 线 ， 它 们 之 间 的 距离 都 等 于 a， 向 此 平面 任意 投 一 长 为 
!(L<a) 的 针 ， 求 此 针 与 任 一 平行 线 相交 的 概率 。 

解 如 图 1-10(a) 所 示 ， 设 W 为 针 的 中 点 ，x 表示 М 点 到 最 近 平行 线 的 距离 ，b 
表示 针 与 平行 线 的 交角 ， 则 针 的 位 置 完全 由 (*,6) 决 定 。 显然 有 0<x< 邓 ， 0<0<т, 





1-10 
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所 以 投 针 位 置 (x,0) 的 全 部 可 能 结果 构成 边 长 为 了 和 т МАЯ 02， 为 使 针 与 平行 线 相 
交 ， 必须 有 xs 二 sing， 满足 这 一 条 件 的 全 部 点 (x,9) 位 于 图 1 -10(b) 中 的 阴影 区 域 8 
中 ， 所 以 随机 事件 4“ 针 与 任 一 平行 线 相交 ”的 概率 为 


1 Е 
вау ави 26е 2 


也 的 面积 1 = па 
зат 

(三 ) 概 率 的 统计 定义 

不 论 是 古典 概 型 还 是 几何 概 型 ， 定 义 或 计算 随机 事件 的 概率 都 是 以 试验 中 基本 事 
件 等 可 能 发 生 作为 一 个 重要 条 件 ， 但 在 实际 问题 中 ， 这 样 的 条 件 并 不 是 都 具备 。 例 
如 : 在 一 批 某 品 种 的 种 子 发 芽 试 验 中 ， 所 抽取 到 的 各 粒 种 子 发 芽 或 不 发 芽 的 可 能 性 不 
一 定 相同 ; 再 如 ， 观 测 某 一 地 区 某 年 发 生 洪 水 大 小 的 情况 ， 它 有 大 、 中 、 小 三 种 可 能 
结果 ， 每 一 种 结果 发 生 的 可 能 性 是 不 相同 的 。 在 这 样 的 情形 下 ， 如 何 确定 种 子 的 发 芽 
率 或 大 洪水 发 生 的 概率 ? 生活 实践 中 ， 人 们 常常 通过 实际 观测 来 回答 这 个 问题 。 例 
如 : 在 观测 某 种 天 气 之 后 说 “十 之 八 九 发 生 中 等 洪水 ”， 这 个 “十 之 八 九 "就 表示 中 等 
洪水 发 生 的 可 能 性 的 大 小 。 这 是 人 们 通过 大 量 实践 得 出 的 一 种 统计 规律 ， 即 过 去 的 资 
料 显示 : 已 经 经 历 过 n 次 这 样 的 天 气 、 水 情 情况 ， 其 中 0. 8n( 或 0.9n) 次 是 发 生 了 中 
等 洪水 的 。 于 是 人 们 也 就 认同 了 0. 8n 与 的 比值 在 一 定 程度 上 反映 了 “中 等 洪水 ”这 
一 事件 发 生 可 能 性 的 大 小 。 

这 个 比值 就 被 定义 为 频率 ， 即 在 把 相同 的 条 件 下 所 做 的 = 次 试验 中 ， 事 件 4 发 生 
的 次 数 ww( 称 为 4 发 生 的 频数 ) 与 试验 次 数 n 的 比值 称 为 事件 4 发 生 的 频率 ， 记 作 


п 
Л(А) = Е 


由 频率 的 定义 可 知 ， 频 率 在 一 定 程度 上 反映 了 事件 出 现 可 能 性 大 小 的 程度 ， 但 是 
它 却 不 是 一 个 固定 数 。 有 人 为 了 考察 一 批 菜品 种 小 麦 种 子 的 发 芽 情况 ， 从 该 批 种 子 中 
分 别 抽取 10 粒 、50 粒 、100 粒 、300 粒 、500 粒 和 800 粒 的 种 子 ， 在 相同 条 件 下 做 发 
芽 试 验 ， 观 察 结果 即 种 子 发 芽 频 率 如 表 1 -1 所 示 。 











表 1-1 
Ве» 10 ю | № 300 500 300 
发 芽 种 子 数 10 43 | 92 271 452 721 
ЖРВЖ У, (А) 1.000 0. 860 0.920 0. 903 0.904 0. 901 














可 见 各 次 试验 ， 种 子 发 芽 的 频率 是 不 一 样 的 ， 但 随 着 试验 的 种 子 数 增多 ， 种 子 的 
发 芽 率 稳定 地 在 0.9 附近 变动 。 这 说 明 频 率 具有 稳定 性 。 

历史 上 著名 的 统计 学 家 薄 丰 ( Buffon) 和 皮尔 逊 (K. Pearson ) 曾 进行 过 大 量 掷 硬币 
的 试验 ， 结 果 如 表 1-2 所 示 。 
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表 工 -2 
试 验 者 ж = Е жж 
试验 次 数 n 5 50 500 4040 12000 | 24000 
出 现 正面 次 数 n。 0 3 28 245 2048 6019 12016 
出 现 正面 频率 f.(4) о 0.6 0. 56 0.49 0.5069 | 0.5016 | 0.5006 





结果 表明 随 着 试验 次 数 的 增多 , “出 现 正面 " 的 频率 稳定 在 0.5 附近 的 很 小 区 域 
内 ， 也 证 明了 频率 的 稳定 性 。 

这 种 “频率 稳定 性 ”不断 地 为 人 类 的 实践 所 证 实 ， 它 揭示 了 隐藏 在 随机 现象 中 的 
规律 性 。 用 这 个 频率 稳定 值 来 表示 事件 4 发 生 的 可 能 性 大 小 是 合适 的 ， 于 是 有 概率 
的 统计 定义 : 

在 相同 条 件 下 所 做 的 n 次 试验 中 ， 当 nn 一 w 时， 事件 4 发 生 的 频率 /,(4) 稳 定 在 
某 常数 p 附近 ， 则 称 p 为 事件 4 发 生 的 概率 ， 记 做 

Р(А) =р 

需要 指出 的 是 ， 常 数 p 仅仅 是 频率 稳定 性 的 体现 ， 不 要 把 p 理解 为 当 поо 时 频 
率 的 极限 。 因 为 根据 数学 分 析 中 数列 极限 的 定义 ， 若 数列 1a,1 存在 极限 a， 则 对 任意 
ЛМЕ е, 一定 存在 一 个 正 数 N， 当 n>N 时 恒 有 |a, -a | <e。 对 于 频率 与 p 不 存 
在 这 种 关系 ， 即 不 存在 一 个 正 数 N， 当 n> N 时 ， 频 率 与 p 的 差 就 一 定 小 于 ae， 只 能 
Ў по 时， 出 现 两 者 之 差 比 较 大 的 情况 几乎 是 不 可 能 发 生 的 。 

(四 ) 概 率 的 公理 化 定义 

上 述 三 种 概率 的 定义 都 存在 明显 的 局 限 性 。 但 是 ， 从 它们 的 定义 出 发 ， 不 难 证 
明 ， 它 们 都 有 着 如 下 共同 性 质 : 

(1) 任 何事 件 4 的 概率 都 有 0<P(4) <1; 

(2) 必然 事件 的 概率 等 于 1 ， 不 可 能 事件 的 概率 等 于 0， 即 

Р(0) =1, Р(ф) =0 
(3) 若 4 ‚А, ，…,4。 为 试验 中 的 т 个 互 不 相 容 事件 ， 则 有 
P(4 +А + +A,) = Р(А,) +Р(А,) + + P(A,) 

这 一 性 质 称 为 概率 的 有 限 可 加 性 。 

根据 这 些 性 质 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 抽 象 了 概率 的 公理 化 定义 。 

设 随 机 试验 Е 的 样本 空间 为 9， 对 试验 的 任 一 随机 事件 4， 定义 实 值 函 数 
P(4) , 若 它 满足 下 列 条 件 ， 则 称 实数 РСА) 为 事件 А 的 概率 。 

(1) 0<P(4) <1 (1-3) 

(2) Р(0) =1, Р(ф) =0 (1-4) 

(3) 对 五 的 两 两 互 不 相 容 事件 4 ,4,,…, 有 


РС дә = У Р(А,) (1-5) 
#1 я 


这 一 条 件 称 为 概率 的 完全 可 加 性 。 
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二 、 概 率 的 性 质 

由 概率 的 定义 ， 可 以 推导 出 概率 的 许多 性 质 。 应 用 这 些 性 质 来 计算 随机 事件 的 概 
率 ， 往 往 起 到 化 难为 易 的 作用 。 

性 质 1 对 任意 事件 4, 有 0<P(4)<1; Р(0) =1; Р(ф) =0。 

性 质 2 概率 具 有 有 限 可 加 性 ， 即 若 4, ,4,,…,4, 为 两 两 互 斥 事件 ， 则 


Pod Ap = УРА) (1-6) 


根据 概率 的 定义 ， 性 质 1 、 性 质 2 是 显然 的 。 
性 质 3 ”对 任何 事件 4， 有 


_ _Р(А) =1-Р(А) (1-7) 
证 明 因为 4+4=0, НАА=Ф 
由 定义 得 Р(А +4) =Р(0) =1 
再 根据 性 质 2 得 Р(А+А) =Р(А) +Р(А) 
所 以 P(A) +Р(А) =1, Р(А) =1-Р(А) 
性 质 4 设 4,B 为 两 个 事件 ， 且 42B8， 则 
Р(А-В) =Р(А) -Р(В), В Р(А) 2Р(В) (1- 


证 明 当 42B8 时 ， 有 
А=В+(А-В), Н. В(А-В) = 中 


故 有 P(4) =Р[В+(А-В)] =Р(В) +Р(А-В) 
即 Р(А-В) =Р(А) -Р(В) 
НЕХ Р(А-В) 20, 可 得 
Р(А) 2Р(В) 
性 质 5 ”对 任意 两 个 事件 4,B， 有 
Р(А+В) =Р(А) +Р(В) -Р(АВ) (1-9) 
证 明 МА+В=А+(В-АВ), НА(В-АВ) = 中 


因而 得 
P(4+B) =Р[А+(В-АВ)] 
=Р(А) +Р(В-АВ) 
又 因为 B24B， 于 是 由 性 质 4 得 
P(B-AB) =P(B) -P(AB) 
故 P(A+B) =Р(А) +Р(В) -P(AB) 
从 性 质 5， 很 容易 看 到 P(4 + В) <Р(А) +P(B)。 
对 任意 三 个 事件 4,B,C， 有 
Р(А+В+С) =P(4) +Р(В) +Р(С) -Р(АВ) -Р(АС) -Р(ВС) + Р(АВС) 


用 归纳 法 ， 可 以 证 明 ， 对 任意 ”个 事件 4 ,4,,…,4,， 下 式 成 立 : 
Р(А, +А, +. +А,) = У,Р(А) - 5, Р(АА,) + у РАДАА) - … 


+ (- ПИРСА, А, ---А,) (1-10) 
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式 (1 -10) 称 为 概率 加 法 定理 ， 式 (1-6) 及 式 (1-9) 都 是 它 的 特例 。 
0119 据 天 气 预 报 , 第 一 天 下 雨 的 概率 为 0.6，, 第 二 天 下 雨 的 概率 为 0.3， 两 天 
都 下 十 的 概率 为 0. 1。 试 求 : 
(1) 第 一 天 下 十 而 第 二 天 不 下 雨 的 概率 ; 
(2) 至 少 有 一 天 下 雨 的 概率 ; 
(3) 至 少 有 一 天 不 下 雨 的 概率 ; 
(4) 两 天 都 不 下 雨 的 概率 。 
解 А, 表示 事 件 “ 第 i(i=1,2) 天 下 雨 "。 由 题 已 知 
Р(А,) = 0.6, Р(А,) = 0.3, Р(А,А,) = 0.1 
(1) 欲求 概率 的 事件 为 
А.А, =4(2-4) = А, -А,А,, НА, ОАА, 
由 性 质 4 得 
Р(А, А) = P(4 -А,А,) = Р(А,) - Р(А,А,) =0.6-0.1 =0.5 
(2) 欲求 概率 的 事件 为 4 +4,， 所 以 由 性 质 5 
P(4 +h,) = P(4) + Р(А,) - Р(А,А,) =0.6+0.3-0.1 = 0.8 
(З) 欲求 概率 的 事件 可 以 表达 为 44 = 0 -4,4,。 因 为 034,4,， 所 以 
P(44) =1-Р(А,А,) =1-0.1 =0.9 


(4) 欲求 概率 的 事件 为 44: ， 由 对 偶 律 ( 德 摩根 定律 ) ДА, =А, +А, =@- (А, 

+4,)， 所 以 
Р(А,А,) = Р(0) - P(4 +А,) =1 -0.8 = 0.2 

例 20 一 批 灯 泡 共 50 个 ， 其 中 有 2 个 是 坏 的 。 试 求 ， 

(1) 从 中 任意 抽取 5 个 检查 ， 求 至 少 有 一 个 坏 灯泡 的 概率 ; 

(2) 应 该 检查 多 少 个 灯泡 ， 才 能 保证 发 现 至 少 有 一 个 坏 灯泡 的 概率 超过 0. 57 

解 (1) 设 4, 表示 事件 “ 取 到 的 5 个 灯泡 中 有 ii= 1,2) 个 坏 的 "， 则 欲求 概率 的 
事件 为 4 +А,, ВАА, = 由 ， 所 以 

P(4 +А,) = Р(А,) +Р(А,) - P(4i42) 





CC 45 CiCa 2 
其 中 РОА) та -245 РО) = Es 45 РА) =0 
47 
Р(А, +.) = Р(А,) + РСА.) = 345 


(2) 设 В ЖЗИ п РАТНЕР 1 个 是 坏 的 "， 则 


元 Cs (50 – п) (49 -п) 
Р(В) =1-Р(В) =1--% =1- Ш 
и о СУ 1 50 х 49 20:5 


于 是 有 п? – 99п + 25 х 49 <0 
解 得 14. 5 <n<84.5。 故 至 少 要 抽取 15 个 灯泡 检查 ， 才 能 保证 发 现 至 少 有 一 个 坏 灯 
泡 的 概率 超过 0. 5, 
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第 三 节 条 件 概 率 与 事件 的 独立 性 


一 、 条 件 概率 

到 目前 为 止 ， 在 计算 某 事件 4 发 生 的 概率 时 ， 没 有 考虑 试验 中 有 关 其 他 事件 的 
信息 。 但 在 实际 问题 中 ， 往 往 会 遇 到 在 事件 В 已 经 发 生 的 条 件 下 ,计算 事件 4 发 生 
的 概率 ， 这 就 是 条 件 概率 ， 记 为 P(4 | B) 。 先 看 一 个 例子 。 

$121 设 从 0,1,2,…,9 这 十 个 数 中 任 取 一 个 ( 设 十 个 数 均等 可 能 被 取 到 )， 
试 求 : 
(1) 取 得 的 数 大 于 2 的 概率 ; 
(2) 已 知 取 得 的 数 是 奇数 ， 而 它 大 于 2 的 概率 。 
解 ” 设 4 表示 事件 “取得 的 数 大 于 2”，B 表示 事件 “取得 的 数 是 奇数 ”。 
(1) 由 于 十 个 数 中 大 于 2 的 数 有 七 个 ， 按 古典 定义 计算 得 


Р(А) = 
(2) 这 十 个 数 中 有 五 个 是 奇数 ， 而 大 于 2 的 奇数 只 有 四 个 ， 故 
P(41B) == 


由 于 0,1,…,9 十 个 数 中 有 五 个 是 奇数 ， 故 P(B) = 5 。 而 大 于 2 的 奇数 有 四 个 ， 


故 P(4B) = 药 ， 通 过 简单 变化 得 
ру _4 _4/10 _ Р(АВ) 
Р(А (В) = =5 710 = Р(В) 
由 上 式 的 启发 ， 我 们 对 条 件 概率 P(4 | B) 定 义 如 下 : 
设 A4，B 是 两 个 随机 事件 ， 且 Р(В) >0， 则 称 
PC41B) =) (1-11) 
为 在 事件 В 发 生 的 条 件 下 ， 事 件 4 发 生 的 条 件 概率 。 
下 面 利用 古典 概 型 概念 ， 予 以 说 明 。 
设 基本 事件 总 数 为 x+， 其 中 事件 4 包含 т, 个 基本 事件 ,事件 В 包含 my 个 基本 
事件 , 事件 4B 包含 me 个 基本 事件 ， 如 图 1-11 所 示 。 


Ат, № В:ть № 
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因此 有 
Р(А) =—, Р(В) = 一 ,P(AB) = 到 


因为 P(41B) 是 在 事件 B 发 生 的 条 件 下 ，， 事件 4 发 生 的 概率 ， 此 时 应 该 把 ms 看 
作 基 本 事件 的 总 数 ， 而 在 这 ms 个 基本 事件 中 ， 属 于 事件 4 的 基本 事件 数 有 ms 个 ， 
故 按 古 典 概率 定义 ， 有 


ma 
= 
РКА 18) т, = me = POB) 
同 理 可 得 
P(B14) = РАВ) ， 这 里 P(4) >0 (1-12) 


Р(А) ' 
条 件 概率 P(4 | B) 既然 也 是 概率 ， 所 以 ， 有 关 概 率 的 各 种 性 质 ， 对 条 件 概率 也 
成 立 : 
(1)0<Р(А |В) <1; Р(@|В) =1; Р(ф |В) =0。 
(2) 若 事件 4 ,4,,… 两 两 互 斥 ， 则 


PD AB $. РВ) (1-13) 

(3) Р(А |В) =1 РВ) (1-14) 
(4) 对 任意 两 个 事件 4, 和 4, 及 事件 B， 有 

РГ(А, +4,) 1B] =Р(А, | В) +Р(А, | В) -Р(А, А, | В) (1-15) 


$122 和 袋 中 有 4 个 白 球 和 2 个 红 球 ， 现 连 取 两 个 球 ， 取 后 不 放 回 ， 如 果 已 知 第 一 
次 取 到 白 球 ， 问 第 二 次 取 到 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

м 设 4 表示 事件 “第 一 次 取 到 白 球 ” ，B 表示 事件 “第 二 次 取 到 白 球 "， 则 4B ж 
示 事 件 “ 两 个 球 全 是 白 球 ”。 

从 袋 中 任 取 两 个 球 ， 一 共有 Cs 种 结果 ，4B 包含 的 基本 事件 数 是 C?， 因 此 


22 
Р(АВ) = 1-5 
第 一 次 取 到 白 球 的 概率 为 P(4) 22 
由 式 (1-11) 得 
АВ 5 3. 
Р(В|А) = Pl) -过 -到 


实际 上 ， 第 二 次 取 到 白 球 的 概率 很 容易 直接 计算 出 来 ， a 一 次 取出 的 是 白 
球 ， 此 时 袋 中 剩 下 5 个 球 ， 其 中 有 3 个 是 白 球 ， 所 以 P(B14) = 3. 
923 一 批 按 同 一 标准 设计 的 小 型 水 库 ， 建 成 后 能 正常 运行 30 年 的 概率 为 
19 
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0.95， 能 正常 运行 40 年 的 概率 为 0. 80 ， 问 现在 已 正常 运行 了 30 年 的 水 库 能 正常 运行 
到 40 年 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 设 4 表示 事件 “水 库 建 成 后 能 正常 运行 30 年 "，B 表示 事件 “能 正常 运行 40 
年 "， 则 所 求 概率 为 
P( 有 14) = РАВ) РЕВ) 9.80 0. 84 


二 、 概率 乘法 定理 
由 式 (1-11) 可 直接 得 到 下 述 概率 乘法 定理 : 
设 4,B 是 两 个 随机 事件 ， 且 P(B) >0, 则 
Р(АВ) = Р(А | В)Р(В) (1-16) 





若 P(4) >0， 则 亦 有 
Р(АВ) =P(B|A)P(A) (1-17) 
利用 此 定理 可 以 计算 А „В 两 事件 同时 发 生 的 概率 。 
$124 设 在 全 部 产品 中 有 2% 是 废品 ， 而 合格 品 中 有 85% 是 一 级 品 ， 求 任意 抽 
出 一 个 产品 是 一 级 品 的 概率 。 
解 设 4A 表 示 事 件 “ 抽 到 合格 品 "，B 表示 事件 “ 抽 到 一 级 品 ” 
则 
P(A) =1 -P(A) =1 -0.02=0.98 
P(B|A) =0.85 
因为 428， 所 以 B=4B。 
故 所 求 概率 为 
Р(В) =Р(АВ) =Р(А)Р(В|А) =0. 98 х0. 85 =0. 833 
#25 某 地 区 了 位 于 甲乙 两 河 汇合 处 ,假设 其 中 任 一 河流 泛滥 都 将 导致 该 地 区 
淹没 ， 如 果 每 年 甲 河 泛滥 的 概率 为 0.2， 乙 河 泛滥 的 概率 为 0.4， 当 甲 河 泛滥 而 导致 
乙 河 泛滥 的 概率 为 0.3， 试 求 : 
(1) 任 一 年 甲乙 两 河 都 泛滥 的 概率 ; 
(2) 该 地 区 被 淹没 的 概率 ; 
(3) 由 乙 河 泛滥 导致 甲 河 泛滥 的 概率 。 
解 设 4 表 示 事 件 “ 甲 河 泛滥 ”"，B 表示 事件 “ 乙 河 泛滥 " ，C 表示 事件 “地 区 D 被 
淹没 "， 则 48 为 事件 “两 河 都 泛滥 ” ， 于 是 
(1)Р(АВ) =Р(А)Р(В|А) =0.2 x0.3 =0. 06 
(2)Р(С) =P(4+B) =P(4) +Р(В) -Р(АВ) =0.2 +0.4—0.06=0.54 
P(AB) _0.06 
(3)P(418) = 0) 6098 0,15 
概率 乘法 定理 可 以 推广 到 任意 7 个 事件 同时 发 生 的 情形 : 设 4 ,4 ，…,4, Я п № 
事件 ， 且 P(4,4,…4,-1) >0, Я] 
P(A14,.…A,) 
=Р(А,)Р(А, |41)P(As | А, А, ) -*-Р(А, | А.А, А, 1) (1-18) 
9126 在 例 22 中 ， 连 取 3 个 球 ， 取 后 不 放 回 ， 求 第 三 次 才 取 到 红 球 的 概率 。 
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解 设 4.(i=1,2,3) 表 示 事 件 “ 第 i 次 取得 红 球 ”， 则 所 求 事件 为 4,4,4,， 于 是 
Р(А,А.А,) =Р(А,)Р(А, | А, )Р(А, 1А,4,) 
4..3: 52.1 
OSs 
=. 事件 的 独立 性 
设 4,B 为 两 个 事件 ， 一 般 来 讲 ， 条 件 概率 РСА | В) 不 等 于 无 条 件 概率 P(4) ， 这 
是 由 于 事件 B 的 发 生 对 事件 4 发 生 的 概率 一 般 会 产生 影响 。 如 果 事 件 В 的 发 生 并 不 
影响 事件 4 发 生 的 概率 ， 即 有 





Р(А|В) = Р(А) (1-19) 
则 称 事件 А 对 事件 В 是 独立 的 。 
与 式 (1 -19) 相 对 应 ,车 有 
Р(В|А) = Р(В) 
则 称 事件 对 事件 4 是 独立 的 。 
例如 ， 在 例 22 中 ， 如 果 每 次 取 后 将 球 放 回 ， 此 时 ,“ 第 一 次 取 到 白 球 "并 不 影响 
“第 二 次 取 到 白 球 ”的 概率 。 即 


P(418) = P(4) = 5 = 2 


这 时 ,事件 4 对 事件 В 是 独立 的 。 
若 事 件 4 对 事件 8 独立 , 将 式 (1 一 19) 代 入 式 (1 -16) 得 到 
Р(АВ) =Р(А)Р(В) (1-20) 
将 式 (1-20) 代 人 式 (1-17) 得 
P(B|A)P(A) = P(4)P(B) 
Р(В|А) =Р(В) (1-21) 
即 事件 B 对 事件 4 也 独立 。 所 以 通常 称 事件 4 与 事件 В 相互 独立 ， 简 称 独立 。 

将 式 (1-21) 代 入 式 (1-17) 也 可 得 式 (1-20)。 因 此 式 (1-19)、 式 (1-20)、 
式 (1-21) 是 等 效 的 ， 即 它们 可 以 互相 导出 。 常 以 式 (1 - 20) 作为 事件 4 与 事件 8 相 
互 独立 的 条 件 。 

定义 设 4,B 为 两 事件 ， 若 

Р(АВ) =Р(А)Р(В) (1-22) 
则 称 事件 4 与 事件 8 相互 独立 。 

在 实际 问题 中 ， 上 述 定义 常常 不 是 用 来 判断 独立 性 ， 而 是 利用 独立 性 来 计算 事件 
乘积 的 概率 ， 独 立 性 往往 根据 实际 意义 和 经 验 来 判断 的 。 

车 事件 4 和 事件 8 相互 独立 , ДА УВ, ЫВ, 4 与 也 是 相互 独立 的 。 

证 明 因 4B=4-48B, 且 4D48B， 所 以 

P(AB) =P(4) -P(AB) 
=Р(А) -Р(А)Р(В) =P(4)[1-P(B)] 
=Р(А)Р(В) 
所 以 4 ВН, 
同 理 可 证 4 与 ,4 与 万 都 是 相互 独立 的 。 
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例 27 统计 浙江 浦 阳江 甲 、 乙 两 地 在 1964 ~ 1966 年 3 年 内 6 月 共 90 天 中 的 降雨 
日 数 。 甲 地 下 雨 46 天 ， 乙 地 下 十 45 天 ， 两 地 同时 下 雨 和 2 天。 假定 两 地 6 月 任 一 天 
为 雨 日 的 频率 稳定 ， 试 求 : 

(1)6 月 两 地 降雨 是 否 相互 独立 ? 

(2)6 月 任 一 天 至 少 有 一 地 降雨 的 概率 为 多 少 ? 


м (1) 设 4,B 分 别 表示 6 月 任 一 天 甲 、 乙 两 地 降雨 的 事件 ， 则 P(4) =26, 





Р(В) = &; 根据 假定 降雨 频率 稳定 ， 所 以 以 频率 作为 概率 的 近似 值 ) 


= Р(АВ) _42/90 -42_ 
P(A1B) = рву = 25790 4579-93 


而 P(4) =880.51 
P(A1B)#P(A) 
所 以 两 地 降雨 日 不 相互 独立 。 
(2)P(4+B) =Р(А) +Р(В) -P(AB) =88 + = 0. 54 


#128 有 甲乙 两 人 各 自 独 立 开展 洪水 预报 。 设 甲 报 准 的 概率 P(4) =0.88, 28 
准 的 概率 Р(В) =0.92, 求 在 一 次 预报 中 ， 甲 乙 两 人 中 至 少 有 1 人 报 准 的 概率 。 
№ 设 C 表 示 事 件 “ 至 少 有 1 人 报 准 ”"， 则 C=4+B8， 由 于 4 与 8 相互 独立 ， 故 
P(C) =Р(А+В) =P(4) +Р(В) -P(AB) 
=0. 88 +0.92 –0. 88 х0. 92 
=0.99 
本 题 也 可 通过 对 立 事件 来 求 : 
P(C) =1-Р(С) =1-Р(А В) 
因为 4 与 相互 独立 ， 所 以 4 与 也 相互 独立 ,于 是 
P(C) =1-P(A)P(B) =1-[1-P(4)][1-P(B)] 
=1 -0.12 x0.08~0.99 
两 个 事件 相互 独立 的 概念 可 以 推广 到 三 个 和 三 个 以 上 的 情况 。 
定义 设 4,,4,,…,4, 是 n 个 事件 ， 如 果 对 于 任意 的 1<i<j<n 有 
Р(А,А;) =Р(А,)Р(А,) (1-23) 
则 称 这 个 事件 两 两 相互 独立 。 
如 果 对 于 任意 的 上 1 <k<n)， 任 意 的 1<ii < сіп, 都 有 
Р(А, А, ---А,) =Р(А, )Р(А,) ---Р(А,) (1-24) 
则 称 这 个 事件 相互 独立 。 
显然 ,车 个 事件 相互 独立 ， 这 个 事件 必然 两 两 相互 独立 ， 但 反之 不 成 立 。 
例如 ， 事件 41 ,4, „А, 两 两 相互 独立 ， 仅 要 求 下 面 三 个 等 式 成 立 : 
Р(А,А,) =Р(А,)Р(А,) 
Р(А,А,) =Р(А, )Р(А,) 
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Р(А.А,) = Р(А,)Р(А,) 
若 4 ,4; ,4; 相互 独立 ， 除 上 面 三 个 等 式 外 ， 还 要 求 
Р(А,А,А,) = P(A1)P(4,)P(4,) 

成 立 。 

下 面 的 例子 说 明了 相互 独立 和 两 两 独立 的 差别 。 

有 一 个 各 面 都 为 等 边 三 角形 的 四 面体 ， 其 三 面 分 别 为 白色 、 红 色 及 蓝 色 ， 另 一 面 
兼 有 红 白 蓝 三 色 ， 将 其 上 抛 ， 以 4,B,C 分 别 表示 该 四 面体 落下 后 与 桌子 的 接触 面 有 
白色 ， 有 红色 和 有 蓝 色 ， 今 分 析 4,B,C 的 独立 性 。 


显然 P(4) =P(B) =Р(С) =, Р(АВ) = Р(АС) =Р(ВС) =1, 由 于 P(4B) = 


Р(А)Р(В), Р(АС) =Р(А)Р( С), Р(ВС) =P(B)P(C)， 所 以 4,B,C 是 两 两 独立 的 ， 
但 由 于 P(4BC) 关 P(4)P(B)P(C) ТД А,В,С 不 是 相互 独立 的 。 


例 29 菜 水 库 任 一 年 的 年 最 高 水 位 有 ,超过 设计 洪水 位 И, 的 概率 РТ, Е 


各 年 间 水 库 最 高 水 位 是 否 超过 Н, 相互 独立 ， 求 在 今后 100 年 内 水 库 年 最 高 水 位 Н, 
至 少 有 一 年 超过 Н, 的 概率 。 
№ ША 表示 事件 “第 ;年 水 库 最 高 水 位 超过 设计 洪水 位 万"，4 表示 事件 “今后 
100 年 内 至 少 有 一 年 及 超过 为 "， 则 
А=А, +42+…+4io 
于 是 P(A) = PC4 +А, +5 +Аш) 
直接 计算 这 个 概率 比较 困难 ， 利 用 4 的 逆 事 件 计算 很 方便 ， 因 为 
P(A) =1 -P(A) =1 -P(A,A,…Am) 
由 于 4 ,4;，…,hiwm 相 互 独立 , ЭТО А, А, „А, 也 相互 独立 ， 从 而 
P(A) =1-Р(А,)Р(А, ) ---Р(Аш) 
=1-[1-P(4)] [1-Р(4;)] -=-[1 -Р(4)] 


1\9 
=1 - (1 70) 
=1 -0. 99% ~0. 64 
由 上 面 结果 可 以 看 到 ， 若 每 次 试验 中 事件 4 发 生 的 概率 都 是 了， 则 在 n 次 试验 
中 ,事件 4 至 少 发 生 一 次 的 概率 为 1 - (1 -P)"， 即 使 P 很 小 ， 只 要 试验 次 数 n 很 大 ， 
1 -(1-Р)" 就 很 大 ， 当 试验 次 数 n 无 限 增 大 时 ，1 - (1 - Р)" 就 趋 近 于 1。 这 表 
明 ， 一 个 概率 很 小 的 事件 ， 当 试验 次 数 足够 大 时 ， 几 乎 是 必然 要 发 生 的 。 
98130 设 每 支 步枪 射击 飞机 命中 的 概率 为 P = 0.004， 要 以 0. 99 的 概率 击 中 飞 
机 ， 则 需 配置 多 少 支 步 枪 ? 
解 设 需 配 置 n 支 步枪 ， 则 
(1-p)"=1-0.99 
即 0. 996" =0. 01 
mlg0. 996 = 180. 01 
lg0.01 
паб = 1190 
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即 约 需 1150 支 步枪 才能 保证 以 0. 99 的 概率 击 中 飞机 。 
上 述 例子 的 思想 在 可 靠 性 计算 中 有 重要 应 用 ， 下 面 再 看 一 个 有 关系 统 可 靠 性 的 例子 。 
例 31 元 件 能 正常 工作 的 概率 称 为 该 元 件 的 可 靠 性 ， 由 多 个 元 件 构成 的 系统 能 
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图 1-12 


= 


正常 工作 的 概率 称 为 该 系统 的 可 靠 性 。 
设 各 元 件 的 可 靠 性 均 为 r(0<r<1)， 且 
各 元 件 能 否 正常 工作 是 相互 独立 的 ， 
试 求 如 图 1 -12 所 示 各 系统 的 可 靠 性 ， 
并 比较 它们 的 优 劣 。 

М А, 表示 “元件 o 能 正常 工 
Е", В, 表示 “元件 b 能 正常 工作 ”。 
由 题 设 


Р(А,) =Р(В,) =r, k=1,.n 


而 元 件 а,Ь, 失效 的 概率 为 


Р(А,) =Р(В,) =1-r, Е=1,--,п 


关于 系统 [ ， 其 可 靠 性 为 


Е, =Р(4,А;---А,) =Р(А )Р(А) --Р(А,) = 


ХТЖ, Жиу 


К, =РГ(А,А,-*-А,) U (BB,…B,)] 
=Р(А,А,---А,) +Р( В, В, -*-В,) — Р(А, А---А,В В,-*-В,) 


вит аи (2) 


关于 系统 三， 其 可 靠 性 为 


К = P[(A, О В!) (А; UB,)…(A, UB,)] 
=Р(А, О В, )Р(А, О В, ) ---Р(А, О В,) 


= He +Р(В,) - Р(А,В,) ] 


= 人 (+) = (2r 2)" = "(2 -7)" 
A 


因为 0<r<1, 0<r<1， 从 而 有 


В, =1(2 0") >т" =, 
可 用 数学 归纳 法 证 得 : 340 <г<1, п22 8}, 有 
， (2-7)">2-7 


故 当 za>2 8}, ЖК, =r"(2 -7)">r"(2-r") =R,。 
综合 即 得 : 当 n>2 В, В, >К, > К. ШИ, ЖЕЖЕ 
种 系统 中 ， 系 统 焉 的 可 靠 性 最 大 ， 系 统 工 的 可 靠 性 最 小 。 





四 、 全 概率 公式 
首先 介绍 完备 群 的 概念 。 


设 4,,4,,…,4, 是 基本 空间 0 中 的 一 组 事件 , ФАА, = 由 
(#7; А А ж ЖА, 0, ДИКА, ,4 4。 为 2 的 一 个 完 
备 事件 群 ， 简 称 完备 群 ， 如 图 1 - 13 所 示 。 
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对 任意 事件 B， 因 为 41 +4, +… +4。 为 必然 事件 ， 所 以 
В=В(А, +A, +---+А,) =BA, + ВА, + -*- + ВА, 
ЯЖА, ,4,,…,4, ЙЕ Ж, БТИ ВА, , BA,,…, ВА, 也 两 两 互 斥 ， 由 概率 的 加 法 定 
理 有 
Р(В) =P(BA, + ВА, + --- + ВА,) 
=Р(ВА,) +Р(ВА,) + --- +Р(ВА,) 


又 根据 条 件 概率 定义 有 
РВ) =Р(А,)РСВ1А,) +Р(А,)Р(В|А,) + ~. + Р(А,УР(В А.) 
= Ў Р(А)Р(ВІА) (1-25) 
这 个 公式 称 为 全 概率 公式 。 


全 概率 公式 含义 是 : 对 一 个 试验 ， 某 一 结果 В 的 发 生 可 能 有 多 种 原因 ， 每 种 原 
因 Ah.(i=1,2,…,n) 对 结果 В 的 发 生 都 作出 一 定 的 “贡献 "。 当 然 ， 这 个 结果 发 生 的 可 
能 性 与 各 种 原因 的 “贡献 "大 小 有 关 ， 全 概率 公式 就 是 按 导 致 这 个 结果 的 不 同 原因 来 
计算 该 结果 发 生 的 可 能 性 大 小 的 公式 。 

例 32 一 批 水 文 数据 由 4, А, А, 三 人 抄录 ， 各 人 抄录 的 数据 量 分 别 为 数据 总 量 


的 二、 于 二 。 各 人 的 抄 错 率 分 别 为 2% 196、0. 5%， 现 从 这 批 数据 中 任 取 一 个 ， 求 该 


数据 恰 为 错误 数据 的 概率 。 
解 ” 设 4; 表示 事件 “该 数据 为 4, 所 抄录 ”" ，B 表示 事件 “所 取 数 据 为 错误 数据 ”。 
因为 这 批 水 文 数据 由 А, 、4,、4， 三 人 抄录 ， 且 一 个 数据 只 可 能 由 其 中 1 人 抄录 。 
所 以 
А, +А, +4 = 0 
44 = 中 人 天门 
即 4 А. А, 构成 了 一 个 完备 群 ， 由 全 概率 公式 (1 -25) ， 得 


3 
P(B) = У Р(А,)Р(В|А,) 


1 1 1 
= > х2% +4 х 1% +4 х 0. 5% = 0. 01375 


9133 ” 某 班 有 学 员 30 人 ， 有 了 两 张 歌星 演唱 会 的 入 场 券 ， 采 用 抽签 方法 进行 分 配 ， 
盒 中 装 和 人 30 个 纸 签 ， 其 中 两 个 纸 签 上 写 有 “中 ” 字 ， 抽 到 “中 ” 字 签 者 即 可 获得 人 场 
券 。 现 问 第 一 个 抽 的 学 员 和 第 二 个 抽 的 学 员 抽 到 “中 ” 字 签 的 概率 各 为 多 少 ? 

М 设 4,,4, 分 别 表 示 事 件 第 一 个 抽 的 学 员 及 第 二 个 抽 的 学 员 抽 到 “中 ” 字 
签 ， 则 
й? 

15’ 
因为 А, А, =0 
А, = 由 

所 以 4, ,4 构成 一 个 完备 群 ， 根 据 全 概率 公式 得 


P(41) ==, РО) =1-Р(А,) = 其 
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Р(А,) =Р(А,)Р(А, |А,) +Р(А, РСА, | А, ) 
二 二 二 
15 29 15 29 15 
例 33 ВЯ, 3—1 УИН, За] е ДЕ ЕАН А. ЗЬ, Г 
ЕВ, ЖАЛАН, ИЖ, МИ, НЮ 
后 。 正 因为 抽签 有 这 种 “公平 性 " ， 因 此 在 日 常生 活 中 广 为 流 行 。 
在 实际 问题 中 ， 如 果 已 知事 件 В 发 生 了 ， 常 常 需要 推 求 它 的 发 生 是 由 第 i 个 原因 
А; 引起 的 概率 P(4;18) ， 这 就 是 贝 叶 斯 公式 要 解决 的 问题 。 
五 、 贝 叶 斯 公式 
设 41,4,，,…,4, 为 0 中 的 一 个 完备 群 ，B 为 0 中 的 任 一 事件 , 若 P(4 ) > 0， 
(i=1,2,…,n),，P(B) >0, 则 有 
Р(А, | В) = A A 14) (1-26) 
У Р(АОР(В |А) 


第 一 个 等 号 根据 条 件 概率 计算 公式 ， 第 二 个 等 号 根据 概率 乘法 定理 和 全 概率 公式 。 
式 (1-26) 称 为 贝 叶 斯 公式 ， 又 称 逆 概 率 公 式 。 

假如 把 事件 А, ,4,,… А, 理解 为 导致 事件 В 发 生 的 各 种 "原因 ”， 则 P(4, ) 表 示 各 
种 “原因 ”发生 的 可 能 性 的 大 小 ， 一 般 可 以 通过 总 结 以 往 经 验 ， 在 试验 之 前 已 经 知道 ， 
因此 称 P(4;) 为 先 验 概率 。 现 在 ， 若 试验 中 出 现 了 事件 B， 则 条 件 概率 P(4; | В) 表示 
出 现 8 是 由 “原因 ”4, 引起 的 可 能 性 大 小 ， 它 反映 了 试验 之 后 ， 即 得 到 В 发 生 了 这 个 
新 信息 后 ， 对 各 种 "原因 "发 生 可 能 性 大 小 的 新 认识 ， 因 此 称 为 后 验 概率 。 

例 34 在 例 32 中 ， 若 任意 抽查 一 个 数据 ， 发 现 该 数据 为 错误 的 ， 试 问 该 错误 数 
据 是 由 А, 抄录 的 概率 是 多 少 ? 

解 由 例 32 知 


P(41) = 1-, РСВІА,) =2% ，P(B) =0.01375 
所 以 ， 由 贝 叶 斯 公式 得 


Р(А,)Р(В|А,) у х2% 
РСА В) = рву = 601375 ~ 0.727 

0135 ”一 个 无 人 雨量 站 用 无 线 电报 将 观测 结果 传 到 接收 中 心 ， 发 报 机 分 别 以 概 
率 0.6 和 0.4 发 出 信号 “0”" 和 “1”。 由 于 随机 干扰 ， 当 发 出 信号 “0" 时 ,收报 机 未 必 收 
到 “0”， 而 是 分 别 以 概率 0. 8 和 0.2 收 到 信号 “0” 和 “1”。 同 样 ， 当 发 报 机 发 出 信号 
“1” 时 ， 收 报 机 分 别 以 概率 0.9 和 0.1 收 到 信号 “1” 和 “0”， 试 求 当 收 报 机 收 到 信号 
“0” 时 ， 发 报 机 确实 是 发 “0” 的 概率 。 

解 ”收报 机 收 到 信号 “0" 时 ， 只 能 与 两 种 可 能 之 一 同时 发 生 ， 即 发 报 机 发 的 是 
“0" 或 “1”。 设 4 表示 事件 “收报 机 收 到 信号 “0’”，B。 表示 事件 “发 报 机 发 出 信号 
1077, В. 表示 事件 “发 报 机 发 出 信号 “1'”， 则 4 = АВ, + 4B,， 所 求 概 率 为 
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Р(Вь | А) ,由 贝 叶 斯 公式 得 


Р(В,)Р(А|В,) 
Р(В,)Р(А|В,) + Р(В,)Р(А|В,) 





Р(В, |А) = 


0.6 х0. 8 


20.6 хо 8 +04хот^ 0. 923 


я м 


1-1 写 出 下 列 试验 的 样本 空间 ， 并 说 出 给 定 事件 4 由 哪些 基本 事件 组 成 。 
(Тук, 一 枚 硬币 掷 三 次 ， 观 察 正 反面 搭配 情况 ; 
А; | 至少 有 两 次 出 现 正面 | 。 
(2) Е, 一 颗 仍 子 掷 两 次 ， 观 察 : 两 次 点 数 搭配 情况 ;@ 点 数 之 和 ; 
А: | 点 数 之 和 小 于 51。 
(3) Е, 向 单位 圆 内 任 投 一 点 ， 记 录 落 点 的 坐标 (x,y) ; 
А; | 落 点 位 于 半径 为 0.5 的 圆 外 } 。 
(4)Е, 将 a,b 两 个 球 随机 地 放 入 三 个 盒子 中 去 。 观 察 球 的 分 布 ; 
А; | 第 一 个 盒 中 至 少 有 一 个 球 } 。 
(5)Es 10 件 产品 中 有 3 件 次 品 ， 每 次 从 中 取 一 件 ( 取 后 不 放 回 )， 直 到 3 件 次 
品 都 取出 为 止 ， 记录 抽取 的 次 数 ; 
А: | 抽取 次 数 不 大 于 51 。 
1-2 抽查 5 件 产 品 ,， 设 4 为 {至 少 有 一 件 次 品 | ，B 为 | 次 品 不 少 于 两 件 | , 问 4,B 分 
别 为 什么 事件 ? 
1-3 指出 下 列 各 题 ， 哪 些 成 立 ， 哪 些 不 成 立 : 
(1)A4UB=ABUB; 
(2)АВ =AUB; 
(3)АОВС=АВС; 
(4) (АВ) (АВ) =ф; 
(5) Ж ВОА, 则 4=4B; 
(6) #1 АВ = 由 和 42DC, ВС=Ф; 
(7) ВЭА, АОВ; 
(8) 若 42B,， 则 4UB =4; 
(9)АВ ССАЦВ; 
(10)АОВС =А ВС; 
(П)АОВС=С-С (АОВ). 
1-4 #0=11,2,--:,10|, А={2,3,4|, В= 13,4,5|, C=15,6,7| ， 写 出 下 列 各 事 
件 等 于 什么 ? 
(1)4B; 
(2)4 О В; 
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1-13 
1-14 


1-15 
1-16 
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(3) АВ; 

(4) АВС; 

(5) A(B U С). 

设 事件 4,B,C 分 别 表示 图 1 -14 中 开关 4,B,C 合 
Е, 试用 事件 间 的 运算 关系 表示 “ 灯 D 亮 "及 “ 灯 D 
不 亮 " 这 两 个 事件 。 三 
判断 下 列 等 式 是 否 成 立 。 
(1)4-(BUC) = (А-В) -С; р 
(2)А-(В-С) = (А-В) ОС; 

(3) (АОВ) -В=А; 1-14 

(4) (А-В) ОВ =А, 

化 简 下 列 各 式 。 

(1) (АОС) (ВОС); 

(2) АВСОА ВСОА ВСОАВС; 

(3)АВОА СОВС; 

(4) (А -АВ) ОВ; 

(5) (ВОС) (ВОС) (ВОС) „ 

ЯТА, В,С 为 三 个 随机 事件 ， 说 明 下 列 关 系 式 的 意义 : 

(1)АВС=А; 

(2)AUBUC=4; 

(3)4UB=4nmB; 

(4)(4UB) -4=B。 

把 10 本 书 任意 放 到 书架 上 ， 求 其 中 指定 的 三 本 书 连 在 一 起 的 概率 。 

三 个 人 ， 每 人 都 以 同样 的 概率 1/4 被 分 配 到 四 个 房间 中 的 任何 一 间 中 ， 求 : 

(1) 三 人 都 分 配 到 同一 房间 的 概率 ; 

(2) 三 人 分 配 到 三 个 不 同房 间 的 概率 。 

一 部 五 卷 的 文集 ， 按 任意 次 序 放 到 书架 上 ， 求 第 一 卷 恰好 出 现在 一 端的 
概率 。 

房间 里 有 10 个 人 ,分 别 佩戴 着 从 1 到 10 号 的 纪念 章 ， 现 等 可 能 地 任 选 3 Л, 
记录 其 纪念 章 的 号 码 ， 求 : 

(1) 最 小 号 码 是 5 的 概率 ; 

(2) 最 大 号 码 是 5 的 概率 。 

nn 个 人 排 成 一 队 ， 已 知 甲 总 排 在 乙 的 前 面 ， 求 乙 恰好 紧 跟 在 甲 后 的 概率 ( 即 甲 
乙 排 在 一 起 ， 且 甲 前 乙 后 ) 。 

从 区 间 (0,1) 内 任 取 两 个 数 ， 求 两 数 之 和 小 于 1/4 的 概率 。 

在 区 间 (0,2) 内 任 取 两 个 数 x,y, 求 x+y<1 Н у/х<2 的 概率 。 

甲乙 两 艘 轮船 驶 向 一 个 同时 只 能 停泊 一 稻 船 的 码头 ， 它 们 各 自在 24h 任 一 时 刻 
到 达 码 头 是 等 概率 的 ， 如 果 甲 船 的 停泊 时 间 是 1h， 乙 船 的 停泊 时 间 是 2h， 求 
它们 中 间 任 何 一 艘 都 不 需要 等 候 码 头 空 出 的 概率 。 
































习 题 





1-17 已 知 P(4B) =0.72, Р(АВ) =0.18, 求 P(4) 。 

1-18 设 事件 4,B 发 生 的 概率 分 别 为 1/3 和 1/2， 试 求 下 列 三 种 情况 下 P(4B) ЖИН; 
(1)4 与 B 互 斥 ; (2)BD4; (3) Р(АВ) =1/8。 

1-19 已 知 在 10 只 晶体 管 中 有 2 只 次 品 ， 在 其 中 取 二 次 ， 每 次 取 1 只 ， 取 后 不 放 回 ， 
求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 两 只 都 是 正品 ; 
(2) 两 只 都 是 次 品 ; 
(3) 一 只 正品 ， 一 只 次 品 ; 
(4) 第 二 次 取出 的 是 次 品 。 

1-20 某 和 人 提出 一 个 问题 ， 甲 先 答 ， 答 对 的 概率 为 0.4; 如 甲 答 错 ， 由 乙 答 ， 答 对 的 
概率 为 0.5， 求 问题 由 乙 解 出 的 概率 。 

1-21 两 个 箱子 ， 甲 箱 中 有 2 个 白 球 1 个 黑 球 ， 乙 箱 中 有 1 个 白 球 2 个 黑 球 ， 现 从 
甲 箱 中 任 取 一 球 放 和 人 乙 箱 内 ， 再 从 乙 箱 中 任 取 一 球 ， 问 取得 白 球 的 概率 是 
多 少 ? 

1-22 ФОТ, 9 个 白 的 ，1 个 红 的 ，10 个 人 依次 从 袋 中 各 取 一 球 ， 每 人 取 一 
球 后 不 放 回 ， 问 各 人 取 到 红 球 的 概率 是 多 少 ? 

1-23 某 人 忘记 了 电话 号 码 的 最 后 一 个 数字 ， 因 而 随意 地 拨号 ， 求 他 拨号 不 超过 三 
次 而 拨 通 的 概率 是 多 少 ? 如 果 已 知 最 后 一 个 数字 是 奇数 ， 那 么 此 概率 是 
多 少 ? 

1-24 设 4,B 是 两 个 相互 独立 事件 , 已 知 P(4UB) =0.6, Р(А) =0.4, ЖР(В). 

1-25 三 个 人 独立 地 去 破译 一 个 密码 ， 他 们 能 译 出 的 概率 分 别 是 1/5，1/3，1/4, 求 
能 将 密码 译 出 的 概率 。 

1-26 对 飞机 进行 三 次 独立 射击 ， 第 一 次 命中 率 是 0.4， 第 二 次 命中 率 是 0.5， 第 三 
次 命中 率 是 0.7。 飞 机 击 中 一 次 而 被 击落 的 概率 是 0.2， 击 中 二 次 而 被 击落 的 
概率 是 0.6， 若 被 击 中 三 次 则 飞机 必然 被 击落 ， 求 射击 三 次 而 击落 飞机 的 
概率 。 

1-27 两 个 独立 事件 4, 与 4, 发 生 的 概率 分 别 是 P 和 已 ， 求 只 有 其 中 之 一 发 生 的 
概率 。 

1-28 投 毛 一 颗 骨 子 多 少 次 才能 保证 不 出 现 6 点 的 概率 小 于 0.3? 

1-29 对 同一 目标 进行 三 次 独立 射击 , 第 一 , 第 二 , 第 三 次 射击 的 命中 率 分 别 为 
0.4，0.5，0.7， 试 求 : 

(1) 恰 有 一 次 命中 目标 的 概率 ; 
(2) 至 少 有 一 次 命中 目标 的 概率 。 

1-30 当 元 件 K 发 生 故 障 或 K, 及 К, 都 发 生 故 障 时 ， 电 路 不 通 ， 元 件 天 发 生 故 障 的 概 
率 为 0.3，K, ,K, 发 生 故 障 的 概率 都 是 0.2， 若 各 元 件 独立 工作 ， 求 电路 不 通 
的 概率 。 

1-31 炮 战 中 ， 在 距 目 标 2300m，2000m，1000m 处 射击 的 概率 分 别 为 0.1, 0.7, 
0.2， 而 在 各 处 射击 时 命中 目标 的 概率 分 别 为 0.05, 0.1, 0. 2。 求 : 

(1) 目 标 被 击 中 的 概率 ; 
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(2) 已 知 目标 被 击 中 ， 求 击 中 目标 的 炮弹 是 由 距 目标 2500m 处 射出 的 概率 。 

1-32 已 知 产品 中 96% 是 合格 品 ， 现 有 一 种 简化 检查 方法 ， 它 把 真正 的 合格 品 确认 为 
合格 品 的 概率 为 0. 98 ， 而 误 认 废品 为 合格 品 的 概率 为 0.05， 求 用 此 种 方法 检 
查 为 合格 的 产品 确实 是 合格 品 的 概率 。 


30 


第 二 章 随机 变量 及 其 分 布 


第 一 节 ”随机 变量 与 分 布 函 数 


第 一 章 讨论 了 事件 与 概率 的 概念 ， 介 绍 了 计算 某 些 事件 之 概率 的 方法 ， 这 些 方法 
都 是 初等 方法 。 因 而 人 们 称 这 部 分 内 容 为 初等 概率 论 。 为 了 更 加 深入 地 研究 随机 现 
象 ， 引 入 随机 变量 。 随 机 变量 概念 的 建立 是 概率 论 发 展 史上 的 重要 里 程 碑 ， 使 人 们 能 
够 以 微 积分 为 工具 ， 将 个 别 随机 事件 的 研究 扩大 为 随机 变量 所 表征 的 随机 现象 的 研 
究 ， 从 而 使 概率 论 的 发 展 进入 了 一 个 新 阶段 。 

一 、 随 机 变量 

人 们 可 以 看 到 有 很 多 随机 试验 的 结果 与 实数 之 间 本 身 就 存在 着 某 种 密切 的 客观 
联系 。 

例 1 有 一 批 产 品 共 100 件 ， 其 中 有 5 件 是 次 品 ， 从 中 任意 抽取 2 (Е, ЕХ ж 
任 取 的 2 件 产品 中 次 品 的 件数 ， 则 站 的 取 值 必定 是 0,1,2 这 三 个 结果 中 的 一 个 : 

0, 没有 次 品 
= р. 有 1 件 次 品 
2, 有 2 件 次 品 
而 且 X 取 值 0,1 或 2 都 有 确定 的 概率 。 

例 2 观测 某 地 年 降水 量 ， 用 了 了 表示。 这 时 ，Y 所 取 的 可 能 值 是 充满 某 一 个 区 间 
的 。 设 4 为 Y 所 取 可 能 值 的 下 限 ,b 为 其 上 限 , 则 a<Y<b。 

例 3 ”观察 某 电话 交换 台 在 一 昼夜 内 接 到 的 呼唤 次 数 ， 记 其 为 Z， 则 = 就 表 
示 " 一 昼夜 中 接 到 上 次 呼唤 "天 =0,1,2，…。 

有 些 随机 试验 的 结果 并 不 表现 为 数量 ， 但 常常 可 以 设法 使 它 与 数值 联系 起 来 。 

例 4 抛掷 一 枚 质地 均匀 的 硬币 ， 观 察 出 现 正 反面 的 情况 。 若 设 “ 双 =0" 表 示 "“ 出 
现 正 面 ",“W=1” 表 示 “ 出 现 反面 "， 即 
人 出 现 正面 


1, 出 现 反面 

这 样 ， 虽然 试验 结果 (“ 出现 正面 "和 “出 现 反 面 ") 不 是 数值 ， 但 也 可 得 到 一 个 随 
试验 结果 不 同 而 变化 的 量 多。 

上 面 例 子 中 ， 遇 到 四 个 变量 X,Y,Z,W， 这 四 个 变量 取 什么 值 ， 在 每 次 试验 之 前 
是 不 能 确定 的 ， 因 为 它们 的 取 值 依赖 于 试验 的 结果 ， 也 就 是 说 它们 的 取 值 是 随机 的 ， 
故 称 之 为 随机 变量 。 下 面 给 出 其 定义 : 

定义 ” 设 人 是 随机 试验 的 基本 空间 ， 若 对 于 试验 每 一 个 可 能 结果 ws 2， 都 有 唯一 
的 实数 XX(w) 与 之 对 应 ， 则 称 定义 于 Q2 上 的 单 值 实 函数 ECw) 为 随机 变量 ， 简 记 为 不 。 
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通常 用 大 写字 母 了 X,Y,Z 或 希腊 字母 &,n 等 表示 随机 变量 。 

由 上 述 定 义 可 知 ， 随 机 变量 实质 上 是 事件 的 函数 。 

引入 随机 变量 以 后 ， 就 可 以 将 随机 事件 用 随机 变量 的 关系 式 来 表达 。 例 如 在 例 1 
и, АХ =0" 表 示 事 件 “ 没 有 抽 到 次 品 ";“X>=>1" 表 示 事 件 “ 至 少 抽 到 1 件 次 品 ”。 
在 例 2 中 ,可 用 “Y<1000" 表 示 事 件 “年 降水 量 不 超过 1000mm”; “1000 <У<2000” 4 
示 事 件 “ 年 降水 量 在 1000 ~2000mm”。 这 样 就 可 以 把 对 随机 事件 的 研究 转化 为 对 随机 
变量 的 研究 ， 从 而 可 充分 利用 数学 分 析 方 法 ， 进 行 深入 的 研究 。 

二 、 随 机 变量 的 两 种 基本 类 型 

随机 变量 按 其 取 值 情况 ， 可 以 分 为 两 大 类 : 一 类 是 随机 变量 的 所 有 可 能 取 值 为 有 
限 个 (如 例 1 中 的 X， 例 4 中 的 WW) 或 可 列 无 穷 个 (如 例 3 中 的 Z) ， 这 类 随机 变量 称 为 
离散 型 随机 变量 ; 另 一 类 称 为 非 离散 型 随机 变量 ， 其 所 有 可 能 取 值 可 以 是 整个 数 轴 ， 
或 至 少 有 一 部 分 取 值 是 某 些 区 间 。 非 离散 型 随机 变量 范围 很 广 ， 情 况 比较 复杂 ， 其 中 
最 重要 的 ， 也 是 在 实际 中 常 遇 到 的 是 连续 型 随机 变量 (如 例 2 中 的 Y) ， 本 书 只 讨论 离 
散 型 和 连续 型 两 种 随机 变量 。 

三 、 分 布 函数 

Хх 为 一 随机 变量 ，x 为 任意 实数 ， 则 (X <x) 代 表 了 基本 空间 2 中 的 一 个 事件 。 
ща КИКА, (Хх) 代表 不 同 的 事件 ， 从 而 其 概率 P(X< х) 也 不 同 。 一 般 来 说 ， 
Р(Х<х) Вх 的 改变 而 变化 ， 即 P(X< x) 为 x 的 函数 。 若 记 

F(x) = P(X<x) (2-1) 

则 称 Рх) 为 随机 变量 X 的 分 布 函数 。 

注意 ，F(x) 中 的 自 变量 * 不 是 随机 变量 X 的 取 值 ， 它 是 一 个 普通 实数 ， 因 此 ， 
分 布 函数 是 一 个 普通 的 函数 ， 正 是 通过 它 ， 使 人 们 能 运用 数学 分 析 的 方法 来 研究 随 
机 变量 。 

如 果 将 天 看 成 是 数 轴 上 随机 点 的 坐标 ， 那 么 ， 分 布 函数 F(x) 在 x 处 的 值 就 表示 
无 落 在 区 间 ( - %,x) 内 的 概率 ， 即 的 取 值 在 ( - %,x) 内 的 概率 。 

当 已 知 一 个 随机 变量 X 的 分 布 函数 F(x) 时， 就 能 知道 X 落 在 任 一 区 间 上 的 概 
率 。 设 x ,za 为 两 任意 实数 ，x, >, 00 


P(X<x) =F(%) 


Р(ж<Х<а,) =F(x,) - F(x) (2-2) 
Р(Х 223) =1-Е(х,) 
可 见 ， 分 布 函数 完整 地 描述 了 随机 变量 的 统计 规律 性 。 
分 布 函数 F(x) 具有 以 下 基本 性 质 : 


(1) 对 任意 实数 x, 0<F(x) <1; Е(-®) =0; F(+%)=1; 
(2) # а, <, Д Е(х,) <Е(х,), ВП Р(х) х 的 不 减 函 数 ; 
(3) 左 连续 : Е(х-0) =F(x)。 

前 两 个 性 质 由 概率 的 性 质 可 直接 得 到 。 性 质 (3) 的 证 明 从 上 略 。 
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一 、 概 率 函 数 
设 随机 变量 X 为 离散 型 随机 变量 ， 则 XX 的 取 值 可 以 一 一 列举 出 来 。 若 X 的 所 有 
可 能 取 值 为 x(i=1,2,…) ,外 取 x 的 概率 为 已 ， 即 
Р(Х=х,) =Р,, і=1,2,--- (2-3) 
则 式 (2 -3) 称 为 随机 变量 X 的 概率 函数 。 
将 下 的 所 有 可 能 取 值 x; 以 及 与 其 相应 的 概率 P;:， 如 表 2 1 所 示 。 
Ж2-1 
т р | = Р | 
P(X=#) Р! | Р, = Р, | 


则 称 此 表 为 随机 变量 X 的 分 布 列 (为 了 分 析 问 题 的 方便 ， 表 中 л, 一般 采用 从 小 到 大 
的 顺序 排列 ) 。 

由 概率 的 性 质 可 知 ， 概 率 函数 具有 下 列 性 质 : 

ЖІ Р, 20, і = 1,2, --- (2-4) 


性 质 2 5, Р, = 1 (2-5) 
分 布 列 全 面 清晰 地 反映 了 离散 型 随机 变量 的 统计 规律 ， 在 实践 中 得 到 广泛 运用 。 


根据 定义 ， 离 散 型 随机 变量 的 分 布 函 数 为 
F(x) = P(X<x) = УР, (2-6) 


式 中 : У, 为 在 天 的 分 布 列 中 ， 对 所 有 小 于 * 的 x; 相对 应 的 概率 求 和 。 


如 果 对 某 一 实数 *， 在 区 的 所 有 取 值 中 ， 不 存在 小 于 x 的 取 值 ， 则 此 时 对 应 于 该 
实数 х 的 函数 值 F(x) =0。 

离散 型 随机 变量 的 分 布 列 可 以 用 图 2 — 1 的 形式 来 表示 ， 横 坐标 表示 随机 变量 所 
取 的 值 ， 纵 轴 的 平行 线 表示 随机 变量 取 该 值 的 概率 。 

离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 ЕС х) 也 可 用 图 2 -2 来 表示 ， 它 是 左 连续 的 阶梯 函 
数 ， 它 在 X 的 每 个 可 能 取 值 x; 处 有 一 个 高 度 为 P; 的 跳跃。 


























СЕТ Mp 
31 к i 
1 1 
$ І | 
= 站 
| Е = 
1 1 
| || | Pe 0, 
т во тущ щ ЕР ш 2 О в xs = 
2-1 2-2 
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915 从 一 批 含 有 13 只 正品 、2 只 次 品 的 产品 中 抽取 3 次 ， 每 次 抽取 1 只 ， 取 后 
不 放 回 ， 求 抽 得 次 品 数 开 的 分 布 列 及 分 布 函数 。 

М ”从 含有 2 只 次 品 的 15 只 产品 中 抽取 3 只 ， 抽 得 的 次 品 数 式 的 可 能 取 值 为 0， 
1522 











С2Съ 22 
因为 Р(Х =0) = СЗ, 535 
уу С2Съ 12 
РОХ =1) = 
оу _ 636 в 1 
РОХ =2) “= 
所 以 , Х 的 分 布 列 为 
х 0 Е ЗЕ: 
м 22 12 1 
Р(Х=ж) | 35 | 35 | 35 
因为 ， 当 x<0 时 , F(x) = РОХ <а) =0 
当 0 <x<1 时 , F(x) =P(X<x) =P(X=0) -2 
ЩІ «аа В, Е(х) = РОХ <) =Р(Х =0) +P(X=1) =22 +1234 


当 x>2 时 ， Р(х) =P(X <=) =P(X=0) +P(X=1) +P(X=2) = 
所 以 ,XX 的 分 布 函数 为 
0, x<0 
22 
35’ 
F(x) = м 
35’ 
1, х>2 


0<х=<1 


1 <х<2 


016 设 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 
P(X=k) =, k=1,2,-- 


试 确定 常数 C， 并 求 分 布 函数 。 
м ”利用 概率 函数 的 性 质 (2) 有 


25 0-х Сс т.с" 
1= УР = № = У = СУ = С 
从 而 


于 是 , Х 的 概率 分 布 为 
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6 


РОК) = ор, #12, 


ха (а) = P(X<x) = УР-Ю = 56У 
例 7 已 知 随机 变量 大 的 分 布 函数 为 


Ж: Р(х<1), P(1<x<3), Р(1<х< 3). 
解 ” 利 用 分 布 函数 的 定义 有 








2 
由 式 (2-2) 得 
қак 3) А) 063 
(1х3) =P(1<x< 3) +р(х = 3) 
= 1+0 = 十 


例 8 对 某 目标 进行 独立 射击 ， 直 到 命中 为 止 ， 如果 每 次 射击 的 命中 率 都 为 p， 
求 射 击 次 数 工 的 概率 分 布 与 分 布 函数 。 
解 每 次 射击 命中 的 概率 为 p， 不 命中 的 概率 为 4 = 1 -p， 假 如 第 次 射击 才 命 
中 ， 则 前 上 ~- 1 次 都 未 命中 ， 由 于 射击 相互 独立 ， 因 此 射击 上 次 才 命 中 的 概率 为 
P(X=k) = ‘р, Е=1,2,--- (2-7) 
这 就 是 概率 分 布 ， 这 种 分 布 称 为 几何 分 布 。 
因为 ， 当 x<1 时 ，(X<x) 是 不 可 能 事件 ， 所 以 
F(x) =P(X<x) =0 
当 1<x<2 时 
F(x) =Р(Х <х) =Р(Х=1) =р=1-4 
42 <x<3 时 
F(x) =P(X<x) =Р(Х=1) +Р(Х=2) =р+4р=р(1 +4) 
=(1-9) (1+9) =1-0 
当 k<x<k+1 时 
F(x) =P(X<x) =P(X=1) +P(X=2) + +Р(Х =) 
=p+gp+qp+. +g "р 
=p(1+g+g9 + +471) 
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. 
аа 
Аре 1-9 


所 以 天 的 分 布 函数 为 


0, х1 


Е(х) = | 


式 中 : [x] 为 小 于 x 的 最 大 整数 。 
二 、 几 种 重要 的 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 
1. (0 一 1) 分 布 (又 称 两 点 分 布 ) 
设 随机 变量 下 只 可 能 取 0 和 1 两 个 值 ， 它 的 概率 分 布 是 
Р(Х=1) =р, P(X=0) =1 -p=g, (0<р<1) 
ДИ ХЛ (0—1) Я, ЭХ (0—1). 
(0 一 1) 分 布 的 分 布 列 可 写成 如 表 2 -2 所 示 形 式 。 


1-41, х>1 








2-2 天 的 分 布 函数 为 
Р у 0, х<0 
F(x) = | -р, 0 <х%1 
Р; 1-р р 1; X >1 
对 于 一 个 随机 试验 ， 如 果 它 只 有 两 种 可 
能 结果 ， 即 2 = | ol ,oz} ， 总 能 在 2 上 定义 一 个 具有 (0 一 1 ) 分 布 的 随机 变量 
Р 当 发 生 w 
1, МЖЖ о, 


用 它 来 描述 这 个 随机 试验 的 结果 。 例 如 检验 产品 的 质量 是 否 合格 ;统计 新 生 婴 儿 的 性 别 
是 男 还 是 女 ; 抛 硬币 观察 出 现 正面 还 是 反面 ; 观察 南京 市 每 年 5 月 1 日 是 有 十 还 是 无 雨 
等 ， 都 可 以 用 (0 一 1) 分 布 的 随机 变量 来 描述 ，(0 一 1) 分 布 是 经 常 遇 到 的 一 种 分 布 。 

2. 伯 努 利 概 型 与 二 项 分 布 

将 试验 重复 进行 4 次, 若 各 次 试验 的 结果 互 不 影响 ， 即 每 次 试验 出 现 什 么 结 
果 的 概率 都 不 依赖 于 其 他 各 次 试验 的 结果 ， 则 称 这 n 次 试验 是 相互 独立 的 。 

设 试验 Е 只 有 两 个 可 能 的 结果 : АКА, 记 P(4)=p,P(4)=1-p= 
4 (0<р<1), 将 独立 地 重复 进行 n 次 ， 则 称 这 一 串 重复 的 独立 试验 为 n 重 (次 ) 伯 
努 利 试验 ， 简 称 伯 努 利 试验 。 

伯 努 利 试验 是 一 种 很 重要 的 数学 模型 ， 它 可 以 作为 客观 世界 中 一 类 广泛 的 随机 现 
象 的 抽象 表述 ， 因 此 有 着 广泛 的 应 用 ， 是 被 研究 得 最 多 的 模型 之 一 。 这 种 模型 有 时 又 
被 称 为 重复 独立 试验 概 型 或 伯 努 利 概 型 。 

在 伯 努 利 概 型 中 ， 事 件 4 可 能 发 生 0,1,…,n 次 ， 下 面 来 求 事件 4 恰好 发 生 k(0 
<k<n) 次 的 概率 P,(k) 。 先 看 一 个 例子 。 

对 同一 目标 作 三 次 独立 射击 ， 每 次 命中 目标 的 概率 为 p， 不 命中 目标 的 概率 是 
4=1 ~p， 若 以 X 表 示 三 次 射击 中 击 中 目标 的 次 数 ， 则 XX 是 伯 努 利 概 型 的 随机 变量 ， 
БОК ХИМН. 

А, 表示 “第 i 次 射击 命中 目标 "(i=1,2,3), 则 
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(X=0) =44243， 含 有 C3 =1 个 基本 事件 。 
(Х=1) =4424 +, +414,4;， 含 有 C3 =3 个 基本 事件 。 
(Х=2) =А, А.А, +А,А,4, +A14,4;， 含有 С: =3 个 基本 事件 。 
(X=3) =А,А.А,, 含有 C3 =1 个 基本 事件 。 
所 以 由 概率 的 加 法 公式 和 乘法 公式 (注意 应 用 公式 时 所 要 的 互 斥 、 独 立 等 条 件 都 
是 满足 的 ) 得 
P(X=0) =P(444) =Р(А,)Р(А,)Р(А,) =4 = СЗ? 
P(X=1) =Р(А,А,А, +А, А.А, +А,А,А,) 
=Р(А,А,4,) +Р(А,А, А.) +Р(А,А,А,) 
=Р(А, РСА, )Р(А,) +Р(А,)Р(А,)Р(А,) +Р(А, )Р(А,)Р(Аз) 
=Р94 + 4р9 +99P 
= С! ра? 
相仿 Р(Х=2) =C3p’g, P(X=3) =C3p’g" 
所 以 的 分 布 列 如 表 2 3 所 示 。 





表 2-3 
х 0 1 2 3 
р, Сур | сур | Ср? | Сзр\ф 





从 上 述 分 布 列 不 难看 出 ， 三 次 射击 命中 目标 (k=0,1,2,3) 次 的 概率 为 P(X=%) 
=C3p'gy“。 其 中 C3 为 三 次 射击 命中 目标 次 所 含 的 基本 事件 数 。 由 此 ， 可 以 引出 
二 项 分 布 的 一 般 公式 : 

ЖХ ЖЕ п 次 伯 努 利 试验 中 事件 4 发 生 的 次 数 ， 则 式 的 可 能 取 值 为 0,1,2，…， 
n， 其 对 应 的 概率 为 

P(X=k) = Сір *, Е=0,1,2,:-:,п (2-8) 

由 于 式 (2 -8) 的 右 端 是 二 项 式 (p +4)" 展开 式 的 第 k+1 项 ， 所 以 称 此 分 布 为 二 
项 分 布 ， 称 随机 变量 服从 二 项 分 布 ， 简 记 为 X~B(n,p)。 其 中 n, р 为 分 布 参 数 。 
为 简单 起 见 ，P, (X=) 的 脚 标 n 常 省 略 。 

以 随机 变量 的 取 值 % 作为 横 坐 标 ， 以 取 值 相 应 的 概率 为 纵 坐 标 ， 点 绘 n = 20, 
p=0.1,0.3,0.5 时 的 二 项 分 布 图 ， 如 图 2-3 所 示 。 图 中 可 直观 地 看 出 ,，p = 0.5 时 的 
图 形 是 对 称 的 ， 其 他 是 不 对 称 的。 应当 注 а 
意 ， 二 项 分 布 是 离散 的 ， 为 了 不 致 混淆 图 
中 用 折线 将 同一 p 值 的 坐标 点 (,P,(k) ) 连 
起 来 ， 并 不 表示 二 项 分 布 是 连续 的 。 

当 n=1 时 ,上 只 能 取 0 和 1， 于 是 有 

P(X=0) =Cip’g =9 

P(X=1) =Cip'g =p 
这 就 是 说 ， 当 n = 1 时 的 二 项 分 布 就 是 5o 
(0 -1) 分 布 。 


рі=0.1 


Рю(®) 
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例 9 一 座 小 型 水 库 ， 每 年 出 现 超标 洪水 的 概率 为 1/50， 假 定 各 年 是 否 出 现 超标 
洪水 是 相互 独立 的 ， 求 在 建成 后 20 年 内 恰 有 2 年 出 现 超标 洪水 的 概率 和 出 现 超标 洪 
水 的 年 数 在 4 年 以 上 的 概率 。 

解 ”将 每 年 观测 该 年 的 最 大 洪水 看 成 一 次 试验 ， 按 题 意 ， 为 20 次 重复 独立 试验 。 
令 丰 表示 出 现 超标 洪水 的 年 数 ， 则 下 ~ B(20 ,1/50) ， 于 是 所 求 概率 为 

Р(Х =2) = 5: (® 2" ~ 0.0528 


50 
P(X>4) =1 - P(X<4) 
=1- [P(X =0) + Р(Х =1) + Р(Х = 2) + Р(Х = 3)] 
=1- (0.6676 + 0. 2725 + 0. 0528 + 0. 0065) = 0. 0006 
Ф110 一 幢 大 楼 装 有 5 个 不 同型 号 的 供水 设备 ,已 知 在 任 一 时 刻 :， 每 个 设备 被 
使 用 的 概率 为 0. 1， 求 在 同一 时 刻 : 
(1) 恰 有 2 个 设备 被 使 用 的 概率 ; 
(2) 至 少 3 个 设备 被 使 用 的 概率 ; 
(3) 至 多 有 3 个 设备 被 使 用 的 概率 ; 
(4) 至 少 有 1 个 设备 被 使 用 的 概率 。 
№ 设 X 为 同一 时 刻 被 使 用 设备 的 个 数 ， 则 由 题 意 知 , X~B(5 ,0. 1)。 
P(X=k) =С%(0.1)*(0.9)°—*, Е=0,1,2,---,5 
(1) Р(Х=2) = С2(0.1)2 (0.9)? =0. 073 
(2) Р(Х23) = Р(Х =3) +Р(Х=4) +Р(Х=5) 
=С2(0. 1) (0.9)? +С*(0.1)*(0.9) +С: (0.1)? =0. 0086 
(3) Р(Х<3) =1-Р(Х>3) =1-Р(Х=4) -P(X=5) 
=1-С1(0.1)*(0.9) -C5(0.1)5 
=0. 9995 
(4) P(X>1)=1-P(X=0) 
=1- С3(0.1)°(0.9)° =0. 41 
3. 泊 松 分 布 
若 随机 变量 X 的 可 能 取 值 为 0,1,2,…， 而 (X=k) 的 概率 为 
PC- 有 = Ает, k= 0,1,2,. (2-9) 
则 称 了 服从 泊 松 分 布 ， 其 中 参数 和 >0。 泊 松 分 布 常 记 为 P,(k) 。 
泊 松 分 布 是 一 个 很 重要 的 分 布 ， 计 算 也 较 方便 ， 有 表 可 查 ( 见 附 表 一 ) 。 很 多 实 
际 问题 可 用 泊 松 分 布 描述 。 例 如 电话 交换 台 在 某 段 时 间 里 接 到 的 呼唤 次 数 ， 公 共 汽 车 
站 单位 时 间 内 来 到 的 乘客 数 ， 纺 纱 机 在 单位 时 间 内 断 头 的 次 数 ， 单 位 面积 布 面 上 的 疯 
点 数 ， 显 微 镜 下 落 在 某 区 域 中 的 白血球 数 等 。 在 水 文 气象 中 ， 也 曾 有 人 将 泊 松 分 布 用 
于 暴雨 、 冰 雹 等 现象 的 研究 中 。 
Я 某 电话 交换 台 ， 每 分 钟 的 呼唤 次 数 世 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 ， 求 : 
(1) 每 分 钟 恰 有 8 次 呼唤 的 概率 ; 
(2) 每 分 钟 的 呼唤 次 数 大 于 3 的 概率 。 
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44e 
ж P(X=h) =, (6=1,2,-) 
(1) P(X=8) -4 =0. 0298 
А 3 4*е* 
(2) P(X>3) =1-Р(Х<3) =1- У, 加 
~1 ~ (0.0183 + 0.0732 + 0. 1465 + 0. 1954) 
=0. 5666 


虽然 泊 松 分 布 本 身 是 一 种 非常 重要 的 分 布 ， 但 有 趣 的 是 ， 历 史上 它 都 是 作为 二 项 
分 布 的 近似 ， 在 1987 年 由 法 国 数学 家 泊 松 引入 的 ， 下 面 介 绍 这 个 有 名 的 定理 。 
泊 松 定理 ” 设 一 串 随机 变量 X,(n =1,2,…) 服 从 二 项 分 布 ， 其 分 布 律 为 
P(X,=k) = Сір:(1 -р,)"*, Е = 0,1,2,--,п 
这 里 概率 p。 ЖЕ п 有关 的 数 ， 又 设 np, = 和 >0 是 常数 (n=1,2,…)， 则 有 
Мар, (X= h) = Ае? 2-10) 





证 明 ар, = 全 得 

Р,(Х,= В) =Ctpt(1 -р.)"* 
пб 1) (п 2) (п k+l)/ Ау 
= i 全 ) (1 -*) 


Нож - 5-2) - “Ще у-у 


对 于 固定 的 上 4， 当 "一 时 有 








* 


因此 有 
БаР, (Х,= ® = 全。 
显然 ， 定 理 的 条 件 mp。 = 和 (常数) 意味 着 当 n 很 大 时 ，p ФЕВ, а, Е 
定理 表明 当 а ЕХ, р 很 小 时 有 以 下 的 近似 式 
СЫР - р) ~ КЕТ 2-1) 





其 中 入 =np。 
因此 ， 当 很 大 时 ， 二 项 分 布 的 计算 很 麻烦 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 通过 泊 松 分 布 来 
求 出 二 项 分 布 的 近似 值 。 图 2 -4 反映 了 泊 松 分 布 对 二 项 分 布 的 近似 情况 。 实 际 应 用 
В}, 4п210, p<0. 1 时 就 可 采用 上 述 近 似 公式 计算 ; Мп>20, p<0.05 时 ， 近 似 效 
果 就 相当 好 了 。 
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例 12 据 统 计 ， 上 海 夏 季 5 ~9 月 任 一 天 出 
现 暴雨 的 概率 ( 实 为 频率 ) 为 0.019， 假定 各 日 是 
否 出 现 暴雨 相互 独立 , 求 任 一 年 夏季 恰 有 4 个 
暴雨 日 的 概率 。 

解 5~9 月 共有 153 天 ， 把 观测 每 天 是 否 
出 现 暴 雨 看 成 一 次 试验 ， 因 假定 各 日 是 否 出 现 
暴雨 相互 独立 ， 所 以 这 是 伯 努 利 试验 。 于 是 ， 
夏季 恰 有 4 个 暴雨 日 的 概率 为 

P(X= 4) =С*.,(0.019)*(1 - 0.019) 3 

=0. 1641 

车 用 泊 松 分 布 公式 计算 ， МЛ = np = 153 

x0.019 =2. 907, 于 是 9123456789 1011 FE 


А 
p(X= 4) = 02:907)* аз 


41 2-4 
=2. 97556 х 0. 0546 = 0. 1625 





两 者 相差 很 小 。 

8113 ” 某 人 进行 射击 ， 设 每 次 射击 的 命中 率 为 0. 02， 独 立 射击 400 次 ， 试 求 击 
中 的 次 数 大 于 等 于 2 的 概率 。 

解 将 每 次 射击 看 成 是 一 次 试验 ， 设 击 中 的 次 数 为 X， 则 无 服 从 参数 为 上 =400， 
р=0. 02 的 二 项 分 布 ， 其 分 布 律 为 

P(X=k) =С\(0.02)*(0. 98 )*®-*, к =0,1,2,---,400 
于 是 所 求 的 概率 为 
Р(Х22) =1-[Р(Х=0) +Р(Х=1)] 
=1-[(0.98)*® +400(0. 02) (0.98) ] 

直接 计算 上 式 显然 是 麻烦 的 ， 利 用 近似 式 (2 -11) 来 计算 概率 P(X>=2) ， 因 为 


Е 
PCK= 朋 =4 一， A=np=8 


于 是 
Р(Х=0) =е`*, Р(Х=1) =8е`* 
因此 
Р!Х>2] =1-е`* -8e =1 -9е`* =1 -0. 003 =0.997 

0114 为 了 保证 设备 正常 工作 ， 需 要 配备 适量 的 维修 工人 (工人 配备 多 了 就 浪 
费 ， 配备 少 了 又 要 影响 生产 ) ， 现 有 同类 型 设备 300 台 ， 各 台 工 作 是 相互 独立 的 ， 发 
生 故 障 的 概率 都 是 0. 01 ， 在 通常 情况 下 一 台 设备 的 故障 可 由 一 个 人 来 处 理 (只 考虑 这 
种 情况 ) ， 问 至 少 需要 配备 多 少 工人 ， 才 能 保证 当 设备 发 生 故 障 ， 但 不 能 及 时 维修 的 
概率 小 于 0. 017 

解 设 需要 配备 N 人 ， 记 同一 时 刻 发 生 故 障 的 设备 台数 为 了 X， ЖА, Х- 
8(300,0. 01) ,所 要 解决 的 问题 是 确定 У 使 得 

Р(Х> №) <0.01 
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由 泊 松 定理 (这 里 和 =np =3) 
P(X>N) =1-P(X<N) 





于 是 





Зќе? 
У kr 20.9 


解 上 式 得 最 小 的 № 应 该 是 8。 因 此 ， 达 到 上 述 要 求 至 少 需 配 备 8 个 工人 。 

类 似 的 问题 在 其 他 领域 也 会 遇 到 。 例 如 ， 机 场 的 每 条 跑道 不 允许 同时 供 多 于 一 架 
飞机 使 用 ， 而 对 每 架 飞 机 都 修一 条 跑道 显然 绝 非 上 策 ， 但 又 不 容许 飞机 在 上 空 盘旋 很 
久 而 得 不 到 空闲 的 跑道 ， 这 就 要 合理 地 确定 修建 跑道 的 条 数 。 

例 15 在 上 例 中 ,车 由 一 人 负责 维修 20 台 设备 ， 每 台 设 备 发 生 故 障 的 概率 仍 为 
0.01， 求 设备 发 生 故 障 而 不 能 及 时 处 理 的 概率 。 若 由 3 人 共同 负责 维修 80 台 呢 ? 

м ”前 一 种 情况 为 同时 有 两 台 以 上 设备 发 生 故 障 时 ， 所 论 事件 发 生 ， 因 此 ， 所 求 
的 概率 等 于 Р(Х22), 这 里 n=20, А =np =0.2， 


Р(Х>2) =1 -P(x<2) ~1- у (人 221e 05 
同 理 ， 若 由 3 人 共同 负责 维修 80 台 ， 则 所 求 的 概率 为 
P(X>4) =1-P(z<4) =1- У Све 0. 0091 
可 以 发 现 ， 后 一 种 情况 尽管 任务 重 了 (每 人 平均 维护 约 27 台 ) ， 但 工作 质量 不 仅 
没有 降低 ， 反 而 提高 了 (体现 在 设备 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 变 小 了 ) 。 这 个 
例子 表明 概率 方法 可 以 用 来 讨论 国民 经 济 的 某 些 问题 ， 以 便 达 到 更 有 效 地 使 用 人 力 、 


物力 资源 的 目的 ， 而 这 正 是 运筹 学 的 目的 ， 因 此 概率 方法 也 是 运筹 学 的 一 个 有 力 
工具 。 


第 三 节 连续 型 随机 变量 


一 、 连 续 型 随机 变量 与 分 布 密 度 
设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 F(x)， 如果 存 在 非 负 函数 f(x)， 使 对 任意 实数 
x， 有 


Ро) = || Леа (2-12) 


则 称 X 为 连续 型 随机 变量 。 
式 中 : f(x) 称 为 概率 分 布 密度 函数 ， 简 称 分 布 密度 或 密度 函数 、 概 率 密度 。 


注意 , 式 (2 一 12) 中 x 的 不 同 含义 ,该 式 表示 Р(х) = хое. 


由 式 (2-12) 可 知 ， 连 续 型 随机 变量 的 分 布 函 数 是 连续 函数 。 
连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 ， 完 全 由 其 密度 函数 所 确定 ， 从 而 连续 型 随机 变量 的 
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概率 特性 也 完全 由 其 密度 函数 所 确定 ， 因 此 ， 在 讨论 连续 型 随机 变量 时 ， 往 往 使 用 密 


度 函 数 作 工 具 。 
密度 函数 具有 如 下 性 质 ; 
(1) Кх) 20 (2-13) 
(2) [дю =1 (2-14) 


密度 函数 (<) 一定 具有 以 上 两 个 性 质 。 反之， 满足 上 述 两 个 条 件 的 任何 一 个 函数 
7 都 可 能 为 某 一 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 。 
(3) 对 于 任意 实数 a,6(b>a) ， 有 
Р(а<Х <Ь) =Е(Ь) -Е(а) =/ :f(x)dx (2-15) 
证 明 Р (а<Х<Ь) =F (5) -Е (а) 
= 人 ro &- f(s) = Дуо) & 
性 质 (3) 的 几何 意义 是 : 下落 在 任 一 区 间 
[a,8) 的 概率 等 于 在 [a,b) 上 由 密度 函数 曲线 
pia<x<wD y=/(x) 与 < 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ， 如 图 
2 -5 所 示 。 
а (4) 对 任意 实数 c，P(XK = c) =0。 
证 明 0<P(X=c)<P(c<X<e+th) 


= [А 







Ға) 





所 以 4h 
О Р(Х = с) < щ[ Ла) =0 


这 就 是 说 连续 型 随机 变量 取 单个 值 的 概率 为 0。 因此， 在 讨论 连续 型 随机 变量 的 
概率 时 ， 总 是 考虑 它 取 值 于 某 个 区 间 的 概率 ， 而 不 考虑 它 取 某 一 特定 值 的 概率 。 而 且 
在 进行 概率 计算 时 ， 区 间 的 端点 是 否 包括 在 内 是 无 关 紧要 的 ， 这 是 连续 型 随机 变量 与 
离散 型 随机 变量 的 重大 区 别 。 

需要 指出 的 是 ， 尽 管 P(X=c) =0, 但 (X=c) 不 一 定 是 不 可 能 事件 。 同 样 地 ， 一 
个 事件 的 概率 为 1， 并 不 一 定 是 必然 事件 。 

(5)F(x) 是 连续 函数 ， 且 在 A(x) 的 连续 点 x 处 有 

Е'(х) =f(x) (2-16) 
根据 定义 ， 性 质 (5) 是 显然 成 立 的 。 

在 水 文 工 作 中 ， 常 常 关心 某 种 水 文 变量 超过 某 一 数值 的 概率 ， 为 了 直观 和 方便 起 
见 ， 我 国 水 文 工 作者 在 描述 水 文 变量 的 概率 分 布 时 ， 常 不 采用 分 布 函数 F(x) ， 而 采 
用 它 的 余 量 














G(x) =P(X>x) =1 -F(x) (2-17) 
并 称 之 为 超过 制 概率 (或 超过 累积 频率 ) ， 相 应 地 称 (x) 为 不 及 制 概 率 (或 不 及 累积 
频率 ) 。 
对 连续 型 水 文 变量 了 有 
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с0а) = [Ла (2-18) 


它 在 xo 处 的 值 C(x。) 是 图 2 -5 中 х 右边 f(x) 
曲线 下 面 阴影 部 分 的 面积 。 

按照 习惯 ， 我 国 水 文 工 作者 绘制 C(x) 曲线 
(水 文 上 通常 称 为 频率 曲线 ) 时 ， 以 纵 坐标 表 
示 水 文 变量 x， 以 横 坐 标 表示 频率 G(x) 。 由 于 
大 多 数 水 文 变量 ， 如 径流 量 ， 降 水 量 等 ， 其 最 
小 值 一 般 都 不 小 于 0， 而 又 不 能 明确 它们 的 物 | 
理 上 限 ， 所 以 一 般 取 6(0) =1, ПНЖК С А, 
限 ， 如 图 2-6 所 示 。 在 不 造成 混淆 的 情况 下 ， Е, "ртс 





水 文 工 作 中 有 时 仍 用 符号 Р(х) 表示 超过 制 图 2-6 
概率 。 
例 16 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
4x，0 <x<1 
ғо) -| 
0， 其 他 
(1) 求 参数 4; 
(2) 求 P(0.5 <Х <3); 
(3) 求 分 布 函数 F(x) 。 


解 (1) [лов = | ахах = 

А=2 
(2)P(0.5<x<3) =P(0.5<x<3) = [Ax)ax= [, 2xdx =0.75 
(3)F(x) =Р(Х <х) = [коа 
当 x<0 时 , [Г Kx)dz=0 
当 0 <x<1 в, [Хак [а= 
当 z>1 时 , Г Л) =1, 故 

0, х=0 

F(x) = М. 0 <х=1 


1, x>1 


例 17 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
2, О<х <1 
Кх) = |-- 1<х<2 
0, 其 他 
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(1) 求 的 分 布 函 数 F(x); 
(2) 求 P(0.5<X<1.5)。 


М (1)F(x) = Р(Х <x) = [лов 


当 x<0 时 
Е(х) =0 
当 0 <x<1l 时 
F(x) = аах = Та 
41 <х<2 时 
РО) = Гад + 0) =-1 +2=-= 
当 x >2 时 
F(x) = 1 
所 以 
0, х<0 
я, 0 <х=1 


F(x) = , 
-1+2x-$, 0<x<2 
Г, х> 2 
(2) Р(0.5 <X <1.5) = Е(1.5) – Е(0.5) = 3. 
二 、 几 种 重要 的 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 
1. 均匀 分 布 
如 果 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
1 
Ax) = {= a<sx<b 
0, 其 他 
则 称 开 在 区 间 [a,b] 上 服从 均匀 分 布 ， 记 作 天 ~ U(a,b) 。 
显然 ， 对 任意 a<c <d<b 
речки = [ pon -Es 
这 说 明 X 落 在 区 间 [a,6] 中 任意 等 长 度 子 区 间 内 的 概率 与 子 区 间 长 度 成 正比 ， 与 子 区 
间 位 置 无 关 。 当 子 区 间 长 度 一 样 时 , 无 落 在 任何 子 区 间 上 的 概率 完全 相等 ， 这 就 是 均 
勾 分 布 的 含意 ， 即 “等 可 能 性 ”。 
实际 上 6 -a 是 区 间 [a,b] 的 长 度 。 因 此 ， 如 果 随 机 变量 半 在 长 度 为 1 的 区 间 记 
上 服从 均匀 分 布 ， 则 著 的 概率 密度 为 


Хә) -| 


(2-19) 








2р 


о, 其 他 
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均匀 分 布 在 实际 问题 中 较为 常见 例如， 在 [a,5b] 区 间 上 任 取 一 个 实数 XX， 于 是 
X~U(a,b); 轮船 在 一 天 24h 内 任意 时 刻 到 达 港 口 ， 于 是 到 达 的 时 刻 X~U(0,24); 
某 车 站 每 10min 通过 一 辆 汽车 ， 乘客 候车 时 间 X~U(0,10)。 

由 式 (2-12) 可 得 下 的 分 布 函数 为 





0, х<а 
Р(х) = [Аа = |: a<x<b (2-20) 
1 х>Ь 


Хх) т Р(х) МН 2 7 所 示 。 








图 2-7 
$118 据 气 象 部 门 预 测 ， 某 号 台风 即将 在 我 国 东 南 沿海 某 地 桩 号 为 1000 ~ 
2000km 的 海岸 线 登陆 ， 如 果 登 陆 点 是 在 1000 ~2000km 的 区 间 内 服从 均匀 分 布 的 随 
机 变量 ， 试 求 该 号 台风 在 桩 号 为 1200 ~ 1700km 的 区 间 内 登陆 的 概率 。 
解 ” 根 据 题 意 ，X 的 分 布 密度 f(x) 为 
1 1 
f(x) = во - о — 1000 = 1000， 1000 = x <2000 
0, 其 他 


所 以 Р(1200 < X< 1700) = 500 _ 1 


2 таве = 50-5 


这 个 结果 与 用 几何 方法 求 得 的 结果 是 一 样 的 (参见 第 一 章 中 例 16) 。 
2. 指数 分 布 


车 随机 变量 X 具有 密度 函数 
Ае, х>0 
д») -{ (2-21) 
0, х<0 
其 中 хожа, ХХ ВАНО а навон, НИ 
F(x) = [ еар (2-22) 
х<0 


指数 分 布 常用 来 作为 各 种 “寿命 ”分布 的 近似 ， 例 如 ， 无 线 电 元件 的 寿命 ， 动 物 
寿命 ， 电 话 问题 中 的 通话 时 间 ， 随 机 服务 系统 的 服务 时 间 等 ， 都 可 用 指数 分 布 描述 。 
指数 分 布 的 重要 性 还 表现 在 它 具 有 "无 记忆 性 "。 设 随机 变量 臣服 从 指数 分 布 ， 
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则 对 任意 实数 ;>0 和 +>0， 有 
P(X>s+t|X>s) SE 
_Р(Х>5+1) 
~ P(X>;s) 


е-#*0 





Аз 


即 
P(X>s+t|X>s) =P(X>1) (2-23) 

假如 把 无 解 释 为 寿命 ， 上 式 表明 ， 已 知 寿 命 大 于 * 年 ， 则 再 活 г 年 的 概率 与 年 龄 
无关 ,好像 是 把 过 去 的 经 历 全 忘 了 ， 这 就 是 所 谓 的 “无 记忆 性 ”"， 有 时 还 风趣 地 称 指 
数 分 布 是 “永远 年 轻 的 ”。 

例 19 电子 元 件 的 寿命 X( 年 ) 服 从 参数 为 10 的 指数 分 布 。 

(1) 求 该 电子 元 件 在 未 来 1 年 内 损坏 的 概率 ; 

(2) 在 该 电子 元 件 已 使 用 了 2 年 ， 求 在 未 来 1 年 内 损坏 的 概率 。 


解 
10е, х>0 
Пе - { 
у х=0 
故 
Р(Х <1) = [10е =1-е® 
_ P(X <3,X > 2) 
Р(Х <3|Х>2) = Р(Х 52) 


р је ах ее 攻 
[ 10e'™dx 
这 说 明 电子 元 件 在 已 使 用 2 年 之 后 再 使 用 1 年 的 概率 与 它 使 用 1 年 的 概率 是 相同 
的 ， 利用 随机 变量 是 否 满足 此 无 记忆 性 也 可 判断 是 否 服从 指数 分 布 。 
3. 正 态 分 布 
设 随 机 变量 的 概率 密度 为 
Кю) = —1 аа (2-24) 
Tafa 
其 中 a,o >0 为 常数 ， 则 称 开 服从 参数 为 ever 的 正 态 分布 ， 记 作 X~N(a,o?)。 
正 态 分 布 的 分 布 函数 为 


F(#) = —1 [е (2-25) 
Ото 
fx) 和 F(x) 的 图 形 如 图 2 一 8 所 示 。 
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92-8 
容易 看 出 ， 正 态 分 布 的 概率 密度 f(x) 有 如 下 性 质 : 
(1)/(%) 的 图 形 关于 x=a 对 称 ; 
= ЕК 8 А 
(2) 0х) Е х =а 处 达到 最 大 ， БХ; 


(3)x В а Иж, f(x) 值 越 小 ， 当 * 趋向 正 负 无 穷 大 时 ,f(x) 趋 于 零 ， 即 f(x) 以 x 
轴 为 渐 近 线 ; 

(4) ща ХЕ, с 越 大 ， 则 f(x) 最 大 值 越 小 ， 即 曲线 越 矮 胖 ; о 越 小 ， 则 f(x) 最 
大 值 越 大 ， 即 曲线 越 尖 瘦 。 如 图 2 -9 所 示 ; 

(5) о 固定 ， 而 改变 a 时 ， 则 x) 的 图 形 沿 x 轴 平 黎 ， 如 图 2 一 10 所 示 。 


| 
| 


С 
Ф 














! 
т 
1 
1 
1 
1 
а 


2-9 2-10 


正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 一 个 分 布 ， 高 斯 ( Gauss) 在 研究 误差 理论 时 曾 导出 
这 一 分 布 ， 所 以 又 称 为 高 斯 分 布 。 许 多 实际 问题 中 的 变量 ， 如 测量 误差 、 人 体 身长 、 
作物 产量 、 林 中 树 高 、 零 件 尺寸 、 射 击 偏差 等 ， 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 。 进 一 步 
的 理论 研究 表明 ， 一 个 变量 如 果 受 到 大 量 微小 的 、 独 立 的 随机 因素 的 影响 ， 那 么 这 个 
变量 一 般 是 一 个 正 态 变 量 ( 习惯 上 ， 把 服从 某 某 分 布 的 随机 变量 称 为 某 某 变 量 ) 。 

车 正 态 概率 密度 中 a=0，o =1， 则 称 这 样 的 正 态 分 布 为 标准 化 正 态 分 布 ， 相 应 
的 随机 变量 为 标准 化 正 态 变量 。 

标准 化 正 态 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函 数 分 别 用 p(x) 和 B(x) 表 示 。 即 


а 
Ф(х) оре т ке (2-26) 


47 


ж-ж 随机 变量 及 其 分 布 





ПЕ; Е 
(а) = ртс ах, -%m <х < +оо (2-27) 
g(x) 是 偶 函数 ， 即 
Ф(-х) =Ф(а) (2-28) 
容易 证 明 
Ф( -х) =1-Ф(х) (2-29) 
设 Q(x) 为 标准 化 正 态 随 机 变量 X 的 超过 制 概率 ， 则 
Q(x) = Р(Х 2х) =1-P(X <x) =1- Ф(х) (2-30) 
将 式 (2-30) 和 式 (2-29) 比 较 ， 得 
Ф(-х) = Q(x) (2-31) 


附 表 二 和 附 表 三 给 出 了 p(x) 和 0(х) 的 函数 值 ， 可 以 查 用 。 
例 20 随机 变量 X~N(0,1) 分 布 , Ж: 
(DP(X< -1.4); 
(2)P( -0.1<X<1.2)。 
М (1)P(X< -1.4)=$( -1.4) =0(1.4) =0.080757 
(2)P( -0.1<X<1.2) =Ф(1.2) -Ф( -0.1) 
=1-0(1.2) -0(0.1) 
=1 -0. 11507 -0. 46017 =0. 42476 
对 于 一 般 正 态 随机 变量 X~N(a,o?)， 可 通过 下 列 关系 式 求 得 Р(х) 的 函数 值 。 





ке) 1-5) а-а 
事实 上 
1 
F(x) = [6 ==" 
_х-в 
令 上 = = 得 
r(x) = |" = а 
mT 
| 
29 - (天 9 
例 21 设 开 服 从 正 态 分 布 W(10,2) ,， 求 : 
(1)Р(7<Х <15); 


(2)d, 使 P( |X-101 <а) =0.9。 


ж (1) PO<X<15) =Е(15) -P07) =0( 1 3) (7-10) 
=Ф(2.5) -Ф( -1.5) 
=1-0(2.5) -0(1.5) 
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=1 -0. 0062097 -0. 066807 
=0. 92698 

(2) 因为 0.9 =Р(|Х-10 | <4) 
=Р( -4<х-10<а) 
=Р(10-4<Х <10 +4) 
=Е(10 +4) -Е(10 -4) 

10 +4 -10 10-4-10 

-2( 2 -2( 2 


"9-6-9 


1-4) 4) -1-) 


所 以 (5) =0.05 

查 附 表 三 得 41.645, 4=3.290 
9122 ШхХ- Ма, 0?) ЕР Х-а|<о), Р(Х -а | <2о) Р(Х -а | <За) 
м Р(|Х-а| <о) =Р(а-с<Х<а+о) 


= Е(а+с) -F(a-o) 
=2(° 人 = 
=Ф(1) -Ф( -1) 
=1-0(1) -0(1) 
=1-20(1) 
=1 -2 х0. 15866 
=0. 68268 
同 理 可 求 得 
Р(|Х-а| <20) =0. 9545 
Р(|Х-а | <3о) =0. 9973 
这 说 明 ， 随 机 变量 的 取 值 与 a 值 的 离 差 绝对 值 不 超过 о 的 概率 略 大 于 66. 7% , 
不 超过 20 的 概率 在 95% 以 上 ， 不 超过 Зо 的 概率 高 达 99. 73% 。 因 此 可 认为 的 值 
几乎 不 落 在 区 间 (a -3c,a +3c) 之 外 ， 这 就 是 著名 的 “3c 原则 ”。 在 统计 工作 中 ， 也 
常用 这 些 关系 来 判断 一 种 随机 变量 是 否 可 用 正 态 分 布 来 近似 描述 。 
#Х-№0,1), ЗНАЕМ а (0 <a<1)， 满 足下 列 关系 式 
Р(Х2и,) =а (2-33) 
的 we (8, 称 为 X 的 上 侧 a 分 位 点 。 
4. кашф 
英国 生物 统计 学 家 kK. 皮尔 逊 于 1895 ~ 1916 年 间 研 究 了 大 量 实测 资料 后 发 现 ， 
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许多 随机 变量 的 频率 分 布 图 形 都 皇 单 峰 锥 形 ， 
峰值 两 边 的 频率 逐渐 减少 ， 最 后 趋 于 与 模 轴 相 
切 ， 如 图 2 ~ 11 所 示 。 于 是 ， 他 把 这 种 形状 的 
概率 密度 曲线 的 微分 方程 概括 为 下 列 形式 : 
dy td)y ， (2-34) 
dx Ьо + bx + bx 
Ки: y = 人 zx) 为 概率 密度 函数 ， 坐 标 原点 位 于 
变量 的 平均 值 处 ; bo,b, ,bs а 
图 2-1l 将 上 述 微分 方程 积分 ， 可 以 得 到 概率 密度 
函数 y=/(x) 。 根 据 方程 (2 -34) 中 参数 ,bi ， 
6 的 数值 ， 及 二 次 方程 bo + inix+ az =0 的 根 的 情况 (等 根 、 实 根 、 虚 根 以 及 根 的 符 
号 等 ) ， 积 分 后 可 得 到 不 同 的 密度 函数 ， 共 有 13 种 型 式 ， 组 成 皮尔 逊 曲 线 能 ， 正 态 
分 布 为 其 中 的 一 型。 
皮尔 逊 曲 线 簇 适应 性 很 强 ， 计 算 又 很 简便 ， 水 文学 者 对 其 中 的 了 型 ， 丰 型 ，V 型 
三 种 进行 了 比较 深入 的 研究 。 特 别 是 第 下 型 ， 简 记 为 P -下 型 ，1924 年 福 斯 特 ( Fos- 
ter) 首先 将 它 用 于 水 文 现象 ， 以 后 得 到 各 国 水 文学 者 的 广泛 研究 ， 也 是 我 国 水 利水 电 
工程 水 文 计算 规范 中 推荐 采用 的 概率 分 布 密度 (水 文学 中 常 称 之 为 分 布线 型) 。 但 这 
并 不 意味 着 -下 型 分 布 与 水 文 现象 之 间 有 什么 物理 联系 ， 只 不 过 因为 它 与 我 国 大 部 
分 河流 水 文 资料 拟 合 得 较 好 而 已 
应 当 注意 ， 皮 尔 逊 曲线 簇 的 来 源 是 纯 经 验 性 的 ， 它 与 概率 论 理论 并 没有 直 
接 联系 。 
P-- 卫 型 分 布 的 概率 密度 函数 为 
Ма) = 0208 - а) 16 ах 0а >а (2-35) 
Р -下 型 分 布 的 概率 密度 图 形 一 般 如 图 2 - 12 所 示 。 
了 -下 型 分 布 密度 函数 的 oova,B 为 三 个 参数 ， _ 
о, ЕВИ. Га) 为 人 各 数 ， 定 义 为 ” 8 | 








(х - во 


Г(а) = [ета (2-36) 
Г 函数 具有 如 下 的 性 质 | 
Г(а+1) =аГ(а) (2-37) | 
当 a 是 正 整数 时 ， au 
Г(а+1) =а! (2-38): > Е; 
га) =1, г(;)=/= (2-39) 2-12 
ao =0 的 P- 亚 分 布 称 为 Gamma 分 布 或 一 分 布 ， 简 记 为 六 (a,B6) ， 其 密度 函数 为 
Кә) ==" в", а>0, 220 (2-40) 


a=1(B>0) 的 古 分 布 称 为 指数 分 布 ， 其 密度 函数 为 
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Ка) = Ве *",В>0, х>0 
关于 了 - 亚 分 布 的 性 质 和 应 用 ， 在 以 后 有 关 章节 中 还 要 作 进 一 步 介 绍 。 


第 四 节 ”随机 变量 函数 的 概率 分 布 


在 实际 工作 中 ， 常 常 遇 到 这 样 的 问题 ， 已 知 随机 变量 的 概率 分 布 ,，Y 是 的 函 
数 Y=g(X)， 要 求 Y 的 概率 分 布 。 例 如 ， 在 物理 学 中 ， 已 知 分子 运 动 速度 X 的 概率 


分 布 ， 要 求 分 子 动能 了 = 了 mi 的 概率 分 布 。 


一 般 地 ， 若 下 是 随机 变量 ，Y=&(X) 是 节 的 单 值 实 函数 ， 则 了 也 是 随机 变量 ， 
且 它 的 概率 分 布 可 由 无 的 概率 分 布 导出 (概率 分 布 有 时 简称 分 布 律 或 分 布 ， 是 概率 函 
数 、 分 布 列 、 分 布 函数 、 密 度 函 数 的 总 称 ) 。 
一 、 离 散 型 随机 变量 函数 的 分 布 
设 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 
Р(Х =х,) =Ppi=1,2,… 
则 Y=g(X) 也 是 一 个 离散 型 随机 变量 ， 其 可 能 取 值 为 Y=g(%) (i=1,2,…)。 
若 了 =g(%) (i=1,2,…) 的 值 互 不 相等 ， 则 由 
Р(Ү=у) =P(X=%) =p: 
可 得 了 的 概率 分 布 。 
车 Y=g(%i) (i=1,2,…) 中 有 相等 的 值 ， 则 把 那些 相等 的 合并 起 来 。 由 于 事件 


(Y= у) = «х = 4) 


则 由 概率 的 可 加 性 可 得 事件 (了 = ) 的 概率 
Р(Ү= у) = У, Р(Х = а) (2-41) 


«ба 


因此 ,了 的 概率 分 布 应 将 Yi(i=1,2,…) 中 相同 的 值 合并 ， 同 时 将 对 应 的 概率 相 加 。 
例 23 设 X 为 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 列 如 表 2 -4 所 示 。 


表 2-4 
x | -1 | о | 1 Г 2 
5 5 








Р(Х=х,) 











ЖУ=х 的 分 布 律 。 
М 显然 了 也 是 一 个 离散 型 随机 变量 ， 且 只 能 取 三 个 值 : 0,1,4。 由 于 


Р(Ү=0) =P(X =0) =Р(Х=0) -2 
P(Y=1) =Р(Х? =1) =РІ(Х= -1)U(X=1)] -2 
Р(Ү=4) =P( =4) =Р(Х=2) = 于 
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因此 ,，Y 的 分 布 列 如 表 2 一 5 所 示 。 
表 2-5 
у 0 | 1 | 4 
27 5 т г 
在 水 文 工 作 中 ， 通 常 遇 到 的 大 都 是 连续 型 随机 变量 ， 因 此 ， 下 面 着 重 讨 论 连续 型 
随机 变量 函数 的 情形 。 
二 、 连 续 型 随机 变量 函数 的 分 布 
设 X 是 连续 型 随机 变量 , 若 y =g(x) 处 处 可 导 , 则 Y=g(X) 也 是 连续 型 随机 变 
量 。 为 区 别 起 见 ，X 的 密度 函数 和 分 布 函 数 分 别 记 为 f(x) 、Fx(x)， 了 的 密度 函数 
和 分 布 函 数 分 别 记 为 f(y) 、Fy(y) 。 
下 面 分 几 种 情况 进行 讨论 。 
1.y=g(%) 是 x 的 单调 函数 
因为 y=g(x) 在 XX 的 值 域内 单调 且 连 续 ， 所 以 它 的 反 函 数 * д (у) Е, ВТЕ 
了 的 值 域内 单调 且 可 导 。 
设 y=&g(x) 单 调 增加 ， 如 图 2 - 13 所 示 ，, 在 了 的 值 域内 ,对 任意 实数 y， 事 件 
(Y<7y) 等 价 于 事件 [X<g (у) 1. 
于 是 











Fr(y) =P(Y<y) =PLX<g (7)]=Fr[ge (7)] 
从 而 了 的 密度 函数 为 


РО РКУ) = WI fe WE (2-40) 


Е Е 


ЕД 
У 





0 


| 
в y=g(z) 
| 
| 
| 





2-13 82-14 
如 果 y =&(z) 单 调 碱 少 ， 如 图 2 - 14 所 示 ， 在 了 的 值 域内 ， 对 任意 实数 y， 事 件 
(Y<y) 等 价 于 事件 [对 >g-(y) ] ， 于 是 
Fy(y) =Р(У<у) =РЇХ>е'(у)] =1-Р[Х<а'(у)] 
=1-РІХ <67'(у)]-РІХ=87'(у)1 
因为 Р[Х=в7'(у)] =0 
所 以 Fy(y) =1-P[E<g (7y)]=1-Fr[g "(7)] 
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从 而 了 的 密度 函数 为 
万 (7) =ЕКУ) = 1-8) 


= -Erle 0D)] 
= то (2-43) 
муза виниры, 8-00 <0， 所 以 式 (2 -42) 和 式 (2 -43) 可 写 为 如 下 
统一 形式 。 








ло) в) [00| 2-4) 
例 24 设 X 服 从 正 态 分 布 
Лб) = 1 248 -om <x < +0 
00 6 но 


试 求 : у= Хо, 





с 
М 670) аута, 00| = |5 =о 
由 式 (2-44) 得 
мы 
0 5 та 
1+ 
= ‚ -%ю <у< +9 
тт 
所 以 了 服从 标准 正 态 分 布 。 


称 Y= 这 种 变换 为 标准 化 变换 ， 以 后 将 看 到 这 种 变换 是 很 有 用 的 。 


事实 上 ， 如 果 随 机 变量 X 服从 正 态 分 布 ， 则 XX 的 任意 线性 函数 Y= cf +Ь, 
(ce 关 0) 仍 为 正 态 变量 ， 仅 仅 参数 不 同 而 已 。 
$125 设 随机 变量 X 具 有 连续 的 分 布 函 数 (x) ， 求 了 = РОХ) 的 分 布 函数 。 
解 
当 0<y<1 时 
Е,(у) =Р(У<у) =PLF(X) <у] 
=Р[Х<Е'(у)] =Е[Е`'(у)] =y 
当 y<0 时 
Fy(y) =Р(Ү<у) =Р[Е(Х) <y] =Р(ф) =0 
当 y>1 时 
Fy(y) =Р(У<у) =Р[Е(Х) <y] =Р(0) =1 
综合 起 来 , 了 = F(X) 的 分 布 函 数 为 
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0, y<0 
Fr(7) -| 0<у<1 
1, у>1 
与 式 (2-20) 比 较 ， 可 见 了 = F(XE) 在 [0,1] 上 服从 均匀 分 布 。 
这 一 结果 很 重要 ， 可 以 利用 随机 产生 的 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 数 y， 代 入 zx = 
F"'(y) ， 可 得 随机 变量 X 的 抽样 x， 这 种 方法 在 随机 水 文学 中 有 重要 的 应 用 。 
0126 设 随 机 变量 X 的 密度 函数 为 


(а) = ее >20 
я = 
0, х<0 


试 求 : (1)Y=2X +3; 
(2)Y=lnX 的 概率 密度 函数 。 


解 
(1)y=2x+3, x=g-'(y) -153 
аот 
у 
， Е -3 1 ру -3үз -3 
я ло? =2(222) 6° = (652) * 
Ми > 08,у 23 
— 3}? -00 
所 以 ло) - [= К 
0, у<3 
(2)y=lnx, х= (у) =е' 
ЕЕ 
% 1° 


х 取 值 大 于 0 时 ，y 的 值 域 为 ( - о, + om ) ,所 以 
Абу) =2(er)ae хе =2eoe = ю <у<+ о 
2. 一 般 情 况 
—— 先 看 一 个 例子 , 设 Y=g(X) 是 单 值 连续 函 
数 ， 但 不 是 单调 的 ， 如 图 2 -15 所 示 ，, 假定 了 
在 [a,b] 内 取 值 。 
当 y>8 时,，(Y<y) 为 必然 事件 ， 所 以 
Fy(y) = P(Y<y) =1 
当 y<a 时，(Y<y) 为 不 可 能 事件 ， 所 以 
Fr(y) = Р(У<у) =0 
当 y= В, 方程 y= g (x) 有 解 xs = 
вО), РАЖ (Усу) 等 价 于 事件 
图 2-15 (Х<х,), ЖЖ 


> 
6 
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Е,(уџ) = Р(У<у,) = Р(Х <я,) = Fr(xs) = Ра (7)] 
当 y=y, 时 , 方程 y, =g(x)， 有 3 个 解 : 
g(%1) = g(x2) = в) = у, м = ЕЕ (91), а = в 0), = 85 (0) 
此 时 ,事件 (Y<y) 等 价 于 事件 (X<x,) U(x, < 和 <xs)， 而 且 事 件 (X<x ) 与 事件 
(х,<Х<х) нж, 于 是 
Е,(у) =Р(У < у,) = Р(Х < 21) + Р(х, <X<%) 

=Е,(а1) + Р, (3) – Рх(х,) 

= Евг (5) ] + Pre 0)1 -Pre 0)] 
上 式 两 侧 对 y, 求 导 ， 得 了 的 密度 函数 为 


ав Оа) ,pf 1 бв Оз 
АО = Аай он) SE + ft 09) 48.08) 





-fr[gz 05 





dg;' (7) 
)] Ф; 


Р 
由 于 чан < 0 ， 所 以 上 式 可 写成 如 下 形式 





ИЕ 
Коа) = рать | Ч 


由 此 ， 可 引出 下 述 定理 ; 
设 随 机 变量 XX 有 密度 函数 f(x) ， Y=g(X) 是 单 值 连续 函数 ， 车 方程 y=g(x) 对 y 


ЖН жения, Врата (i=1,2,…,n)， 且 起 守 (i=1,2,…,n) 均 存在 ， 
那么 了 的 密度 函数 为 





о = ле | 02| (2-45) 


9127 设 随机 变量 XX 服从 标准 化 正 态 分 布 V(0,1)， 即 


Кх) "=. 一 om <х<+ 0 
А 
求 Y= 当 的 密度 函数 。 
, 
М y= 分 ， 有 两 个 根 x=&- (у) = + (25, Ш 


ж = в (у) = V2y, х = 8 (у) =- Vy 























所 以 | 
авг В К 
fy) =frler a ee 和 эго | 
7% К т а) 
2% тт: | dy 
| 1 a 
т ут 万 
1 -+ 24 1 二 
= ёе = 1 e’,y>0 (2-46) 
т 5] 
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即 了 服从 一 分布， 也 是 m =0，B=1，a = 水 的 P- 下 型 分 布 。 


例 28 已 知 X~N(0,1), 求 Z2=X 的 分 布 。 
М 由 例 27 知 ，Z =27， 而 了 的 密度 如 式 (2-46) 。 


р 1 
z=2y,y=8"(:) = 51 


fs) Мат | 00 





-可 全 к 


рте +20 (2-47) 
тт 
上 述 分 布 为 Gamma 分 布 了 六, 去) ， 又 称 为 自由 度 为 1 的 X 分 布 。 


下 面 简单 推 求 一 下 在 水 文学 中 讨论 较 多 的 另 两 个 分 布 密度 函数 。 

(1) 对 数 正 态 分 布 。 若 随机 变量 X ВОХ ЗС У = лах 服从 正 态 分 布 
VE 

则 称 大 服从 对 数 正 态 分 布 ， 其 密度 函数 为 





№0) = 


амер) 


Аб) = А. 9 а>0 (2-48) 


х (тоу 
式 中 : ay,0, 为 两 个 参数 。 
所 以 式 (2 -48) 称 两 参数 对 数 正 态 分 
З ау=0,4=0.1 布 ， 其 图 形 如 图 2-16 所 示 。 
ң 事实 上 , 由 X=g(Y) =е 得 , y = 
g "(x) =Inx 





|00 ре 
ах а 
所 以 

1 Е 

(= № — 

^ V2Taoy а 

1 ба-ар? 

2-16 =—е 3 x>0 
х V2noy 


上 述 两 参数 对 数 正 态 分 布 中 ， 随 机 变量 X 的 最 小 值 为 零 ， 对 于 最 小 值 大 于 零 的 
变量 不 适用 ， 因 此 又 有 采用 函数 了 = In(X -6) 作 变换 函数 得 到 的 三 参数 对 数 正 态 分 
布 ， 其 密度 函数 为 
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= м = 
fr(x) yo = ,x>b (2-49) 

(2) 克 里 茨 基 - 门 克 尔 分 布 。 若 随 人 
机 变量 臣服 从 一 分 布 有 (aa)， 其 密 之 10 
度 函数 为 人 


fr(x) = а>0, х>0 


(2-50) 


В У=ах’, ДУНЕ ЗЕ ГУЕ 
尔 分 布 ， 简 称 克 - 门 (K- М) 分 布 ， 如 
图 2 -17 所 示 。 其 密度 函数 为 











м) 0—5 
а*Г(а) 
事实 上 ， 因 为 

у= az 
$ ат {- 
所 以 870) =() ,2 -二 (十 ) 
Ри ОО 

于 是 ло) =ты (> | е 2(2) 
„ин, зо 


аа) 
К-М 分 布 在 前 苏联 被 广泛 应 用 。 我 国 水 文 工 作 者 也 对 它 作 过 大 量 研究 ， 认 为 对 
我 国 北方 某 些 河流 拟 合 较 好 。 


я м 
2-1 СИНА ВЕ ТЖ? 
(1)Р(Х =) =сі, (Е =0,1,2,3,---), А>0 
(2)Р(Х =) =, (k=1,2,.…,N) 
2-2 设 随机 变量 的 分 布 律 为 
P(X=k) - +, k=1,2,3,4,5 


Ж: 
(1)P(X=1 或 X=2); 
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(ФР <<) 

(3)Р(1<Х=2). 

某 运动 员 投篮 命中 的 概率 为 上 =0.2， 求 ”次 投篮 中 ， 命 中 次 数 的 概率 分 布 。 
某 盒 中 有 5 个 纪念 章 ， 标 号 为 1,2,3,4,5， 从 中 任 取 3 №, Яхт 
的 最 大 号 码 ， 求 的 概率 分 布 。 

设 某 批 温 度 表 的 正品 率 为 3/4， 次 品 率 为 /4， 现 对 这 批 温 度 表 进 行 检 测 ， 只 
要 测 得 一 只 正品 就 不 再 继续 测试 ， 试 求 测试 次 数 的 分 布 律 。 

在 15 只 同类 零件 中 有 2 只 次 品 ， 在 其 中 抽取 3 次 ， 每 次 抽 1 只 ， 取 后 不 放 回 ， 
以 了 表示 取出 的 3 只 中 所 含 次 品 的 个 数 ， 求 的 概率 分 布 并 画 出 分 布 函数 的 
图 形 。 

在 相同 条 件 下 对 目标 独立 地 射击 5 次 ， 若 每 次 射击 命中 概率 为 p=0.6， 求 : 
(1) 目标 被 命中 2 次 的 概率 ; 

(2) 目标 至 少 被 命中 4 次 的 概率 ; 

(3) 目标 至 多 被 命中 3 次 的 概率 ; 

(4) 目标 至 少 被 命中 1 次 的 概率 。 

在 汽车 经 过 的 路 上 有 4 个 交叉 路 口 ， 设 在 每 个 交叉 路 口 碰 到 红 灯 的 概率 都 是 
P， 且 各 路 口 的 红绿灯 是 相互 独立 的 。 求 汽车 停止 前 进 时 ， 已 通过 交通 路 口 个 
ЖХ ЛАБ] 

每 次 射击 命中 目标 的 概率 为 0. 2， 必 须 进行 多 少 次 独立 射击 ， 才 能 使 至 少 命中 
一 次 的 概率 不 小 于 0.9? 

某 电 话 交换 台 ， 每 分 钟 的 呼唤 次 数 允 服从 A =4 的 泊 松 分 布 ， 求 每 分 钟 恰 有 3 
次 呼唤 的 概率 。 

设 X 服 从 泊 松 分 布 ， 且 已 知 P(X=1) =Р(Х=2), Р(Х =4). 

电子 计算 机 内 装 有 2000 个 电阻 ， 每 个 电阻 损坏 的 概率 P =0.0005， 各 电阻 是 否 
损坏 是 互相 独立 的 ， 若 有 一 个 电阻 损坏 ， 计 算 机 即 停止 工作 ， 求 计算 机 停止 工 
作 的 概率 (用 泊 松 定理 ) 。 

设 随机 变量 К 服从 均匀 分 布 U[0,10] , 求 方程 x** + Kx +1 =0 有 实 根 的 概率 。 
ВК (х) =1Ит(1 а?) ЯЕЖЕ (1) (-®,®); (2)(0,+m); (3)( -* ‚0) № 
否 为 某 随机 变量 的 概率 密度 ? 

证 明 函 数 


Ак) = те, -ю <= <+9 
是 一 个 概率 密度 函数 ， 并 求 《的 分 布 函数 。 


设 随机 变量 的 概率 密度 为 
4 


ло ра 


0, |x|=1 


1х | <1 


试 求 : 





2-24 
2-25 
2-26 
2-27 


2-28 


(1) 常 数 4; 
(2)P( 1х1 <): 
(3) Х ТЕЕ. 
设 随 机 变量 X 的 分 布 函 数 为 
0, x<0 
F(x) = 0 <x<1 
1; “>1 
试 求 : 
(1) 常 数 4; 
(2)P(0.3<X<0.7); 
(3)X 的 概率 密度 。 
设 随机 变量 XX 的 分 布 函 数 为 
А - е", х>0 
Е(х) = | 
0, х<0 
试 求 ; 
(1) 常 数 4; 
(2)Р(Х<2); 
(3)P(X>3)。 
设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 /(x) 具 有 对 称 性 ， 即 f(-x) =f(x)， 试 证 对 任意 
а>0, 有: 


(CDF(-a) =1- F(a) = 4 - 0) 4; 


(2)Р(|х| <а) = 2Е(а) – 1; 
(з)Р([х| 2а) =2[1 -F(a)]。 
设 X~N(0,1)，, 求 (1)P(X<2.5); (2)Р(|Х|<1. 55); (3)P(|X|>2.0)。 
ЕХ ~ №(10,22), 求 (1)P(X<9); (2)P(7<X<12); (3)P(X>13) 。 
Е Х ~ (300,352), 求 4 使 P( |Х-300 | <d) =0. 8。 
设 测量 某 一 距离 时 的 偶然 误差 X~N(0,4*) 分 布 , Ж: 
(1) 误 差 绝 对 值 不 超过 3 的 概率 。 
(2) 反 复 3 次 独立 测量 中 ， 至 少 有 一 次 误差 绝对 值 不 超过 3 的 概率 。 
设 X~N(5,22) 分 布 , 求 C 使 P(X<C) =P(X=C)。 
设 a =0. 01， 求 标准 化 正 态 分 布 的 上 侧 a 百 分 位 点 и, о 
已 知 X~N(3,5?) Н P(X>x) =0.10, 求 x。 
某 工厂 生产 的 晶体 管 的 寿命 X( 小 时 ) 服从 (160,00?) 分 布 ， 若 要 求 
Р(120<Х <200) =0.8， 问 允许 e 最 大 为 多 少 ? 
随机 变量 的 密度 函数 为 
хе", х20 


fx) = | 
0, 


х<0 


59 


第 二 章 随机 变量 及 其 分 布 





求 : 
(1)Y=e’; 
(2)Y=3 -2X; 
(3)У=х 的 密度 函数 。 
2-29 ХХ - 010,1], 求 Y= -2InX 的 密度 函数 。 
2-30 设 X~N(0,1) Ф: 
(1)У=е”; 
(2)У=2Х? +1; 
(3)Y= | 天 | 的 密度 。 
2-31 电源 电压 在 不 超过 200V，200 ~ 240V， 超 过 240V 三 种 状态 下 ， 元 件 损坏 的 概率 
分 别 是 0. 1，0. 001 #10.2, ВЕНЕ Х ЛЕА №(220,25°), Ж: 
(1) 元 件 损坏 的 概率 a; 
(2) 元 件 损坏 时 ， 电 压 在 200 ~240V 间 的 概率 В. 
2-32 测量 圆 的 直径 , 设 其 近似 值 在 区 间 (a,5) 内 服从 均匀 分 布 (a >0,5 >0) ， 求 圆 
面积 的 概率 密度 。 
2-33 设 随 机 变量 X~N(a,o?) 分 布 ， 试 证 了 的 线性 函数 Y=cX +d 也 服从 正 态 分 布 。 
2-34 在 хоу ШИ, 通过 点 (0,1) 作 任意 直线 , 设 该 直线 与 ox 轴 的 交角 为 
6(0<9<T) ， 交 点 为 (4,0) ， 求 此 直线 在 х 轴 上 截 距 ОА 长 度 开 的 概率 密度 
[提示 : 8 在 (0,r) 上 服从 均匀 分 布 ] 。 
2-35 在 A4BC 中 任 取 一 点 P， 已 到 4B 的 距离 为 X， 若 4B 上 的 高 为 h， 求 X 的 分 布 
函数 。 
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第 一 节 ”多 元 随机 变量 与 联合 分 布 


一 、 多 元 随机 变量 
在 第 二 章 中 ,讨论 了 用 一 个 随机 变量 来 描述 随机 试验 的 结果 。 但 是 ， 在 实际 问 
题 中 ， 有 些 随 机 试验 的 结果 仅 用 一 个 随机 变量 来 描述 往往 是 不 够 的 ， 需 用 两 个 或 两 
个 以 上 的 随机 变量 来 共同 描述 。 例 如 ， 打 计时 ， 如 只 观察 击 中 的 环 数 ， 则 用 一 个 随 
机 变量 来 描述 就 够 了 。 但 如 果 观 察 弹 着 点 的 位 置 ， 则 需 用 平面 直角 坐标 系 中 的 两 个 
随机 变量 一 一 弹 着 点 的 横 坐 标 X 和 纵 坐 标 7 来 描述 (或 极 坐标 系 中 的 极 径 R 和 极 角 
9 来 描述 ) ，X 与 Y 的 不 同 取 值 ， 表 示 不 同 的 随机 事件 ， 即 不 同 的 弹 着 点 。 再 例如 ， 
考察 钢 厂 炼 出 的 每 炉 钢 中 ， 钢 的 硬度 、 含 碳 量 和 含 硫 量 ， 就 要 用 三 个 随机 变量 X， 
Y,Z 来 描述 ， 这 里 六 代表 硬度 ，Y 代表 含 碳 量 ，Z 代表 含 硫 量 。 在 水 文 工 作 中 ， 观 
测 某 流域 各 次 洪水 的 洪峰 流量 和 洪 量 ， 记 录 某 地 每 年 的 年 降水 量 、 降 水 天 数 、 最 
高 气温 和 最 低 气 温 等 ， 都 须 由 多 个 随机 变量 来 共同 描述 。 值 得 注意 的 是 ， 这 些 随 
机 变量 之 间 又 有 某 种 联系 ， 因 而 需要 把 这 些 随 机 变量 当 作 一 个 整体 ( 即 向 量 ) 
来 研究 。 
定义 设 0 是 随机 试验 的 基本 空间 ， 若 对 于 试验 的 每 一 个 可 能 结果 о е0, 
Х, =Х, (6) , Х, =Х, (4) ,… ,XX =X,(w) 是 定义 在 人 2 上 的 随机 变量 ， 则 由 它们 构成 的 
整体 (和 ,Xs,…,X,) 称 为 n 元 ( 维 ) 随机 变量 (或 称 随 机 向 量 )。 当 n==2 时 ， 称 
(Х, ,Xi，…,X,) 为 多 元 随机 变量 或 多 维 随机 变量 。 
打靶 时 的 弹 着 点 (X,Y) 是 二 元 随机 变量 ,每 炉 钢 的 基本 指标 (X,Y,Z) (硬度 ， 含 
碳 量 ， 含 硫 量 ) 是 三 元 随机 变量 。 
与 一 元 随机 变量 的 情形 类 似 ， 多 元 随机 变量 也 主要 分 为 离散 型 和 连续 型 两 大 类 。 
二 、 联 合 分 布 
分 布 函数 F(x) 描述 了 一 元 随机 变量 的 统计 规律 。 类 似 地 ， 用 联合 分 布 来 刻画 多 
元 随机 变量 的 统计 规律 。 
定义 ” 设 (X,X,，,…,X,) 为 n 元 随机 变量 ,% ,x,，,…,x, 是 nn 个 任意 实数 ， 则 称 
Е(х, ,x2,.°°° ,2%,) =Р(Х, <х,,Х, <х, ,KX <х,) (3-1) 
为 n 元 随机 变量 (Xi „Х,,---,Х,) 的 联合 分 布 函数 ， 简 称 联合 分 布 或 分 布 函 数 。 
下 面 主要 讨论 二 元 随机 变量 。 关 于 二 元 随机 变量 的 讨论 ,不 难 推广 到 n(n >2) 元 
随机 变量 的 情况 。 
对 于 二 元 随机 变量 (X,Y) ， 分 布 函数 可 写 为 
F(x,y) =P(X<x,Y <y) (3-2) 
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如 果 将 二 元 随机 变量 (X,Y) 看 成 是 平面 上 随机 点 的 坐标 ， 那 么 ， 分 布 函数 
F(x,y) 在 (x,y) 处 的 函数 值 ， 就 是 随机 点 (X,Y) 落 在 如 图 3 一 1 所 示 的 以 点 (%,y) 为 顶 
点 的 左下 方 无 穷 矩 形 域内 的 概率 。 

当 已 知 二 元 随机 变量 (下 ,7) 的 分 布 函数 F(x,y) 时 ， 对 任意 如 >а, >, Ж 

Р(х <Х <х,,у, <У<у,) = Е(х,,у,) – Р(х,у.) – Е(,,у1) + Р(ж sy) 
(3-3) 





图 3-1 3-2 


2003-3) 可 以 由 图 3 -2 明显 地 看 出 ， 随 机 点 (下 ,了 ) 落 在 矩形 (z <Х <а,, 
71Y<y,) 中 的 概率 ,等 于 落 在 4 点 左下 部 分 的 概率 F(x,,y,)，, 减 去 落 在 也 点 的 左下 
部 分 的 概率 F(x ,y,) ， 再 减 去 落 在 С 点 左下 部 分 的 概率 F(x,,y,)， 再 加 上 落 在 D 点 
左下 部 分 的 概率 F(x ,yi ) 。 

ЖЖ Р(х =Х <х, ‚у, <У<у,) >0， 由 式 (3 -3) 可 知 : 对 任意 x, >, У, >, 
下 列 不 等 式 成 立 

F(x2,72) – Е(ж,у,) — Е(ж,,у,) + Р(ж,у,) 20 (3-4) 
与 一 元 的 情形 相 类 似 ， 分 布 函数 Р(х,у) 具有 下 列 性 质 : 

(D0<R(z,y) <1l。 有 lim Р(х,у) =0, lim Р(а,у) =0, lim P(x,y) =0, 
lim F(x) =1。 

这 四 个 式 子 ， 常 简 记 为 F( -%,y) =0, F(x,-%)=0, F(-%,-%)=0, 
F(+%m,+%)=1, 

(2)F(x,y) 是 变量 x у 的 不 减 函 数 。 

对 任意 固定 的 x， 当 y, > В}, 有 

Е(х,у,) > F(x,y,) 
对 任意 固定 的 y， 当 x, >x 时， 有 

F(x2,7) 2 F(x ,7) 
Ща, >к, у, >у, 时， 有 

F(x2,72) 2 Е(ж,у,) 
(3)F(x,y) 是 关于 x 或 y 的 左 连续 函数 ， 即 

F(x –0,у) = F(x,y), F(x,y -0) = Е(х,у) 

其 中 ,x -0 表示 x 从 左 侧 向 右 趋 于 0，y -0 表示 y 由 下 向 上 趋 于 0。 
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三 、 二 元 离散 型 随机 变量 

如 果 二 元 随机 变量 (X,) 的 所 有 可 能 取 值 是 有 限 对 或 可 列 无 限 对 时 ， 则 称 (X,Y) 
为 二 元 离散 型 随机 变量 。 

对 于 一 元 离散 型 随机 变量 ， 概 率 函 数 或 分 布 列 完善 地 描述 了 统计 特性 ， 它 不 仅 指 
出 了 随机 变量 的 一 切 可 能 取 值 ， 而 且 还 给 出 了 所 有 可 能 取 值 的 概率 。 类 似 地 ， 对 二 元 
离散 型 随机 变量 ， 也 可 用 联合 概率 函数 或 列 联 表 来 描述 ， 称 X=x;,Y=y, 同 时 发 生 的 
概率 

Р(Х =х,У=у,) = р, i =1,2,.; j=1,2,. (3-5) 

ОХ, У) 的 联合 概率 函数 或 联合 分 布 律 。 

将 联合 概率 函数 用 表 3 -1 的 形式 列 出 ， 通 常 称 之 为 列 联 表 。 


























表 3-1 
7 5 

л РА ры А 5 m= Уру 

х 7 
а Ра Рд | ах р ее Mer У Piy 
а Рал Рза Ру р. Уһ, 

Г 

а Г Piz ру р. У Ру 

ру = Урра = Er ра = Ура ај ру = Уру ее 1 























表 中 第 一 列 为 随机 变量 X 的 一 切 可 能 取 值 ， 第 一 行为 了 的 一 切 可 能 取 值 。 
ру =P(X=xi,Y=y)) 。 显 然 联合 分 布 律 具有 下 列 两 条 基本 性 质 : 
CDPu>0， 1i=1,2， 7=1.2，。 
озу, Ў. = 
关于 表 3 -1 中 最 下 边 一 行 和 最 右边 一 列 的 含义 ， 将 在 下 一 节 中 作 介绍 。 
根据 分 布 函数 的 定义 ， 二 元 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 为 
Е(х,у) = DPX = x,Y = уу) (3-6) 


例 1 在 五 个 产品 中 有 两 个 是 正品 ， 每 次 从 中 任 取 一 个 检验 其 质量 ， 若 不 放 回 地 
连续 抽取 两 次 ， 用 =0 表示 第 次 取 到 正品 ，X, =1 表示 第 大 次 取 到 次 品 , 上 =1,2， 
试 写 出 (XX, ‚Х,) 的 列 联 表 。 

解 


Р(Х, =0,Х, =0) =Р(Х, =0)Р(Х, =0 [Х, =0) =2х 
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Р(Х, =0,Х, =1) =2 3-8 


Р(Х, -1Х, =0) =2х2-=8, 
Р(Х, =1,Х, =1) = 2-8 


ВИД (Х,,Х, ) 的 列 联 表 如 表 3 -2 
所 示 。 

四 、 二 元 连续 型 随机 变量 

与 一 元 连续 型 随机 变量 的 定义 相 
似 , 设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 
Ж Р(х,у), ТЕЗЕ (х,у), 
使 对 任意 实数 *,y， 有 














F(z) = ff Ладу (3-7) 

则 称 (X,Y) ОЗЕН ЖА УМЕН Х,У) НЕ 
密度 函数 ， 简 称 联合 密度 或 密度 函数 。 

注意 式 (3 -7) 中 x,y 的 不 同 含义 ， 该 式 表 示 F(x,y) = |" [Ли диво 

联合 密度 (x,y) 具 有 下 列 性 质 

性 质 1 Акуу) >0 (3-8) 

性 质 2 三 万 Kzrardr =а (3-9) 

任意 一 个 具有 上 述 两 条 性 质 的 二 元 函数 .Kx,y) 都 可 能 为 某 二 元 随机 变量 的 联合 


度 。 
性 质 3 对 任意 平面 区 域 p， 有 
PL(X,Y) є) = fxs) дхду (3-10) 
р 


在 几何 上 ， z=f(x,y) 表 示 位 于 oy 平面 上 方 的 曲面 ， 如 图 3 -3 所 示 。 性 质 2 说 
明 该 曲面 与 xoy 平面 间 所 夹 的 全 部 体积 等 于 1， 性 质 3 说 明 随机 点 (X,Y) 落 在 zoy 平 
面 上 任意 区 域 D 中 的 概率 等 于 以 D 为 底 、f(x,y) 为 顶 的 柱 体 的 体积 。 

性 质 4 ДУС, М 

РЕ.) ау) (3-1) 


дхду 
#2 设 二 元 随机 变量 的 密度 函数 为 
ии Г +19, 0<x<1, 0<у<2 

0, 其 他 
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图 3-3 


Ж(Х,У) ЧЕК х +у>1 内 的 概率 。 
М 如 图 3-4， 所 求 概率 为 


Р(Х+У 1) = ре» 
е + Тау) drdy 


"е +) 
П 
例 3 设 (X, 的 联合 密度 函数 为 
—(2=+3у) 
Казу) = м ‚х>0,у>0 
о, 其 他 
求 (1) 常 数 4; (2)(X,I) 的 联合 分 布 函 数 P(z,y); (3)P( -1<X<1，-2<Y<2)。 
解 (1) 由 联合 密度 的 性 质 2 可 知 
1=[ [ау drdy = А [edxdy = А7 еа [еду = 4 
所 以 4=6。 
(2) 当 x>0, y>0 时 
Fx) = Јесу) ardy = 6f earf evdy = (1 -oe*)(1 еә) 
当 x<0, 或 y<0 时 , f(x,y) =0 
Р(х,у) = [| асу) ёду =0 
综 上 得 
-е* -е%), х 
(х,у) -位 )(1-e™), x>0,y>0 
о, 其 他 
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(3) 

P(-1<X<1,-2<Y<2) =F(1,2) -F( -1,2) -F(1, -2) +F( -1, -2) 
=(1-е-?) (1-е7%) -0-0+0 
=(1-е72)(1-е7%) 

例 4 设 (X,Y) 的 密度 函数 为 


Е Е 0<x<1,0<y<2 
0， 其 他 
求 X 与 Y 中 至 少 有 一 个 小 于 二 的 概率 。 
> 解 如 图 3 -5 所 示 ， 若 随机 点 (X, 了 ) 落 在 图 中 阴影 
2 区 域 也 中 ， 则 天 与 了 中 至 少 有 一 个 小 于 才 。 于 是 所 求 概 
1.5 率 为 


РЕСХ,У) єр) = 人 Kx,y)dzdy 
8 


2 -Ja 20291-2) 


5 
三 => 
在 第 二 章 中 曾 讨论 过 ， 如 果 一 元 随机 变量 存在 区 间 


Га, Б) (长度 1=5b -a) 上 服从 均匀 分 布 ， 则 X 的 分 布 密 





е) 

| 

е 
в 


度 为 
1, аа 


о, 其 他 
类 似 地 ， 若 二 元 随机 变量 (X,Y) 在 区 域 C( 面 积 为 4) 上 服从 均匀 分 布 ， 则 (X,Z) 的 联 
合 分 布 密度 为 


Кә) = | 


1 
д’ (=) еб (3-12) 


f(x,7) = | 
0， 其 他 

反之 ， 若 (X,7) 的 联合 密度 如 式 (3 -12) ， 则 称 (X,Y 了 ) 在 区 域 C 上 服从 均匀 分 布 。 

ЖЕ, ШОХ, ЮКЕ С 上 服从 均匀 分 布 ， 则 其 联合 密度 在 G 上 为 一 常数 ， 
利用 联合 密度 的 性 质 2， 即 可 得 式 (3 -12)。 

例 5 《第 一 章 例 17) 设 两 人 相约 ТЬ 内 在 某 地 会 面 ， 先 到 者 等 候 另 一 人 0. Sh， 过 
时 就 离 去 。 如 果 每 人 可 在 所 指定 1h 内 的 任 一 时 刻 到 达 ， 并 且 两 人 到 达 的 时 刻 是 彼此 
无 关 的 ， 试 求 两 人 能 会 面 的 概率 。 

解 设 X 和 YY 分别 表示 两 人 到 达 的 时 间 ， 由 题 意 可 知 ， 二 元 随机 变量 (X,Y) 在 如 
图 1 -9 所 示 的 正方 形 区 域 上 服从 均匀 分 布 ， 根 据 式 (3 - 12) ， 其 联合 密度 f(x,y) 为 
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1, 0<x<1,0<y<1 


xy) = | 
о, 其 他 
其 中 X,Y 的 单位 均 以 小 时 计 。 


两 人 能 会 面 的 充 要 条 件 为 1X -了 |< 寺 ， 于 是 
Р(х) ров 


3 
= 7 lah = 于 
这 个 结果 与 用 几何 方法 计算 的 结果 是 相同 的 。 
916 设 随 机 变量 (X,Y) 在 和 矩形 区 域 a<x<b，c<y<4d 内 服从 均匀 分 布 ， 求 : 
(1) (X,Y) 的 联合 密度 ; 
(2) (X,Y) 的 分 布 函 数 。 
解 (1)(X,Y) 在 矩形 区 域 a<x<b,，c<y<d 上 服从 均匀 分 布 ， 矩形 区 域 的 面 
Ж(Ь-а) (4-с), 利用 式 (3 一 12) 即 可 得 其 联合 密度 。 
1 
Wy (T5005 Ep 25), asx<b,c<y<d 
0, 其 他 
(2) 按 分 布 函数 的 定义 
Р(х,у) = [|| Лана 


故 , 当 x < a 或 y<c 时 
fx,y) =0 F(x,y) =0 
当 a<x<b,c<y<d 时 


рр 1 (х -а) (у - с) 
к) = [ута ауе = 829929 


当 x>b, c<y<d 时 
C 


人 EE: A 
(у) - [1 а) (а 4-с 
当 a<x<0，y>d 时 








到 1 ж-а 
Е(=,у) = [dy 和 
当 x>b, y>d 时 


к) = [[ ala =1 
归纳 上 述 各 式 得 
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0, хаз ус 
Ха-а) (у-с) 

(6 -а)(4 - с)’ 

F(x,y) = 427 х>Ь, с<у<а 


а<х<, с<у<а 





В a<x<b,y>d 


З x>b,y>d 


第 二 节 边 际 分 布 


一 、 边 际 分 布 

定义 设 F(x,y) 是 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 ， 则 分 别称 
Fx(x) = Р(Х <х) = Р(Х <х,ү<+ о) = F(x,+%) (3-13) 
Е, (у) = Р(Ү <у) = Р(Х<+ә,Ү <у) = Е(+ә,у) (3-14) 


为 F(x,y) 关 于 X 和 YY 的 边际 分 布 函 数 。Fx(*) 简 称 为 X 的 边际 分 布 ， Fy(y) 简 称 为 Y 
的 边际 分 布 。 有 时 为 了 简便 ， 常 用 Р, (х), 、F,(y) 分 别 表示 外 与 Y 的 边际 分 布 。 边 际 
分 布 又 称 为 边缘 分 布 或 边沿 分 布 。 

从 几何 意义 上 看 ， 边 际 分 布 Fr(x) 和 Fy(y) 分 别 表示 (X,Y 了 ) 落 在 如 图 3 -6 (а), 
(b) 所 示 的 阴影 部 分 的 概率 。 


| 














=== 
нү 








3-6 


二 元 随机 变量 边际 分 布 的 概念 也 可 推广 到 п 元 随机 变量 的 场合 。 
车 nn 元 随机 变量 (XX ,X,,…,X,) 的 联合 分 布 函 数 为 F(x,x,,…,x,)， 则 
(Х, „Х, ，… ,XX,) 的 k(1<<k<n) 元 边际 分 布 函数 也 随 之 确定 了 。 例 如 (X, ,Х, ,---,Х,) 
Ху, (Х,,Х,), (Х,,Х, „Х, ) ВИЖ 
Р, (а) =Е(ж, +0, +90, 5, +оо) 
Ед, (1002) = (жи „хь, +9, +m ,ee 
Рух, (1,2523) = F(x ,Xs Xs +90, +P, +оо) 
二 、 二 元 离散 型 随机 变量 的 边际 概率 与 边际 分 布 
设 (X,7) 是 二 元 离散 型 随机 变量 ， 其 联合 概率 函数 为 
P(X=%;, Y=y,) =piy, #=1,2,---; ј=1,2,-- 
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则 称 
е аа 0) = Ўра (3-15) 
为 X 的 边际 概率 , 常 记 作 pi. ， 
р.= Ур, 
РҮ =) = ЎРО =, =) = Ўр (3-16) 
Ўр ҮЭ, ЖЕ ру, 即 
ру= Ур; 


二 元 离散 型 随机 变量 的 边际 概率 通常 列 在 列 联 表 中 的 最 下 边 一 行 和 最 右边 一 列 ， 
所 以 称 为 边际 概率 , 见 表 3 -1。 


容易 理解 = Ep Хр =1 

根据 边际 分 布 的 定义 ， 对 二 元 离散 型 随机 变量 (X， У), 其 边际 分 布 函 数 为 
Fr(x) = Р(Х <х) = У Р(Х) (3-17) 
Fy(y) =Р(Ү<у) -et- ») (3-18) 


$17 ЖИП Х,, х. 的 边际 概率 与 边际 分 布 函数 。 
解 利用 式 (3-15) 及 式 (3 -16) 分 别 求 ЖХ, 的 边际 概率 , 并 将 它们 列 在 表 
З -3 的 最 右边 一 列 和 最 下 边 一 行 。 














1 2 3- 
Р(Х, =0) =10+10=5 а22 
17 
рох, 21) 23.43.23 х, 
10*1025 0 | 1 | 3 | 2 
10 10 Е] 
123752 3 3 3 
Р(Х, =0) = 6+16== 1 3. + |+ 
3.3 4 і си : 
-3.3 3 - 
Р(Х, =1) =10+10=5 
ВЫ, Х, 的 分 布 列 如 表 3 -4 所 示 。 
表 3-4 ща <0 В 
Еу (21) =0 








з 当 0 <х, <1 时 
р, 2 3. 2 
Е | созмо -全 
当 x >1 时 
Е, (x1) =Р(Х, =0) +P( =1) = =1 
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综合 起 来 ， 可 得 X, 的 边际 分 布 函数 为 


ь 1, х>1 
三 、 二 元 连续 型 随机 变量 的 边际 密度 与 边际 分 布 
设 (X,Y7) 为 二 元 连续 型 随机 变量 ， 其 联合 分 布 函数 和 联合 概率 密度 分 别 
为 F(x,y), х,у) 


则 
Р(х) = P(X <я) (а, +=) = [ууу] е 
= [лов (3-1) 
称 ле = Ју) (3-20) 


为 随机 变量 X 的 边际 分 布 密度 函数 或 边际 概率 密度 ， 简 称 边际 密度 。 


Ру) = РКУ < у) = (+ езу) = | [суа] 


= ло) (3-21) 
称 
ло) = [Ладак (3-22) 
为 随机 变量 了 的 边际 分 布 密度 函数 。 
98 ”如 图 3 一 7 所 示 ， 设 (X,Y) 的 联合 密度 为 
2, 0<x<y<1l 
Кау) = р ре 
求 其 边际 分 布 密度 f(x) , ЛО) 


解 当 0<x<1 时 


Ао) = [Лара = аву = 2 -2x 
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ал 取 其 他 值 时 ， 显然 fx(*) =0， 综 上 得 


2 -2x, 0<х<1 
ло = | 
о, 其 他 
同样 可 得 
2y, 0 1 
ко) = а 
0， 其 他 


若 (X,,X,，,…,X,) 为 具有 联合 密度 f(x ,x,，,… ,%,) 的 连续 型 随机 变量 ， 则 Х, 的 边 
际 密度 为 


Л) = В Е (3-23) 


第 三 节 条 И 分 布 


由 随机 事件 条 件 概率 的 定义 ， 我 们 可 以 定义 随机 变量 条 件 分 布 的 概念 。 设 (X,Y) 是 
二 元 离散 型 随机 变量 ， 其 联合 概率 函数 为 
P(X = х,у = у) = PE= 12 了 7= 12， 
№ P(X=%,) >0, 则 称 
с. соу РС =ж,У =7,) р 
РУз уха) = = 
ЕЖЕ Х =, 下 随机 变量 了 的 条 件 概率 函数 。 
称 ЕУуЇХ =) = Р(Ү<УуіХ =) 
= У Р(Ү = yx =), = 1,2, (3-25) 


ЖЕ Х-х 条 件 下 ,了 的 条 件 分 布 函数 。 
МЕ, #2 Р(У=у) >0， 则 称 
P(X = xi,Y = у) 

Р(Х = х|Ү= у) = РЕ) 
为 在 条 件 Y=y, 下 随机 变量 X Иж, 
称 Е(х|У = уу) = Р(Х <а|Ү= у) 
= У Р(Х = |У = уу), ј = 1,2,. (3-27) 
为 在 Y=y; ЖЕ, Х 的 条 件 分 布 函 数 。 
例 9 设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 见 表 3 -5。 
求 X=0.4 时 了 的 条 件 分 布 函数 。 з 5 
М 先 求 X=0.4 时 的 边际 概率 ， 
由 式 (3 – 15)4$ 
P(X=0.4) =0. 15 +0.30 +0.35 
=0. 80 





РЕ j= 1,2, (3-2) 





= 7 了 =12… (3-26) 
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再 按 式 (3 -24) 计算 条 件 概率 


P(Y=2|X=0.4) =- 5-04) 208716 


Е Р(Х =0.4,У=5) _0.30 
Р(Ү=5 |Х=0.4) = 50-04) "08 = 
Е _Р(Х=0.4,У=8) 0.35 7. 
P(Y=8|X=0.4) =- 0.4) 208216 

由 式 (3 -25) 即 可 求 得 和 =0.4 时 了 的 条 件 分 布 函数 





0, у<2 
3 
=, 2<у=5 
F(y|lX= 0.4) = 16 
16° 5<у<8 
1, у>8 
由 条 件 概率 函数 的 定义 可 知 


Р(Х =х;,Ү=у;) =Р(Х=х,)Р(У=У, [ІХ =) 
=Р(Ү=у;) Р(Х =х, | Ү=уу), 1=1,2,...; ј=1,2, (3-28) 

对 于 连续 型 随机 变量 (X,Y) ， 由 于 对 任何 实数 x 及 y， 均 有 РОХ = х) =Р(У=у) 
=0， 所 以 不 能 直接 像 离散 型 随机 变量 那样 去 讨论 条 件 分 布 ， 可 以 先 考虑 随机 变量 取 
值 于 任意 小 区 间 上 的 条 件 概率 ， 然 后 用 极限 方法 处 理 。 

设 (X,Y) 为 二 元 连续 型 随机 变量 ,其 联合 分 布 密 度 为 /(x,y) ,XX 与 Y 的 边际 分 布 
密度 分 别 为 (x), fy(7)。 若 P(x<X<x+Ax) >0， 则 

P(Y <y|lx<X <x+Ax) = P(x<X<r+AxY <у) 


P(x<X<x+Ax) 


а 
[лода 
= (3-29) 
[лов 
ВИ, МИЛЕН УЕБ Х = 条 件 下 的 条 件 分 布 函数 Fy(y |x) 为 
Е,(у|х) = limP(Y <y|lx<X <x+Ax) 
[лера 
= іт === (3-30) 
、 [лое 
利用 积分 中 值 定理 
| fxs) dy 
Р,(у |а) = Ва Аа) — 
式 中 x<z <x+Ax, хх, <х+ Ах. Щ ДОН, x, Их, Р х, ВО 
[деда Ла, 
Pr = ру = |. = [ло (3-31) 
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式 中 


f(y |x) -fs (3-32) 


ЖХЛЕВЯХ =х 条 件 下 工 的 条 件 概率 密度 函数 ， 或 称 条 件 分 布 密度 、 条 件 密度 。 
同 理 , 已 知 Y=y ЖИТ, XX 的 条 件 密度 fi(x у) 及 条 件 分 布 函 数 Pr(x | у) 
别 为 


x|y) = 0) Е 
А15) FO) (3-33) 
Р(х 15) = [| Лада (3-34) 
0110 在 例 8 中 , 求 X 与 Y 的 条 件 分 布 密度 。 
м Al «0 = 二 = 也 .0o<x<y<l 
19) 050) =. 3..0 < <у<1 


由 条 件 密度 函数 的 定义 ， 还 可 得 到 
fx,7) = fr(x)fy(y |=) = fr(7)fr(x1y) (3-35) 
М8, 9] 10 可 以 看 出 ， 一 般 的 条 件 密度 函数 并 不 等 于 相应 的 边际 密度 函数 ， 
其 原因 就 是 构成 二 元 随机 变量 的 两 个 随机 变量 ， 它 们 的 取 值 是 密切 相关 的 。 但 是 ， 也 
存在 着 随机 变量 间 的 取 值 互 不 影响 的 情形 ， 这 就 是 下 节 将 要 介绍 的 随机 变量 相互 独立 
的 概念 。 


第 四 节 随机 变量 的 独立 性 


在 第 一 章 介绍 了 事件 独立 性 的 概念 ， 而 引入 随机 变量 用 以 刻画 随机 事件 后 ， 很 自 
然 地 可 将 事件 独立 性 的 概念 推广 到 随机 变量 。 
设 F(x,y) 为 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 函 数 ，Fx(x) ,Fy(y) 分 别 为 X,Y 的 
边际 分 布 ， 若 对 于 任意 实数 *,y， 事 件 (和 <x*) 和 (了 <y) 相 互 独立 ， 即 
Р(Х <х,Ү<у) = Р(Х <х)Р(Ү<у) 
亦 即 
Е(х,у) =Е,(х)Е,(у) (3-36) 
则 称 随机 变量 XX 与 Y 相 互 独立 。 
对 于 二 元 离散 型 随机 变量 , 与 了 相互 独立 的 充 要 条 件 式 (3 -36) 等 价 于 : 对 
(X,Y) 的 所 有 可 能 取 值 (%;,y;) 有 
Р(Х=х,,У=у,) =Р(Х=х,)Р(У=у,), і=1,2,--; j=1,2,.… (3-37) 
或 Р(Х=а, | У=у,) =Р(Х=х,), і=1,2,--; ј=1,2,-- (3-38) 
或 Р(Ү=у;|Х=ж) =Р(У=у,), #=1,2,---; ј=1,2,--- (3-39) 
对 式 (3 -37) 先 证 充分 性 。 
如 果 对 一 切 i,j， 有 
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Р(Х =х,,У=у;) =P(X=%)P(Y=y,) 
则 对 于 任意 的 x 和 7y 有 
Р(Х<х,У<у) = У Р(Х=х,,У=У,) 
= У Р(Х=»)Р(У=у,) 
= ХРа= х) У РО= у) 
РОХ <х)Р(У<у) 
下 面 证 必要 性 。 用 反 证 法 ,不妨 设 x, < <…，y, <y, <…。 车 存在 i,j, 使 得 
P(X=%,Y=y)#P(X=%)P(Y=y,), В 


Pi 天 Pip .) 
记 记 和 六 为 使 不 等 式 成 立 的 最 小 下 标 ， 即 
Роњ РАР. 
而 对 于 所 有 的 ;<i 或 了 <j 都 有 
Py "BP 
РОХ <а У) = у Р(Х=х,У=у,) 
248 
= ря Р(Х =,,Ү=5)) +Р(Х=ж,,У=у,) 
<< 
= ,下 РА ==ОРО =) +P(X ож =) 
іа 


天 рУ Р(Х=х)Р(Ү=э)) =Р(Х <, ,)Р(У<у,,) 


іі 
Хх УУЖ, 
利用 式 (3 - 28 ) 容易 看 出 ， 式 (3 -38) 和 式 (3 – 39) 等 价 于 式 (3 -37) ， 从 而 也 就 
等 价 于 式 (3 -36) 。 
#111 掷 一 枚 硬币 和 一 颗 般 子 ， 以 天 表示 硬币 出 现 正面 的 次 数 ， 以 了 表示 伶 子 
出 现 的 点 数 ， 则 (X,Y) РЭА) 


Р(Х = і,У=ј) = т і= 0,1,7 = 1,2,3,4,5,6 


试问 随机 变量 下 与 了 是 否 相互 独立 ? 
м 这 时 ,显然 有 


Р(Х = 0 = 去 ,i =0,1 


P(Y =Л = т, ј = 1,2,3,4,5,6 
由 于 对 任意 的 ;=0,1 和 j=1,2,3,4,5,6 有 
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P(X= 57= 旋 = 十 = 去 x ТЕР = iP(Y=)) 


所 以 X 与 Y 相 互 独立 。 
例 12 在 例 7 中 ,试问 随机 变量 X, 与 X, 是 否 相互 独立 ? 
解 由 例 7 可 知 
Р(Х, =0,Х, =0) = 而 


Р(Х, =0) = 


因为 Р(Х, =0,Х, =0) #Р(Х, =0)Р(Х, =0) 
所 以 X 与 和 不 相互 独立 。 

对 于 二 元 连续 型 随机 变量 (X,Y) ， 设 其 联合 分 布 密度 为 所 xz,y)， 无 与 了 相互 独立 
的 充 要 条 件 式 (3 -36) 等 价 于 


Кх,у) = fr(x)fr(7) (3-40) 
或 产 (zx1y) =. (к) (3-41) 
或 万 (71z) = 户 (7) (3-42) 


对 式 (3 -40) ， 先 证 充分 性 
(х,у) = лу), М 


Оу) = | [о = ||. | лл) 
= ле f(y) dy = Fr(#) Fy(y) 


再 证 必要 性 。 
设 РС.) = Б) 0) 
则 
Лау) = ВЫ = 全 ED = нууу) 
利用 式 (3 35) важно а) 和 式 (3 4) 等 价 于 起 (3 -40)， 从 而 也 等 
价 于 式 (3 -36)。 
不 难 验 证 ,车 与 了 相互 独立 ， 则 对 任意 实数 。<5，c <d， 有 
Р(а<Х<Ь, с<У<а4) =P(a<X<b)P(c<Y<d) (3-43) 
Fi(#|y) = РЕ (3-44) 
8.01) =Е,00) (3-45) 


现 只 就 连续 型 情况 对 上 述 三 式 作 推导 。 即 
Pla<X<b,c<Y<d)= [ f(x,y) drdy 


в<=<ь 
е<у<а 


= [лев 
=Р(а<Х <Ь)Р(с<Ү<а) 
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Filx1y) = [лада = [| лв = Р.б) 


ву») = [лоо = | Лод = РКУ) 


9113 设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 
3x, 0 <х <1,0 <у<х 
л) = | 


试验 证 X 与 Y 是 否 相 互 独立 ? 
№ 如 图 3-8， 密 度 岂 xz,y) 只 在 三 角形 域内 有 非 零 值 ， 故 当 0 <x <1 时 ， 有 


0， 其 他 


> ло) = [Луч 
1 61,1) 
= [за = Зд? 
Вр Х ВЕЕ 
За?, 0<х<1 
. = д) = | 
= 0， 其 他 





同 理 , 了 的 边际 密度 为 
3(1 -7)，0<y<l 
0, 其 他 
由 于 /f(x,y) # Сю), (у), ВЫХ 5 УЖ, 
914 设 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 

тара м 0=х<1,0<у<1 


о, 其 他 
问 < 了 是 否 相 互 独立 。 


图 3-8 


0) = | 


ЛО) = [Hrdy = ауду = 25, 0<+<1 
л) = [fra = [куй = 29, 0<7<1 


因为 人 x,y) = («Л (у), ВАХ УУНУ, 
#115 设 X 与 Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , X 在 [0,0.2] 内 服从 均匀 分 布 ,Y 
的 密度 函数 为 


求 P(Y<X)。 
м xX 的 密度 函数 为 
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因 天 与 了 相互 独立 ， 于 是 ( 开 , 了 ) 的 联合 密度 为 
А А 2 25е, 0<х<0.2, у>0 
Дау) = АСЛО) fo ри 
P(Y<X) = Р(Х-Ү20) = [лау 
如 图 3 -9， 积 分 区 域 为 三 角形 ， 所 以 
P(Y<X) = || Kx,y)dzdy 


5220 


= [ооо] 
= [розева 


= [зе +5)dx 


5720 





КОКЕ" 02 
=(е* + 5х) 
0 


= (е1 +1) -1 = е" 
关于 二 元 随机 变量 的 独立 性 的 概念 可 以 推广 到 n 元 随机 变量 的 场合 。 
设 (X,X,，…,X,) 是 nn 元 随机 变量 ， 若 对 任意 一 组 实数 x ,x,,…,x,， 有 
Еж я: x) = Fr (х1) Е, (ж) Ex (%,) (3-46) 
则 称 Х,,Х,,---,Х, 相互 独立 。 
当 (X ,和 %，…,X,) 是 nn 元 离散 型 随机 变量 时 ， 式 (3 – 46) 等 价 于 对 任何 一 组 可 能 
取 值 (x, ,x,，,…,x,) 有 
Р(Х, = 和 =а2,77,Х, =%,) = Р(Х, = )Р(Х, ==) "P(X, =%,) 
(3-47) 
当 (X,X,，,…,X,) 是 元 连续 型 随机 变量 时 ， 式 (3 —46) 等 价 于 对 任何 一 组 实数 
жуа 755, Я 
Ка уау) = fr x1)fr, о) А, x) (3-48) 
Х, ,和 是 n 个 相互 独立 的 随机 变量 时 ， 其 联合 分 布 完全 由 每 个 随机 变量 的 
一 元 分 布 确定 。 
车 随机 变量 Х, ,X,，,…,X, 相互 独立 ， 则 其 中 任意 m( <n) 个 随机 变量 也 是 相互 独 
立 的 。 
证 明 ”为 方便 起 见 ， 不 妨 对 前 m 个 随机 变量 和 ,X,，,…,X, 进行 证 明 ， 显 然 
(ix xm) =Р(Х, <м,Х, <xa <.) 
=Р(Х, <х, ,°K <х,Х и < 十 oo ) 
=Р(Х, <х,) ---Р(Х„ <xo)P(XE < +ю)---Р(Х, < +9) 
=Р(Х, <х,) -*-Р(Х„ <х,) 
= Е, (1) Ех, (ж) "Ез (х) 
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若 随 机 变量 ,XZ ，,…,X, 相互 独立 , У, =в1(Х,), У, =6,(Х,), У, =5,(Х,)Ж п 
个 单 值 连续 函数 ， 则 У, „У, ,…,Y, 也 相互 独立 。 
证 明 对 任意 一 组 实数 ,y。，…,y,。 
Р(Ү, <у,Ї < Y, <y,) 
=P[Lg(X) <у „в (Х,) <у, ,°° ,ga (Xs) <у,] 
记 , Бу = |: в (м) <y| ， 则 事件 1g:(x;) <7yi| 等 价 于 事件 {XeDi| ,i=1,2,…,no 
于 是 
Р(У, <у,,У, <у,,-"`,У,<у,) =Р(Х є D,,X, є D,,…,X, єр,) 
=Р(Х, е О, )Р(Х, є D,):…P(X, є D,) 
=P[g,(X) < у, ]Р[в»(Х,) < у, ]-*-Р[в,(Х,) <у,] 
=Р(У, < у, )Р(У, < у, ) -*-Р(У, < у,) 
ВТ У, ‚У, ,---,У, 相互 独立 。 
最 后 介绍 两 个 概念 。 
(Т) Е, (ж) ,Fx,(%2)，,…,Fx.(%,) 是 随机 变量 X, ,XX,,…,X, 的 分 布 函数 ， 若 对 
任意 实数 x， 有 
Е, (к) = Pa(z) = = Ру (ж) = F(x) 
则 称 X, ,X,,…,X, 是 同 分 布 的 随机 变量 。 若 XX, ,X,,…,X, 还 是 相互 独立 的 ， 则 称 它 们 
是 独立 同 分 布 的 。 对 独立 同 分 布 的 随机 变量 X,X,,…,X,， 有 
下 (xi ,xza ,XL,) = Hr) (3-49) 
(2) ВОХ, ,和 %，…,X,) 为 n 元 随机 变量 ， 若 对 任意 实数 x， у, 
Р(Х.<х,Х,<у) = Е.(жх)Е, (у), 1] 
则 称 乞 ,X,,…,X, 是 两 两 独立 的 。 
应 该 注意 ,，n 元 随机 变量 的 相互 独立 与 两 两 独立 是 不 同 的 。 若 刀 ,X,，,…,X, 相互 独 
立 ， 则 它们 一 定 两 两 独立 。 反 之 ， 若 筷 ,Х, ,…,X, 两 两 独立 ， 则 它们 不 一 定 相互 独立 。 
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实际 工作 中 ， 需 要 研究 几 个 随机 变量 的 函数 的 概率 分 布 ， 例 如 干流 的 径流 是 上 游 
“各 支流 的 径流 量 之 和 ， 年 径流 量 是 年 内 各 月 径流 量 之 和 等 。 

一 、 多 元 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 

离散 型 随机 变量 的 函数 仍 是 离散 型 随机 变量 ， 计 算 离 散 型 随机 变量 函数 的 分 布 ， 
首先 要 找 出 它 的 一 切 可 能 值 ， 然 后 计算 取 各 个 值 的 概率 。 

0116 设 随机 变量 不 与 了 相互 独立 ， 它 们 的 分 布 列 如 表 3 -6 和 表 3 -7 所 示 。 





表 3-6 表 3-7 
Хх ~ 0 1 Т 0 1 
1 | 1 1 2 
1+ 2 4 ЗИ С Зр З 
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试 求 Z =Х ну], 
解 2 的 所 有 可 能 取 值 为 -1,0,1,2 
P(Z= -1) =Р(Х= -1,Y=0) =Р(Х = -1)P(Y=0) = 十 x 寺 = 十 
Р(2=0) =Р(Х=0,У=0) +Р(Х= -1,У=1) 
2:4 
ТЕ В 0, 
Р(2=1) =Р(Х=0,У=1) +Р(Х=1,У=0) 


Р(2=2) =P(X=1,7=1) = 1х2 =2. 


7473 12 
ВТ, 2 的 分 布 列 如 表 3 -8 所 示 。 





表 3-8 

2 -1 0 1 

12 5 а в 
下 面 着 重 讨论 连续 型 随机 变量 的 情况 。 


二 、 多 元 连续 型 随机 变量 函数 的 分 布 
(一 )n 元 随机 变量 标量 函数 的 分 布 
设 n 元 随机 变量 (XX ‚Х, ,---,Х, ) 的 密度 函数 为 所 zi ,x ,…,x,)，Y=g(XX ,XY，…,X,) 是 
(Х,,Х, ‚-*-,Х,) 的 单 值 连续 函数 ， 称 之 为 n 元 随机 变量 (X, ,X,,… ,X, ) 的 标量 函数 ，Y 
也 是 随机 变量 ， 它 的 分 布 函数 为 
Fy(y) = P(Y <7) = Р(Е(Х,,Х, ,---,Х,) <у] 
= оао) давод, (3-50) 


其 中 D= | (жж, я.) g (zi,x2，…,%,)<y}， 是 n 维 空间 中 满足 g(x ,x ,，…， 
х) < 的 点 (%1 ,x,，,…,%,) 的 全 体 构成 的 集合 。 
将 (7) 对 7 求 导数 ， 就 得 到 Y 的 分 布 密度 函数 
Абу) = =02 (3-51) 
这 种 求 密度 函数 的 方法 通常 称 为 分 布 函数 法 。 
下 面 讨论 两 个 随机 变量 的 和 、 差 、 积 、 商 的 分 布 。 
(1) 和 的 分 布 。 设 二 元 随机 变量 (和 ,7) 的 联合 密度 是 f(x,y) ， 求 Z Хк 
密度 。 
先 求 Z = 和 +Y 的 分 布 函数 
Fz(z) = Р(2 <z) = P(X+Y<z) 
=P[ (X,Y) є р] 
其 中 , D= (x,y): x+y<z| ,如 图 3 一 10 所 示 。 于 是 
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Fa(z) = xs) ёду 
р 


= [лов = {~ [лада 


(3-52) 
将 上 式 对 2 求 导 ， 得 到 2 的 分 布 密度 函数 为 


Ло) = ко = [7 [лао] 


= А-у) (3-53) 





10 类 似 可 得 
Ла) = [Кая -x)ds (3-54) 


当下 与 了 相互 独立 时 , Хх,у) = Л (я) (У) ,将 这 个 结果 代入 式 (3 -53) 和 式 (3 - 
54) 得 


л) = ле Df) dy (3-55) 


及 Л) = [лр -az)dz (3-56) 
式 (3 - 55) 和 式 (3 -56) 称 为 卷 积 公式 。 
例 17 设 X 与 Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ， 它 们 都 具有 标准 化 正 态 分 布 ， 即 


2 
2 


(=) == „се <а<+о 





+ 


„От 





fr(7) = 


求 Z=X+ 了 的 概率 密度 。 
м 由 式 (3 -56) 
Лб) = {ff а) 


ey 
1 6 1 
= ee чае е 

2т a 


‚-® <у<+ә 


- а + 5 


1 25 1 
fz(z) a [е di = 2те а = р» 
02 АЖ М0,2) 分 布 。 
ЖБ, 设 X,Y 相 互 独立 , НХ-М№а,,01), Ү-№а,,05), Ш Х+У- Ма а, „о? 
+03). 
这 个 结论 还 可 以 推广 到 УҢ ЗУ ПЕЧИ 2 ИОН. ВХ, - Ма, 0), 
(Е=1,2,:--,п), В. Х,,Х,,---,Х, 相互 独立 ， 则 它们 的 和 


80 


Жаз ”多 元 随机 变量 函数 的 分 布 





Х, +Х, +---+Х, Ма, +а, + +а,,а? +08 + +02) 
更 -- 般 地 ， 可 以 证 明 有 限 个 相互 独立 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 仍然 服从 正 态 分 
布 ， 不 过 此 正太 分布 的 参数 不 再 是 各 分 量 的 参数 之 和 ， 而 要 复杂 些 。 
例 18 Х,У, НХ- Г(а,,В), Ү- Г(а,,В) ЯЯ, ИЕ: 2=Х+У 
~ 了 (a жаз, В) в. 
证 明 由 卷 积 公式 万 (z) = лол - z)dx 02—40) "ТИЯ, ВАА 


在 x*>0 及 z-x>0 时 有 非 零 值 ， 即 被 积 函 数 应 满足 x>0,x<z， 所 以 当 z<0 时 , (2) 
=0, 342>08$, 有 


атов 2 pt Вав) 
9 = ре Туа) еа 


Вебера агч КА 

= кусае (Ф: 4) 

7 Га) Гы) 
а, +аз 


= Tla) Ts) 


соч а -1) "lzdt 


e Fz to В (и ,о,) 
а, tay 
7 Г(о +а,) 


ТИ 2 服从 六 (al +о,,В) Э. 
上 述 证 明 中 ， 用 到 Bata 函数 


zo +a-le Bs 


B(a,b) = [а — x) dx (3-57) 
及 关系 式 
B(a,b) = его (3-58) 


这 个 结论 可 以 推广 到 = 个 相互 独立 的 三 分 布 变量 之 和 的 情况 。 设 五 ~ 和 也 (au,B) 
(人 G=1,2，m) 且 天 ,2 相互 独立 ， 则 它们 的 和 
Х, +Х, + +Х, - Г(о +о + +а,,В) 
9119 设 X,Y 相互 独立 ， 且 都 服从 标准 化 正 态 分 布 ， 试 求 Z =X* +? 的 分 布 。 


м 由 第 二 章 例 28 可 知 ,XY ~ 荆 [ 广 , 广 )， К-Г(7.5). хуу 
з, 所 以 XY 与 六 也 相互 独立 ,于 是 由 例 18 可 知 ,Z А (2+9) (1.5) 
分 布 ， 由 式 (2 40) 可 知 其 密度 函数 为 
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(2) 差 的 分 布 。 设 二 元 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 联合 密度 是 f(x,y) , 求 Z=XX-Y 的 分 布 


先 求 2 =X- 了 的 分 布 函 数 
Е,(2) =P(Z <z) =P(X-Y<z) 
=P[ (х,у) eD] 
其 中 , D= (х,у): х-у<2|, ШИЗ-1 所 示 ， 于 是 


Р, (2) = |у) бду 








= Јл) 
- Икра 
所 以 
Л) = ЕК = {Az + yy) dy (3-59) 
当 导 与 了 相互 独立 时 ， 则 式 (3 -59) 可 以 写成 
Л) = {fz +9) dy (3-60) 
>! 
А 
| А 5. 
| 
一 一 一 
о = 1 = 
图 3 一 11 图 3-12 
例 20 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 密度 函数 


3x, 0<х<1, О<у<х 


0， 其 他 


f(x,y) = { 


试 求 Z=XX~ 了 的 分 布 函 数 和 分 布 密度 。 
解 如 图 3-12 所 示 ，(X,Y 了 ) 的 联合 密度 在 图 中 入 04B 内 有 非 零 值 。 
先 求 分 布 函 数 


Е,(2) = P(Z <z) = Р(Х -Y<z) 
= Ју) 
由 题 意 知 0<z<1。 
当 z<0 时 ,F(z) =0, 
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当 0 <z<1 时 
Ека) = [[ [3xay]ar + [[[ ao]u = 3 -Be 
34 #>1 Е 
Fl) = [зевак =1 

故 

0, z<0 

Fz(z) = БЕ 0 <2<1 

1, 2>1 

于 是 


за -2), 0<:<1 


0, 其 他 

此 题 也 可 以 直接 根据 式 (3 — 59) 计算 ， 但 必须 注意 积分 域 。 

由 z=x-y 得 x=z+y， 按 题 意 有 0 <z+y<1， 从 而 有 -z<y<1l1-z， 但 由 于 
0<y<zx 及 0 <х<1, ТИЙ О <2<1, Ну>0, 综合 之 , 应 有 0 <y<1 -z， 于 是 


ле = [Гза+уч =За-2) 


Л) = Еа) - | 


Зи _ 2 
201 1), 0<2<1 


о, 其 他 
再 通过 对 密度 函数 的 积分 ， 不 难 求 出 分 布 函 数 。 

(3) 积 的 分 布 。 设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 是 f(x,y) ， 求 2=XY 的 分 布 
密度 。 

先 求 2=XY 的 分 布 函数 。 

Е,(2) = Р(2<2) = Р(ХУ< 2) 
=P[L(X,Y) є р) 
其 中 , D 如 图 3-13 所 示 ， 于 是 
Fa(z) = 人 sy)drdy = |у) drdy 
当 z<0 时 ， 由 图 3-13(a) 有 


ғо) = Р [левы + Ја 8-8) 


мо -00 = а) е да 
т) о-в 
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N 
ND 
тута 
о у = 
Б 
SS 
(Coz<o (bh)z>0 


3-13 


当 z>0 时 ， 由 图 3 -13(b) ， 用 同样 的 方法 可 得 式 (3 -61) 和 式 (3 -62) 。 
当天 与 了 相互 独立 时 ， 有 


ло = 三 ттс) (3-69) 
例 21 设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 
flx,y) = pe *>0,y>0 


其 他 
试 求 2 =XY 的 分 布 密 度 。 





解 由 式 (3 -62) 
fz(z) = № 45.2) 2 Г пены 
- [еа =. 
所 以 
о) = 0 
0, z<0 


(4) 商 的 分 布 。 设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 
密度 为 /(*,y) , тата 


АК 
Ри) = P(Z <=) 


ие 








РЯ Зо = (а, 5-2}, 如 图 3-14 所 示 。 于 是 
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对 任意 z>0， 有 


F205) = [еда = LAs rdy 


Е 


-[ "Гле + [Ана 
(2) =Fz(z) = [луз + [Дауд -ey 
= узу) lylay 
特别 的 ， 当 天 与 了 相互 独立 时 ， 
Лб) = | лад ву 
类 似 的 ， 对 任意 z<0， 同 样 可 得 出 式 (3 - 64) 和 式 (3 -65) 。 


例 22， 设 随机 变量 X 与 了 相互 独立 ， 且 都 在 区 间 [0,a] 上 服从 均匀 分 布 
也 的 分 布 密度 。 


м XX 与 тея те 


Лб) = (Я 7076 
他 


; ЛО) - [-' "06796 
о, 


о, 其 他 
一 。 按 题 意 z>0， 因 此 当 z<0 时 , 户 (z) =0; 
当 0<z<1 时 ， вое <, 于 是 由 式 (3 -65) 得 


169) = [Гозо 1518 


95 


当 z>1 时 ， 必 有 0 <y<x*， 因 为 0<x<a， 且 y= 


设 Z 的 取 值 为 z， 则 z= 


=, 故 有 0<y < 全 ， 于 是 
109) = [Гледво е 


ааыл 
全 


1 
(а) = 127° 0<z<1 
1 


下 面 将 讨论 在 水 文 统计 中 常用 的 四 个 分 布 。 
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(1)X 分 布 。 车 多 ,五 ,…,X, 相互 独立 , НХ, ~N(0,1) (i=1,2,…,n)。 


X= (3-66) 
则 称 随机 变量 X 的 分 布 为 具有 自由 度 n УХ 分 布 ， 记 为 X -Х (п), 
若 =Х, МН 28 知 ， 对 任意 i=1,2,…,n， 均 有 


1+ 


fa(*) = = е, х>0 





нх г (5-5) 
由 太 分 布 的 可 加 性 ( 见 例 18， 例 19) ， 可 得 的 密度 函数 为 





flx) = х? е, х>0 (3-67) 


其 图 像 如 图 3 一 15 所 示 。 

НЕХ (пу) „А (пь) ,…,X (nm,) 是 k 个 自由 度 为 m,n ,nk 且 相 互 独立 的 X 变量 ， 
则 它们 的 和 为 自由 度 n=n, +, +… +n 的 XY 变量 。 这 个 性 质 称 为 变量 的 可 加 性 。 
这 个 性 质 可 从 X 变量 的 定义 得 到 解释 ， 因 为 上 述 个 XY 变量 的 和 ， 也 就 是 m+n 
+…+nm 个 相互 独立 的 标准 化 正 态 变量 平方 和 ， 当 然 应 是 自由 度 为 m+n +… + 
的 变量 。 

Х 分 布 在 数理 统计 中 有 重要 应 用 ， 因 此 ， 为 了 便于 应 用 ,已 编制 了 xX 分 布 表 供 
查 用 ( 见 附 表 六 ) 。 若 给 定 自由 度 n 和 a 值 ， 可 以 找 出 满足 下 列 等 式 

PX >) =а (3-68) 

的 总， 如 图 3 一 16 所 示 。 例 如 n=20，a =0.05， 查 附 表 六 得 总 =31.41。 


fz) 
fz) 





图 3-15 图 3-16 
(2) б. #Х-М№М0,1), У-Х (n)， 且 X,Y 相互 独立 , 设 
(3-69) 
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则 称 随 机 变量 7 的 分 布 为 具有 自由 度 n 的 分布, 记 为 7~t(n)。 利 用 前 面 的 结果 ， 
可 以 求 得 了 的 密度 函数 为 


fx) = ——————4[1 +2 -wm <x<+%m (3-70) 
г) т 


4 分布 的 图 形 关于 纵 轴 对 称 ， 如 图 3 一 17 
所 示 ， 当 自由 度 n 充分 大 时 ,1 分 布 近似 于 
N(0,1) 分 布 , 这 是 因为 当 n 一 % 时 ， 


(3) 

下 面 证 明 式 (3 -70) 。 

利用 式 (2 -44) 容 易 证 明 Z = 的 密度 
函数 为 








Л) = 4:8 в) 


将 式 (3 71) 及 标准 下 太守 度数 代入 式 (3 -65) 得 
ЛО = [хора 


J 了 (全 28)’ ° 
и“ Ga) аў 
Ер пт’ 
ЕЕ 
Рр са 
во = 2) [еи 
г(2) ит 
(т 
—2 (1 га , =% <1<+9% 
п 


这 就 是 式 (3 -70)。 
t 分 布 在 数理 统计 中 也 有 重要 应 用 ， 因 此 ， 也 编制 了 : 分布 表 供 查 用 ( 见 附 表 八 ) 。 
若 给 定 自由 度 n 和 a 值 ， 可 以 找 出 满足 下 列 等 式 
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引 PCIT| >а) =а (3-72) 
в 的 她 。 由 于 :分 布 的 对 称 性 ， 所 以 求 满足 式 (3 
Еа 竺 -72) 的 与 ， 实 际 上 是 求 满足 P(T > 她 ) =5 
2 -一 SS 全 ,如 图 3-18 所 示 。 
和 例如 n=20，a = 0.05， 查 附 表 八 得 地 
图 3-18 =2. 086。 


(УРА. #Х, УЧ, НХ-Х (т), У-А(п,), 8 
Хх 


Е = Е (3-73) 


п 
则 称 随机 变量 的 分 布 为 具有 自由 度 (n, ,mn,) 的 下 分 布 ， 记 为 ~F(n ,п,) о п, 称 为 
第 一 自由 度 ，n, 称 为 第 二 自由 度 。F 的 密度 函数 为 


+ 
159) б Е, х>0 


f(x) = A 小 (кеа 





0, х<0 
其 图 像 如 图 3 – 19 所 示 。 
МЕНЯ 利用 式 (2 -44) 由 式 (3 - 67) 


可 求 得 2 = -my 的 密度 为 


fz) 


户 (z) = ГЕТЙ е?, 220 


代入 式 (3 -65) 并 记忆 的 取 值 为 x， 则 得 
Л) = с0а) 





КУ 


$: = #(х +пт,), 





fr(x) = | ета 





И. г 


п 5") 
(mz+m) * 


(3-75) 





88 


第 五 节 ”多 元 随机 变量 函数 的 分 布 





其 中 


将 C 代 入 式 (3 -75) 即 得 到 式 (3 -74) 。 
вух 分 布 和 :分 布 一 样 ， 是 数理 统计 中 常用 的 分 布 ， 因此， 也 编制 了 分 
布 表 供 查 用 ( 见 附 表 九 ) 。 若 给 定 自由 度 mn，n, 和 a 值 ， 可 以 定 出 满足 下 列 两 个 等 式 


РЕ > Е, (n,m)] => (3-76) 
РІР < Е, .(т,тъ)] = 5 (3-77) 


的 两 个 分 位 点 Fy(m,m) ЖТР, (тп), 如 js) 
图 3 -20 所 示 。 

例如 n=5， п, =4, а =0.1， 查 附 表 九 得 
Fs(5,4) =6.256。 


五 分布 表 一 般 只 给 出 Fy 的 值 ， 而 未 给 出 
Р, ИН. Н РЭС = 


(3-78) 





1 
Е _+(т ,nm) ыы Fy (пп) 
可 以 从 Fy(m,m) 求 出 Fy(m,m)。 需 要 特 3720 
别 注意 的 是 : 上 述 等 式 两 边 的 两 个 自由 度 前 后 
换 了 位 置 。 所 以 


Fs(5,4) = а = 5 = 0. 193 


下 面 证 明 式 (3 -78) 。 


1 
令 Е, = = 


эм? 


Д] Р, ~ Е(п,т1) 2 
从 而 有 


ЗЕ PIF < Е, (ви, ] = Р[1-> 


ны] 
2 Е, (пт) 


=Р| к, > У] = PIF > Рт) 


上 
Fs(m,m 
所 以 


二 
т (тт) (п. ‚п. ) 
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即 Fs(m,m) = ЕЕ 


如 果 пи =n = п, ДР у Р, 服从 相同 的 (n,n) 分 布 ,这 时 Fs (п, п) = 
1 
Fs(n,n)® 
(4) 极 值 分 布 。 设 随机 变量 万 ,X,,…,X, 相互 独立 ， 分 布 函 数 分 别 为 F(x) (i= 
1,2,…,n)。 求 极 大 值 = шах(Х, ,X,，,… ,XX,) 和 极 小 值 L=min(X, ,X,,…,X, ) 的 分 布 
函数 。 
对 任意 实数 *， 因 为 事件 [ max( 媚 ,于 ，…, 环 ) <x] 等 价 于 (XX < 和 < 和 <), 
所 以 ，M 的 分 布 函数 为 
Еи(х) = Р(М <х) = Р( шах(Х, ,Х,,-*-,Х,) <<] 
=Р(Х, <х,Х, <х,-*.,Х, <х) 
=Р(Х, <х)Р(Х, <х)---Р(Х, <х) 


Пс) (3-79) 
дл 
而 事件 [min(X, ,Х, ，…,X,) 2х] ЕЕ СХ, 2а, Х, 2,5, Х, 2а), Ц 
Р(І 2 х) = Р[ши(Х,,Х,,---,Х,) 2 х] 
=Р(Х, > ,KX = x, ,X, 2 х) 
= Р(Х, > х)Р(Х, > х)--Р(Х, > х) 
-Цо-к0)] 
因此 
Е,(х) = P(L <x) =1- Пи -r(x)] (3-80) 
1А 


特别 地 ， 如 果 X, ,X,，,…,X, 独立 同 分 布 ， 分 布 密度 为 (x) ,分布 函数 为 F(x)， 
则 由 式 (3 -79) 与 式 (3 -80) 得 М 与 二 的 分 布 函数 和 密度 函数 。 


м 的 分 布 函数 为 
Fu(x) = Р[шах(Х, ,Х,,-*-,Х,) <] = [Е(х) ]" (3-81) 

М 的 密度 函数 为 
fu(x) = Fu(x) = mLF(z)] f(x) (3-82) 

工 的 分 布 函数 为 


Е,(х) = Р[пит(Х,,Х,,---,Х,) <х) =1-[1 -F(x)]" (3-83) 
工 的 密度 函数 为 
Лб) = Е, (х) = n[1 -F(z)]" f(x) (3-84) 
从 上 述 各 式 可 以 看 出 ， 极 值 分 布 与 X,,X,,…,X, 的 分 布 ( 称 为 原始 分 布 ) 有 关 。 
如 果 原 始 分 布 为 正 态 或 P -下 型 等 所 谓 指数 型 分 布 ， 当 n 一 % 时 ， 极 大 值 的 渐 近 分 
布 为 


-as 


Fu(x) = е" (3-85) 
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密度 函数 为 
Рб) = ae (3-86) 
在 水 文学 中 ， 常 用 超过 制 概率 
Cu(z) = Р(М>х) =1-e™™ (3-87) 


На>0, и 为 参数 。 

这 一 分 布 首先 由 В. А. Fisher 和 1. Н. С. Тіррен 于 一 CT 一 
1928 年 发 现 ， 故 有 时 称 为 Fisher - Tippett 工 型 分 布 ， 
Gumbel 后 来 将 此 分 布 用 于 水 文 统计 ， 故 在 水 文 统计 中 42 
常 称 这 一 分 布 为 Gumbel 分 布 。 

9123 某 系统 由 4 个 独立 的 元 件 连接 而 成 ， 其 寿命 
ЭХ, ‚Х,,Х,,Х., НЮША А 的 指数 分 布 ， 


试 求 如 图 3 - 21 所 示 三 种 情形 下 ， 系 统 寿 命 的 概率 密度 Е. 
函数 。 ER 


М 〈1) 串 联 情形 。 这 时 系统 中 有 一 个 元 件 失效 系 
统 就 失效 ， 此 时 系统 的 寿命 









































图 3-21 


Х = ша(Х,,Х,,Х,,Х,) 


因为 参数 为 A 的 指数 分 布 的 分 布 函数 为 
1-e™*, х>0 
F(x) = | 
0, х<0 
所 以 此 时 系统 寿命 X 的 分 布 函 数 为 
1-е", х>0 
(к) =1-[1- Е)" = | 
5 х<0 
概率 密度 函数 为 
4ле**, х>0 
ло) = | 
0 х<0 


(2) 并 联 情形 。 这 时 系统 的 寿命 为 元 件 中 寿命 最 长 的 ， 故 系统 的 寿命 为 
Х = шах(Х,,Х,,Х,,Х.) 
._ [И -е*)“, x>0 
F(x) = [F(x)] -{ 
0, х<0 
所 以 


4Ae “(1 -e™*)’, x>0 


лб) -{ 
0 х<0 


(3) 混合 情形 。 这 时 系统 的 寿命 是 各 串联 组 的 寿命 的 最 大 值 。 由 (1) 得 各 串联 组 
的 寿命 的 分 布 函数 为 
2% 


1-е, х>0 
Е (=) -| 
0, х<0 
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所 以 整个 系统 的 寿命 的 分 布 函数 为 
Px(z) = [Pi(z)]? = | 


(1-е 2^*)?, x>0 


5 х<0 
其 概率 密度 函数 为 
A4Ae (1 -e™), х>0 


ле) -{ 
(2)п 元 随机 变量 向 量 函数 的 分 布 
设 n 元 随机 变量 (大 ,六 ，……, 筷 ) 的 密度 函数 为 Ma зч, ), И а (ХУ, ), 
о0о) К в (ХХ, Х,а т > п ВИЛЛЕ НЕО ВАНН 
数 ， 称 之 为 n 元 随机 变量 (X ,入 ，…,X,) 的 向 量 函 数 ， 则 Y= (У.Р, У.) № т 
随机 变量 , 它 的 分 布 函数 为 
Р, (у, po) = Р(У, < у, < Ya, Yn < Yn) 


= Ја ль ss) ду dare ds, (3-88) 


х<0 


其 中 


D = (мня, ) 3 ву (уудаа) < Yi 82X12 ) 
< ви я, к.) < у} 
显然 ， 当 m=n=1 时 ， 就 是 一 元 随机 变量 函数 的 情况 ; 4 т =1 时 ， 就 是 前 面 讲 
的 n 元 随机 变量 标量 函数 的 情况 ， 下 面 讨论 т =n 的 情况 。 
Яу =g.(%i,x2，…,x,) 存 在 唯一 单 值 连续 反 函 数 x; =: (yy2,…,y,) ，i=1,2， 


(i 1,2,…,n;j = 1,2,5, п) 存在 并 连续 ， 则 Y= (И, К, =, 


Y,) 的 密度 函数 为 
вт ав) Л, Ооуу) 属于 g1,8;,…,8, 的 值 域 
fpr) -| 


0， 其 他 
(3-89) 
зир дг = вг (ул), =1,2, по 
J 为 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 。 

в о 7. 

ду ду, 
=: (3-90) 

2. ax 

ду, ду, 








有 关 式 (3 – 89) 的 证 明 从 略 ， 但 需 指出 两 点 : 
(1) 若 反 函 数 不 唯一 ， 例 如 对 应 于 7; =, (х. 3) ， (=1,2,…,a)， 有 不 个 
БЕС, = (yy ) (1=1,2,…,k) 则 


Абу) = ет вто ,Ee ) [92] (3-91) 
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其 中 gi =g (yy ys) (1=1)2，)。 

(2) Я т(<п) ХЖ У, =, (Х,,Х.,7,Х,), (#=1,2,..,т), ДАЕ 
定义 nm 个 函数 Y=gj(Xi,X，,…,XX,) ，(j =m+1,…,n)， 这 样 可 先 利用 式 (3 -89) 
ЖА У" = (了 ,Y，,…,Y) 的 密度 函数 fy. (улу ,Ym ,ym+y，"…,7，) ， 再 利用 边际 分 布 
与 联合 分 布 的 关系 ， 可 得 到 Y=(Y,,Y，…,Y。) 的 密度 函数 f(y „уз "= 

Л 59У) 
= (2 ОЕ ЕАС АСТА (3-92) 


$124 设 (X,,X,) 的 分 布 密度 为 


№.) = Pym <x < +оо, -® <, < + 























х 
У, = +0, = 
试 求 了 = (У,у) МЕЕ (У ,72) о 
х = 
М шу уу, = 9 
Я 
WN) nn 
» С. 
1+7 1+7 
(2) 712 (2 0 
1? = ‚я = 
ПЕ М + 
于 是 
аи? ая 
ду, ’ ду, у у 
ЈӘ = = | = 
xf дк 1+7 е 1+0 
ду, ’ дуз | 
әх) oz” | 
Pc A A 
Әх) ах” | 1+’ 1+7 
ду; ’ ду, 
由 式 (3 -91) 








У! У 7:52 аф 17 
Л») Г : )*^(- : ) 
У = Пя Ера 1+7 + 


Е ля )/2* 
Ет а ep[ ~ (25 1+ 一] 


я 
Ут 1 
= 一 e 6—5, 0 <уу < +90, - © <у, <+ю 
22 тани у РА 
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第 六 节 二 元 正 态 分 布 


下 面 介绍 二 元 正 态 分 布 。 
设 (X, 了 ) 的 密度 函数 为 
1 


Ш 2-а}? 
Ле, = 20а, МТ -pr | 2(1 -本 [人 On ) 
-2 а) 02%] 
102 9 
0 <8< +0, -ю<у<+ю (3-93) 
ЖСК, У) 服从 二 元 正 态 分 布 ， 其 中 ，o ,aa,p Жо: >0, os>0 是 分 布 中 的 五 个 
参数 。 
二 元 正 态 分 布 密度 的 图 形 如 图 3 -22 所 示 。 





— 100 





一 、 边 际 分 布 
XX 的 边际 密度 为 


Ао) = [Ла 





1 et х-а, 
Е 27010, л. ° ө — р’ Е ) 
_29(=-а)(у-а) (==) 815 


919 





(к-а)? (х-а)(у-а) б-а)? 
оі 910: а? 
іа) 2 и гуа А 
5 2) р“ 0 а) а (х Е. а= (= а 0 
1 1 
а - реа) д ых 



































| __ 1 (усе а-а ха: 
令 а = ГА с ). с 
则 
dy = oz М1 -pidv 
于 是 
1 5 -1 зур 
= | 
ет leet oY 
+ (1-79)? ] |А УТ -pdv 
ОН я Зи а 
Я то, 2° 72750 т 
1 量 
то 
(х-а)2 
所 以 Лб) = мы 21, асана 
由 于 对 称 性 ， 可 得 
(702)2 
А0) = с" 3, -ю<у<чя 


这 两 个 结果 说 明 二 元 正 态 分 布 中 ， 两 个 边际 分 布 都 是 正 态 的 。 
若 令 p =0， 则 式 (3 -93) 变 成 
| (я-а) (у-а,)* 2, 
Ка) = оо [т] — 8-9 
此 时 及 x,y) =fr(x)fy(Y)。 由 此 可 见 ， 当 p =0 时 ， 二 元 正 态 变量 (X,Y) 相互 独立 ， 
反之 亦 然 。 因 此 ， 二 元 正 态 变量 (X,Y) 相互 独立 的 充 要 条 件 是 p =0。 
二 、 条 件 分 布 
二 元 正 态 分 布 中 了 关于 大 的 条 件 密度 为 
-人 xi7y) _ о (т Етра 1 
=) (+) нее, Л = pf 201-0) 
(ха) 2p(s -a)(y -0) (у-4)% (ха)? 
КС тр ые Е } 














1 cp{- 1 [es 
ло VI = р? 201-0) т 
_20(#-а)(у-а) (у зи 

СА 
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Вр 
1 1 д. Ч 
| 
(3-95) 
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同 理 可 得 
1 1 ar 
fr(x|y) = и = 人- |= -a -ply -0)] } 
(3-96) 
由 此 可 见 ， 二 元 正 态 分 布 的 两 个 条 件 分 布 也 是 正 态 的 。 若 记 
oa = oa М-р? (3-97) 
912 =Ol М1 =? (3-98) 
а = +00054) (3-99) 
а; = +0205 - а) (3 -100) 


则 Y 依 XX 的 条 件 分 布 为 N(as.,,03.,),，X 依 Y 的 条 件 分 布 为 N(a.,,a?.,)。 其 中 
式 (3 -99) 及 式 (3 一 100) 分 别称 为 Y 依 X 和 XX 依 Y 的 回归 方程 。 关 于 回归 方程 的 内 容 
在 后 面 的 有 关 章 节 中 还 将 作 进一步 介绍 。 

у м 


3-1 设 X 与 VY 相互 独 立 ,它们 的 分 布 列 如 表 3 -9 所 示 。 











S|- А 


0 
i 
2 
试 求 Z =XY 的 分 布 列 。 
3-2 设 (X,Y) 为 二 元 离散 型 随机 变量 ， 其 列 联 表 如 表 3 — 10 所 示 。 
表 3-10 














ү т. о 
х 2 | г] 4 
1 ол | 0.2 0.1 
2 0.2 | 01 Е 0 
з 0.2 | 0 0.1 











ШОК (1)P(X=Y); 
(2)Р(2.1,3.5) 


3-3 设 二 元 随机 变量 (X,) 的 可 能 值 为 (0,0) ，( -1,1) (-1,1), (2,0), Вж 
这 些 值 的 概率 依次 为 : 十， 地 ， 污 ， 古 ， 试 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 和 天 与 了 的 
边际 分 布 。 
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设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


- (32+4y) 


Ка) = ， РУ у>0 
试 求 ; 
(1) 确 定常 数 .K; 
(2) 求 F(x,7); 


(3) 求 P(0<X<1,0<Y<2)。 
设 二 元 随机 变量 (X,Y) 在 如 图 3 -22 所 示 的 
区 域 C 上 服从 均匀 分 布 ， 试 求 (X,Y) 的 联 
合 分 布 密度 和 边际 密度 。 
设 二 元 随机 变量 (X,Y7) 在 以 原点 为 中 心 ，r 
为 半径 的 圆 内 均匀 分 布 ， 即 
ву) = [°, а? +у< т? 

Аку) м а 
试 求 X 及 Y 的 边际 分 布 密度 fr(x), fy(7) 
及 条 件 密度 fx(x |y)， fy(y |x)。 
设 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 


1, 0<х<1, <х 
Ах) -| Е А 
0， 其 他 
求 条 件 密度 f(x1y) 及 fy(y 15) о 
车 (X,Y) 在 0<x<2, 0<y<3 上 服从 均匀 分 布 ， 求 : 
(1)X,Y 的 边际 分 布 ; 
(2)P(X<0.5 | У<1); 
(3)fr(x 17)。 
设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 
6 
f(x,y) = Е +y+1)” 
0, 其 他 
求 A(x1y) 和 P(O<X<117=1)。 
设 X 与 Y 为 相互 独立 随机 变量 , X 在 (a,b8) 上 服从 均匀 分 布 ，Y 的 密度 为 


Ae™, y>0 
Ло) -| Ая 
о, ”其 他 








图 3-23 


х2 0,у 20 


МЖК Р(У<Х). 
设 二 元 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 概率 密度 为 
4.8у(2-х), 0<х<1, 0<y<x 
Аку) = | 


0， 其 他 
问世 与 了 是 否 相互 独立 ? 
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3-12 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 
су и 0О<=х<1,0<у<1 


0, 其 他 
间 X 与 Y 是 否 相 互 独立 ? 
3-13 设 (X,7) 的 联合 密度 为 


Hz) =| 
问世 与 了 是 否 相互 独立 ? 
3-м 设 X 与 了 各 自分 布 律 如 表 3 -11 所 示 。 
表 3-11 


X 或 了 的 取 值 Sy 1 | 2 
相应 概率 + 二 
若 X 与 了 相互 独立 ， 求 Z = 大 + 了 的 分 布 函数 。 
3-15 设 X 及 Y 分 别 服从 参数 为 和, ЖА, 的 泊 松 分 布 ， 试 证 2 =X+ 了 服从 参数 为 一 
м зная» [提示 : 利用 (a + 5)" = У, Сай | 
3-16 ШХУНА п, р, р 的 二 项 分 布 ， 求 证 Z=X+Y 服 从 参数 为 
mm +， 了 的 二 项 分 布 。[ 提示: млада, със? = CS | 


3-17 设 (X,Y) 在 区 域 D=|1(x,y): 0<x<2; - 1<у<2] 上 服从 均匀 分 布 ， 试 求 
P(X<Y) 及 P(X+Y>1)。 
3-18 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


лу, 0 <х <у,0<у<1 


о, 其 他 











РЫ +1, 0<x<1, 0<y<2 


Кх,у) = | 
0, 其 他 

求 P(X+Y<1)。 

3-19 设 (X,7) 为 相互 独立 的 二 元 随机 变量 ， 其 联合 密度 为 
Дуу) = [г 0<х=2, 0<у<2 
о, 其 他 

试 先 求 Z =X+Y 的 分 布 函 数 ， 再 求 Z 的 密度 函数 。 

3-20 (X,Y) 的 联合 密度 为 


nn) =| 
0, 其 他 
ЖР(а<Х+У<Ь), 其 中 b>a>0。 


3-21 设 相 互 独立 随机 变量 夺 , 了 的 密度 为 
98 
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(а) = е", x>0 
ЛО) = 57", узо 


试 求 Z=X+Y 的 密度 。 

3-22 设 随机 变量 与 了 相互 独立 ， 并且 P(X=1) =Р(У=1) =р, Р(Х =0) =P(Y=0) = 
1-pP=4,，0<P<1， 定 义 随机 变量 Z 为 

人 ЖХ + 了 为 偶数 

0, 车 不 + 了 为 奇数 
Г] р 取 何 值 时 X 与 Z 相互 独立 (提示 : 先 求 X 与 Z 的 联合 分 布 列 ， 再 利用 离散 
型 随机 变量 相互 独立 的 条 件 ) 。 

3-23 设 某 种 商品 一 周 的 需要 量 是 一 个 随机 变量 ， 其 分 布 密度 为 


хе", х>0 
ло = | 
0, х<0 


并 设 各 周 的 需要 量 是 相互 独立 的 ， 试 求 两 周 需 要 量 的 分 布 密度 。 
3-24 设 X 与 Y 独 立 ， 且 都 服从 [0,a] 上 均匀 分 布 , 求 2 = ХҮ 的 分 布 函数 与 密度 
函数 。 
3-25 设 w =0.1， 求 下 列 分 位 点 
(1UD)7~!(25)， 满 足 P[ 17| 21, (25) ] =а Ё, (25). 
(2) 设 F~F(6,5) 求 满足 下 列 关系 式 
Р[Е2Е;(6,5)] =5 


P[F<F, +(6,5)] => 
的 Fs(6,5) 和 F (6,5). 


3-26 设 某 种 型 号 的 电子 管 寿命 (h) 近似 服从 N(160,207) ， 今 随机 地 选取 4 只 ， 求 其 
中 没有 一 只 寿命 小 于 180h 的 概率 。 
3 -27 вх, х, 是 相互 独立 ， 并 同 为 [0,9] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 试 求 2, = 
пах ХХ, ап, Х, | 的 密度 函数 。 
3-28 设 随机 变量 (不 ,7) 的 概率 密度 为 
x+y，0<x<1, 0<y<1 
Ак) -| 


о, ”其 他 
ЖЖ 2, =max(X, 了 ) 及 2Z,=min(XX,7) 的 分 布 函 数 和 概率 密度 函数 。 
3-29 求证 如 果 X 与 Y 相 互 独立 , 都 服从 N(0,1)， 则 2Z, = +0 52, = ХИУА 
互 独立 。 
3-30 利用 上 题 密度 ， 再 定义 
2 =X+Y, 2, =Х-У 
Ж(2,,2,) 的 联合 密度 。 
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3-31 设 X 与 Y 相 互 独立 ， 且 都 服从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 ， 令 
И = V-2Inkcos2nY, У = V 二 2InXsin2rY 
试 证 U 与 V 相 互 独立 , НАМ (0,1). 
3-32 设 X 与 Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 均 服从 标准 化 正 态 分 布 ， 试 求 2, = ИХ 
ЕРЕ 





100 


第 四 章 ”数字 特征 与 特征 函数 


前 面 介绍 了 随机 变量 与 分 布 函数 。 分 布 函数 能 完善 地 描述 随机 变量 的 统计 特性 ， 
它 给 出 了 随机 变量 的 取 值 范围 和 取 值 概率 。 但 是 对 一 个 具体 的 随机 变量 ， 通 常 很 难 通 
过 物理 分 析 或 数学 推导 确定 其 分 布 函数 。 不 过 在 实际 问题 中 ， 有 时 并 不 要 求全 面 地 知 
道 随机 变量 的 统计 规律 ， 而 只 要 了 解 几 个 特征 值 就 够 了 ， 因 而 无 需求 出 它 的 分 布 。 

例如 ， 工 厂 生产 了 一 批 灯泡 ， 每 个 灯泡 的 使 用 寿命 是 不 一 样 的 ， 是 个 随机 变量 。 
人 们 感 兴趣 的 是 这 批 灯 泡 的 平均 寿命 ， 平 均 寿命 长 的 质量 高 ， 短 的 质量 低 。 除 了 平均 
寿命 以 外 ， 还 要 了 解 这 批 灯泡 中 各 灯泡 的 使 用 寿命 同 平均 寿命 的 偏离 情况 ， 偏 离 程度 
大 ， 说 明 产 品质 量 不 稳定 ， 偏 离 程度 小 ， 说 明 产 品质 量 稳定 。 

又 如 ， 一 流域 的 年 径流 量 各 年 是 不 同 的 ， 也 是 随机 变量 。 它 围绕 着 多 年 平均 径流 
量 上 下 摆动 。 流 域 的 多 年 平均 径流 量 和 年 径流 量变 化 程度 是 我 们 最 关心 的 重要 水 文 特 
征 值 。 

此 外 ， 对 于 很 多 分 布 ， 如 泊 松 分 布 ， 二 项 分 布 ， 正 态 分 布 ,分布 等 ， 含有 一 个 
或 几 个 参数 ， 这 些 参数 往往 是 由 某 些 特征 值 所 决定 的 ， 只 要 知道 了 它们 的 一 些 特征 
值 ， 其 分 布 也 就 完全 确定 了 。 这 些 特征 值 在 概率 论 中 称 为 数字 特征 ， 主 要 有 反映 随机 
变量 取 值 集中 位 置 的 数字 特征 ， 如 数学 期 望 ， 众 数 ， 中 位 数 ; 反映 随机 变量 取 值 相 对 
于 分 布 中 心 的 集中 程度 的 数字 特征 ， 如 方差 、 均 方差 、 离 势 系数 等 ; 反映 随机 变量 概 
率 分 布 形态 特性 的 数字 特征 ， 如 偏 态 系数 ， 峰 度 系 数 等 ; 还 有 反映 多 元 随机 变量 各 分 
量 之 间 相关 密切 程度 的 数字 特征 ， 如 协 方差 、 相 关系 数 等 。 

本 章 将 对 上 述 数 字 特 征 逐 一 进行 介绍 。 


第 一 节 数学 期 望 


一 、 离 散 型 随机 变量 的 数学 期 望 

先 看 下 面 的 例子 。 表 4-1 

有 甲 、 乙 两 个 射手 ， 各 进行 10 АН, и г а 7 一 
结果 如 表 4 - 1 所 示 。 试 问 哪 位 射手 成 绩 更 
好 些 ? 

仅 从 表 4 一 1 很 难 马 上 确定 甲 、 乙 二 人 谁 
ри 


10 х5 +9 х2 +8 х1 +7х2 
т; 10 =10х ў +92 +вх1+7х2. =9 环 。 其 中 ， 


5: 
10’ 2, 1, СЕН ЧЕ 10 次 射击 中 命中 各 环 的 频率 。 





甲 5 2 1 2 
乙 3 4 2 1 
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10 x3+9x4+8x2+7x1l 3 
乙 : = т =8.9 环 。 


上 述 结果 似乎 表示 甲 射手 成 绩 略 好 些 。 但 由 于 射击 次 数 很 少 ， 频 率 有 波动 性 ， 上 述 平 
均 成 绩 还 不 能 真正 反映 两 人 水 平 的 差异 。 若 要 真正 衡量 出 两 人 水 平 的 差异 ， 必 须 大 大 
增 大 射击 次 数 ， 当 射击 次 数 无 限 增 大 时 ， 一 方面 ， 每 次 射击 命中 的 环 数 是 一 个 随机 变 
量 ( 设 分 别 记 为 了 ,7) ， 显 然 这 个 随机 变量 可 能 取 的 值 不 仅 是 10,9,8,7， 而 是 0,1,2， 
3,4,5,6,7,8,9,10; 另 一 方面 每 次 射击 命中 各 环 的 频率 会 逐渐 稳定 于 概率 p;:， 于 是 ， 
在 无 限 次 射击 中 他 们 各 自 的 平均 环 数 应 为 : 


甲 X= Ур ,xi =ii=0,1,.,10 
1=0 pi 


2, = Ур і 01,10 
显然 , 蕊 与 了 才 真 正 反映 了 甲乙 两 人 的 技术 水 平 。 这 里 ， 由 于 计算 平均 环 数 环 和 了 
时 ， 考 虑 了 X 和 了 取 各 种 可 能 值 的 概率 ， 每 次 射击 命中 可 能 性 大 的 环 数 ， 在 平均 数 
中 应 占有 较 大 的 份额 或 较 多 的 权重 ， 这 与 人 们 的 经 验 是 一 致 的 。 因 此 ， 用 这 种 平均 数 
作为 比较 的 标准 是 合理 的 。 

这 种 以 概率 作为 权重 的 加 权 平均 数 就 称 为 数学 期 望 ， 下 面 给 出 它 的 严格 定义 。 

定义 设 X 为 一 离散 型 随机 变量 ， 它 的 概率 分 布 为 

P(X =%) = р, і = 1,2,--- 


如 果 级 数 Bun 绝对 收敛 ( 即 立 lx [рж %), У, ир, ВАЕ х 的 数学 其 
1, 记 为 E(X) в ЕХ, Вр 
Е(Х) = Хр (4-1) 


Мр = 二 (= 42 时 ，E(X) = 1.5, а ВА ВОО ЕЛ м ель НЙ 
术 平均 数 了 ， 所 以 数学 期 望 值 是 算术 平均 数 的 推广 。 
У р 发 散 ， 则 说 明天 的 数学 期 望 不 存在 。 数 学 期 户 简 称 期望 或 均值。 


例 1 设 随机 变量 X 服从 参数 为 p 的 (0 一 1) 分 布 , 即 P(X=1) =р, P(X=0) = 
1 -P=9， 试 求 蕊 的 数学 期 望 。 

解 由 式 (4-1) 得 

Е(Х) = Укр = 0х9+1 хр =р 

例 2 某 水 库 每 年 出 现 超标 洪水 的 概率 为 p， 若 各 年 是 否 出 现 超标 洪水 是 相互 独 
立 的 ， 求 从 水 库 建 成 起 ， 至 首次 出 现 超标 洪水 的 平均 间隔 年 数 。 

解 令 工 表示 从 水 库 建 成 起 ， 至 首次 出 现 超标 洪水 的 间隔 年 数 。 则 不 是 离散 型 
随机 变量 ， 其 概率 函数 为 

Р(Х = Е) = фр, Е =0,1,2, 
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其 中 9 =1-p， 于 是 按 式 (4-1) 有 
Е(Х) = Хы = 4р(1 +24 +3 + ---) 


= 404 +Ф +9 +5) 


а 
ито) 
РИЧЕ пасуне Н 
(1-9) р 
例 3 某 城市 流行 一 种 疾病 ， 患 者 约 占 10% ， 为 开展 防治 工作 ， 对 全 城 居民 验 
血 ， 现 有 两 种 验 血 方案 : 
(1) 逐 个 地 化 验 ; 
(2) 将 四 个 人 的 血样 合 为 一 组 ， 混 合 化 验 ， 如 果 合 格 ， 则 只 需 化 验 一 次 ， 如 发 现 
有 问题 ， 则 需 对 此 组 四 人 再 逐个 复查 ， 共 化 验 5 次 。 比 较 两 种 方案 ， 何 种 为 优 ? 
Ж 任 取 四 人 ， 第 一 种 方案 需 化 验 四 次 。 
设 采 用 第 二 种 方案 需要 化 验 的 次 数 为 Y， 则 天 为 一 离散 型 随机 变量 ， 分 布 列 如 表 
4-2 所 示 。 
可 能 取 值 为 1 和 5。"X =1" 表 示 只 表 4-2 
需 化 验 一 次 ,说明 四 人 的 血液 都 正常 。 由 Т 3 
于 该 市 患 病 率 为 10% ， 所 以 任意 1 人 为 
正常 者 的 概率 为 0.9。 由 于 四 人 是 任意 选 
取 的 ， 他 们 正常 与 否 相 互 独 立 ， 所 以 四 人 都 正常 的 概率 为 0.9*。“X =5” 表 示 需 要 化 
验 5 次 , 说 明 四 人 中 至 少 有 一 人 是 患 病 者 ， 其 概率 为 1 -0.9*。 所 以 X 的 数学 期 望 为 
E(X) =1x0.9 +5 х (1-0.9*) ~2.4 
所 以 第 二 种 方案 为 优 。 
下 面 给 出 二 项 分 布 和 泊 松 分 布 的 数学 期 望 。 


-1 














Pp: 0.9* 1-0.9* 





二 项 分 布 : 
E(X) = У. = Уса = р)"* 
& = 
пру Саре -站 9 
8 
=пр[р + (1-р) ]"' = пр 
泊 松 分 布 : 

Е(Х) = ЎАР (0 = Уре = "У Ре аи 
= BP = ре Ае рту 
аА улаа. 
=Ae Se её = л 


从 上 面 各 计算 结果 看 到 ， 一 般 来 说 ， 对 离散 型 随机 变量 ， 数 学 期 望 并 非 是 随机 变 
量 最 可 能 出 现 的 取 值 ， 甚 至 不 是 随机 变量 的 一 个 可 能 值 ， 而 只 是 一 个 综合 平均 取 值 ， 


703 


第 四 章 ” 数字 特征 与 特征 函数 





它 完全 由 概率 分 布 确定 ， 故 亦 可 称 为 概率 分 布 的 期 望 。 
例 4 (分 赌 本 问题 ) 1654 年 法 国 职业 赌 徒 De Меге 向 数学 家 Разса! 提出 如 下 问 
题 : 甲 、 乙 两 人 各 出 赌注 50 法 郎 赌博 ， 约 定 谁 先 赢 3 局 ， 就 赢得 全 部 的 100 法 郎 ， 
假定 两 人 赌 技 相当 ， 且 每 局 无 平局 。 如 果 当 甲 赢 了 两 局 ， 乙 赢 了 一 局 时 ， 因 故 要 中 止 
赌博 ， 问 如 何 分 100 法 郎 的 赌注 才 算 公平 ? 
显然 平均 分 对 甲 不 公平 ， 因 为 甲 已 赢 了 两 局 ， 乙 只 赢 一 局 ， 全 部 归 甲 对 乙 又 不 公 
平 。 如 何 分 配 呢 ? 
有 人 提出 根据 已 赌 的 胜 负 局 数 分 配 : 甲 赢 了 2 局 ， 乙 赢 了 1 局 ， 所 以 甲乙 两 人 按 
2:1 比例 分 赌注 。 
Pp Pascal 提出 了 如 下 的 分 法 : 设想 再 
ЕЕЕ ЕЕЕ 赌 下 去 ， 甲 的 最 终 所 得 视 为 一 个 随机 变 
量 X， 其 可 能 值 为 0 或 100， 再 赌 两 局 
» | + 周 博 必 可 结束 ， 结 果 无 外 平 是 以 下 4 种 
情形 之 一 : 甲 甲 、 甲 乙 、 乙 甲 、 乙 乙 
(其 中 "甲乙 "表示 甲 胜 第 一 局 乙 胜 第 二 局 ， 其 余 类 似 ) 。 由 于 赌 技 相同 ， 所 以 甲 在 3 
种 情形 下 可 赢得 100 法 郎 ， 只 在 一 种 情形 ( 乙 乙 ) 下 ， 赢 得 0 法 郎 ， 所 以 X 的 分 布 列 
如 表 4-3 所 示 。 
因此 ，Pascal 认为 ， 甲 的 “期 望 "所 得 应 为 


ЕСХ) =.0 x 才 +100 х 3. = 75( 法 郎 ) 


这 种 分 法 不 仅 考虑 了 已 赌 的 局 数 ， 而 且 还 包含 了 对 继续 赌 下 去 的 一 种 “期 望 ”， 
这 也 是 数学 期 望 这 个 名 称 的 由 来 。 

=. 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 

若是 连续 型 随机 变量 ,密度 函数 为 /(x*)， 在 ( - wm ,+% ) 之 间 取 很 密 的 分 点 
9 < << Сат +m， 则 XX 落 在 [x;,*;,i] 中 的 概率 近似 地 等 于 f(x) (xi 
~%i) ， 因 此 XX 与 以 概率 f(x,) (xs х) ВОЙ л, 的 离散 型 随机 变量 近似 ， 而 这 离散 型 
随机 变量 的 数学 期 望 为 





К 





У а/а) (аа-а) 
上 式 是 积分 「 sy(z) dx 的 渐 近 和 式 ， 这 种 直观 的 分 析 启 发 我 们 引进 如 下 定义 ， 
定义 设 X 为 具有 密度 函数 /(*) 的 连续 型 随机 变量 ， 若 积分 
[о 
绝对 收敛 { 即 三 ”1z 1x)dz < +m ), 则 称 它 为 的 数学 期 望 (或 均值 ) ， 记 为 F(X) 
或 EX, Вр 
ЕСО = [7 уа) а= (4-2) 
15 设 随机 变量 X 服 从 正 态 分 布 N(a,o?) ， 试 求 BCX)。 
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解 忒 的 分 布 密度 为 


1 е-е 
Их) = е № 


V2mcr 


ЕО) = 三 mou = [7а 6 а 
ый гт 2mor 








Е д 





令 4= 一“， 上 式 化 为 





а 


+= ё += „б 
Е(Х) = г № (ог +а)е di= йена 


Ат: 
所 以 正 态 分 布 中 的 参数 a 正好 是 数学 期 望 。 
016 设 随机 变量 X 服 从 [a,5] 上 均 色 分布, 求 E(X)。 








解 XX 的 密度 为 
1 
=) = | a<sx<b 
о, ”其 他 
六 2 а+Ь 
于 是 200 = ов = [dx 5 
$17 设 随机 变量 臣服 从 P- 亚 型 分 布 , 求 马 ( 开 ) 。 
解 的 密度 函数 为 
Кх) = 7254 ЕР х>а 
于 是 Ех) = [f(x) dr = 2551 6 = a0) -leh 6790 gy 


Фх-а = 1,0] 
Е(Х) = ты (2+ а): е7" 
Bf aoB” "= а ps 
= еа + ур 1971670" 
= _B” аГ(а) , а8* Г(а) 
Faj ве! +*T(a) pe 
= в*% 


例 8 有 5 个 相互 独立 的 电子 装置 串联 组 成 整 机 ， 它 们 每 一 个 的 寿命 
Xk=1,2,3,4,5) 服 从 同一 指数 分 布 ， 其 概率 密度 为 


ле, х>0 
ГО) - { 


, х=0 


105 


第 四 章 ”数字 特征 与 特征 函数 





只 要 有 一 个 电子 装置 损坏 ， 整 机 就 不 能 工作 ， 求 整 机 寿命 了 的 数学 期 望 。 
Ж 先 求 了 的 密度 函数 ， 显 然 , 了 的 取 值 应 为 5 个 装置 中 寿命 最 短 的 一 个 。 因 此 

有 Y=min(X, ,和 ,XX ,XX ,Xs) ，Y 的 分 布 函 数 为 
Te s_ П-е*, у>0 
Fi(y) =1- [1 -Е,()] 1 о 


从 而 Y 的 密度 函数 为 


_ [SAe™”,y>0 
Et У 

于 是 了 的 数学 期 望 为 
ED = [ода = [леву = 去 


例 9 随机 变量 不 服从 柯 西 分 布 ， 其 分 布 密度 为 








1 
Қ) = терр -® <х< +9 
试验 证 其 数学 期 望 不 存在 。 
证 明 
га Я е 1 
1 т) | т(1+5) 
= Шат +42) |," =+= 
т 
所 以 X 的 数学 期 望 不 存在 。 


三 、 随 机 变量 函数 的 数学 期 望 

随机 变量 的 函数 仍 是 一 个 随机 变量 ， 经 常 要 求 它 的 数学 期 望 。 但 在 实际 问题 中 ， 
求 已 知 随机 变量 的 函数 的 分 布 往往 比较 复杂 ， 下 述 定理 给 出 了 由 已 知 随机 变量 的 分 布 
求 其 函数 的 数学 期 望 的 方法 ， 而 无 须 求 出 随机 变量 函数 的 分 布 。 

定理 设 Y 是 随机 变量 X 的 函数 ，Y =g(X) (Е 是 单 值 连续 函数 ) ， 当 六 是 离散 


型 随机 变量 时 ， 若 У, еС)р, ди, 0 
BE0D = 880] = вр (4-3) 
АН: p=P(X=%)，i=1,2,… 为 X 的 概率 分 布 。 
当 X 是 连续 型 随机 变量 时 ， 车 上 g(x)/(x) dx 绝对 收 化 ， 则 
E(Y) = [| асл) ак (4-4) 


式 中 : (х) ХН. 
定理 的 一 般 证 明 比 较 复杂 ， 下 面 只 对 全 是 连续 型 随机 变量 ，Y=g(X) 是 单调 函数 
的 情况 加 以 证 明 。 以 f(y) 表示 了 的 密度 函数 ， 于 是 
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ЕСУ) = ЕС] = 三 gm(y)dy 
= [сдав 0) |8600 


= [Г g(x) dx 
例 10 ное ЗМНЕ, ИАТА ЕС Га, 上 ， 试 求 球 的 体积 的 
数学 期 望 。 
解 、 设 用 XX 表示 测量 得 的 球 直径 ， 它 是 一 个 随机 变量 ， 其 密度 为 
=) [= asx<b 
ә = 5-а 
о, 其 他 





以 了 表示 球 的 体积 , 则 Y= 名 六 ， 故 





E07) = [7 одов = [тр 
= 30а +) (а? +5) 


上 述 定理 还 可 以 推广 到 多 元 随机 变量 函数 的 场合 。 下 面 仅 就 连续 型 随机 变量 的 情 
况 予 以 说 明 。 

设 XX,X,，…,X М п 元 随机 变量 ,其 联合 密度 函数 为 (x1,xi,，…,%,)，Y = 
8(X 1， ) 为 这 半 元 随机 变量 的 函数 ，y = g(x ,x,，,…,x, ) 为 实 连续 函数 ， 若 


[1 табы въ) ов ро, филе, сн 


则 
ED = Дабаа fr as) dd = (4-5) 
ни аосовд-леел, даная 
Дн, = ‚ се куње 
试 求 随机 变量 Z = ИЯ и, 
解 由 式 (4-5) 


Е(2) = [ [Яя те аду 
Е МИШ VT Fe drdy 
令 x=rcos9，y =rsing， 变 换 的 雅 可 比 J=r， 于 是 
Е(2) = А [геам = [еа = |= 


四 、 数 学 期 望 的 性 质 
数学 期 望 具有 如 下 性 质 : 
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性 质 1 Бс, Д 


Е(с) =с (4-6) 
性 质 2 设 X 是 随机 变量 , c 是 常数 ， 则 
Е(сХ) = cE(X) (4-7) 
性 质 3 设 X,，Y 是 任意 两 个 随机 变量 ， 则 
Е(Х+У) = Е(Х) +Е(У) (4-8) 


性 质 3 可 以 推广 到 如 下 一 般 情形 
Е(с1Х, + с,Х, +e tok,) = «Е(Х,) +с,Е(Х,) + +е,Е(Х,) (4-9) 
其 中 ， 计 (i=1,2,…,n) 为 随机 变量 ;c(i=1,2,…,n) 为 常数 。 
性 质 4 设 X,，Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ， 则 


E(XY) = E(X)E(Y) (4-10) 
性 质 4 也 可 以 推广 到 n 个 相互 独立 的 随机 变量 之 积 ， 即 
Е(Х,Х,-*-Х,) = Е(Х,)Е(Х,) ---Е(Х,) (4-11) 


证 明 性 质 1 和 性 质 2 很 明显 ， 请 读者 自行 证 明 。 

以 下 仅 就 连续 型 随机 变量 的 情况 给 出 性 质 3 和 性 质 4 的 证 明 ， 关 于 离散 型 随机 变 
量 的 情况 ， 读 者 只 要 在 证 明 中 用 “和 式 " 代 替 “ 积 分 " 即 可 得 证 。 

证 明 性 质 3 设 二 元 随机 变量 (X, 了 ) 的 联合 密度 为 /(x,y) ， 边 际 密度 分 别 为 
(xz) 和 广 (Y)， 由 式 (4-5) 得 


ECX #8) = [ао вау 
= [уву = | [7 уусу акау 


= [. ках = ур) dy 
=Е(Х) + Е(У) 
证 明 性 质 4 设 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 /(*,y) ， 边 际 密度 分 别 为 
所 (%) 和 /(y)， 由 于 X,Y 相互 独立 ， 因 此 
Лоу) = АК) 
由 式 (4-5) 得 


Е(ХУ) = [7 [7 уса, у) вау 
= [олов 


=) а] 0,0) = ECX)E(Y) 
912 一 民航 机 场 的 送 客 班车 载 有 20 位 旅客 ， 自 机 场 开 出 ， 沿 途 有 10 个 车 站 ， 
如 到 达 一 个 车 站 没有 旅客 下 车 ， 就 不 停车 ， 以 X 表示 停车 次 数 ， 求 ЕСК) ( 设 每 个 旅 
客 在 各 个 车 站 下 车 是 等 可 能 的 ) 。 
М 设 10 个 车 站 依次 为 1,2,…,10，X, 表示 在 第 i 站 停车 次 数 。 
І, 第 i 站 有 旅客 下 车 
| 


00, 第 i 站 没有 旅客 下 车 
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则 ХЕХ, +Х, ++, 
按 题 意 ， 任 一 旅客 在 第 i 站 不 下 车 “ 表 4-4 





的 概率 为 多， 因为 旅客 是 否 下 车 是 咎 此 。 Хх И 


1 








” 相互 独立 的 ， 因 此 ，20 位 旅客 在 第 i 站 әла 9 
9 у Е : (5) 1- (15) 
都 不 下 车 的 概率 为 (6)】 ; 在 第 i 站 有 


人 下 车 的 概率 为 1 - [多 ) ， 寺 是 的 分 布 列 如 表 4-4 所 示 。 所 以 


Е(Х,) =0x (5) +1x[1- (号 ]=o8si =1,2,--:,10, 
由 数学 期 望 的 性 质 3 的 推广 ， 有 
Е(Х) = Е(Х, +Х, + + Xo) 
=Е(Х,) +Е(Х,) +: +Е(Хь) 
~0.88 х 10 =8.8 
五 、 众 数 和 中 位 数 


随机 变量 无 的 众 数 以 Eo(X) 表 示 ， 对 离散 型 随机 变量 ， 众 数 是 使 概率 P(X=x;) 为 
最 大 的 x; 值 ， 对 连续 型 随机 变量 ， 众 数 是 使 密度 函数 (x) 为 最 大 的 x 值 ， 因 而 可 由 


方程 
Ex) =0 
解 出 。 


例 13 求 正 态 分 布 随机 变量 X 的 众 数 。 
解 ” 正 态 分 布 的 密度 函数 为 
Е 
Ка) = Е 
显然 ， 当 x =a 时 , Ax) 达到 最 大 值 ， 因 此 ， 正 态 分 布 的 众 数 为 a。 
随机 变量 X 的 中 位 数 是 满足 





F(x) = т 
的 x* 值 ， 以 E,(X) 表 示 。 对 连续 型 随机 变量 ， 中 位 数 满足 下 述 等 式 
Гоа = дом = 
当 密 度 函 数 的 图 形 呈 单 峰 对 称 时 ， 显 然 有 E(X) = Eo(X) = Е, (Х) . 
对 正 态 分 布 N(a,o?), Е(Х) = Е,(Х) = E.(X) = ao 


жил я 


(4-12) 


(4-13) 


(4-14) 


数学 期 望 等 位 置 特征 说 明了 随机 变量 的 分 布 中 心 。 在 实际 问题 中 ， 仅 知道 分 布 
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中 心 是 很 不 够 的 ， 还 需要 研究 随机 变量 取 值 的 分 散 程度 。 例 如 ， 本 章 开 头 曾 提 到 ， 关 
于 灯泡 的 使 用 寿命 问题 ， 如 果 两 个 工厂 生产 的 灯泡 使 用 寿命 的 均值 相等 ， 为 了 进一步 分 
析 灯 泡 的 质量 ， 还 需 研究 两 个 工厂 各 自生 产 的 灯泡 的 使 用 寿命 与 平均 寿命 的 偏离 程度 ， 
它 反映 了 灯泡 质量 的 稳定 性 。 如 何 来 描述 随机 变量 与 其 均值 的 偏离 程度 呢 ? 显然 X- 
E(X) 也 是 个 随机 变量 ， 因 此 须 考虑 平均 情况 。 由 于 外 ~-E(X) 有 正 有 人 负 ， 如 果 取 其 算术 
平均 ,会 发 生 正 负 抵消 ， 而 取 其 绝对 值 |X-E(X) | ， 再 求 平均 ， 运 算 又 不 方便 ， 因 
此 ， 将 离 差 在 -无 (8) 平 方 后 再 取 其 均值 来 刻画 随机 变量 并 取 值 的 “波动 "程度 比较 合 
适 ， 现 给 出 如 下 定义 。 

一 、 定 义 

设 X 是 一 个 随机 变量 , 若 E[X - E(X)]? 存在 ， 则 称 它 为 X 的 方差 ， 记 为 
D(X) 或 DX, 即 

D(X) = Е[Х - Е(Х)]? (4-15) 

由 方差 的 定义 可 知 ， 方 差 不 会 出 现 负 值 ， 称 oc = VD СХ) ВЕЙ Х 的 均 方差 。 

由 式 (4 -15) 可 以 看 出 , 方差 是 随机 变量 X 的 函数 [X -EE(X)]? 的 数学 期 望 。 
因此 ， 对 离散 型 随机 变量 ， 由 式 (4-3) 得 


D(X) = У [м - ECX) TP(X =), = 1,2,5 (4-16) 
对 连续 型 随机 变量 ， 由 式 (4-4) 得 
DX) = [0 - ЕСО 20) ак (4-17) 


式 中 : f(x) 为 的 密度 函数 。 
由 数学 期 望 的 性 质 可 得 
D(X) = Е[Х – Е(Х)?) = Е[ Х? – 2ХЕ(Х) + (Е(Х))?] 
= Е(Х?) -2Е(Х)Е(Х) + [Е(Х) ]? = Е(Х?) - [Е(Х)]? (4-18) 
用 式 (4 -18) 计 算 X 的 方差 ОХ) 有 时 比较 方便 。 
例 14 设 随机 变量 服从 参数 为 p 的 (0 -1) 分 布 , 试 求 X 的 方差 D(X)。 
М 例 1 已 求 得 E(X) =p， 从 而 
D(X) = Е[Х - Е(Х)]? = (1 -р)?р + (0 -р)?(1 -р) 
= (Г -Р)р(1 -p+p) 
=(1 -р)р = gp 
此 题 也 可 利用 式 (4 – 18) 
Е(Х?) = 1 хр +0? ха=р 
所 以 
D(X) = Е(Х?) - [Е(Х) ]* =р-р’ = gp 
#115 РУЛЕМ Хх ИМЕ М(а,о?), К Х 2725, 
解 ”由 方差 定义 可 知 
1 {se)2 


D(X) = [Ге и ах 


по 





2 
р = 5]. Ре “di 
， 由 分 部 积分 法 ,就 有 
507. 58 а 
[re d=(-te 


о Е 
,| + еа = Ут 


所 以 D(X) = о? 
ТЕБИ Н о? 正好 是 方差 。 

综合 例 5 和 例 15 的 结果 可 知 ， 正 态 分 布 N(a,o?) 完 全 由 它 的 数学 期 望 a 与 方差 
а? 所 决定 。 

=, 方差 的 性 质 

性 质 1 设 是 常数 ， 则 

D(c) =0 (4-19) 

反之 ， 若 D(X) =0， 则 存在 常数 c, 使 P(X = с) = 1。 

性 质 2 设 X 是 随机 变量 ,c 是 常数 ， 则 


D(eX) = ёр(Х) (4-20) 
性 质 3 ” 设 X，Y 是 两 个 随机 变量 ， 则 
Р(Х + У) = р(х) + D(Y) +2Cov(X,Y) (4-21) 
其 中 Cov(X,Y) = Е [Х - Е(Х) ][У-Е(У)]} 
车 下 与 了 相互 独立 ， 则 
D(X + У) = D(X) + Б(У) (4-22) 
性 质 4 D(X) < Е[(Х -а)*] (а 为 任意 实数 ) (4-23) 
性 质 1 和 性 质 2 容易 理解 ， 由 读者 自己 证 明 。 
证 明 性 质 3: 按 定义 


D(X+Y) =Е! [(Х+У) -Е(Х + У) ]?| 
=Е![(Х - Е(Х)) + (У-Е(У)) ]?| 
=Е|[Х - Е(Х) ]* =2[Х - Е(Х) [У - Е(У)] + [У- Е(У) ]?| 
=Е1(Х - ЕХ) ]? | + Е1[У- ЕСУ) 17| =2Е{[Х - Е(Х) [У - Е(У) ] | 


记 Соу(Х,У) = Е [Х -Е(Х) [У-Е(У)]} (4-24) 
则 
Р(Х + У) = р(х) + D(Y) +2Соу(Х,У) (4-25) 
这 就 证 明了 式 (4-21) 。 
将 式 (4 – 24) Ж 


Cov(X,Y) = Е [Х - Е(Х) [У -Е(У)]} 
=Е[ХУ - YE(X) ~ ХЕ(У) + E(X)E(Y)] 
=Е(ХУ) - Е(Х)Е(У) - Е(У)Е(Х) + Е(Х)Е(Ү) 
=Е(ХУ) - Е(Х)Е(У) 
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若 蕊 与 了 相互 独立 ， 由 式 (4-10) 知 Е(ХУ) =Е(Х)Е(У), ВЖ 
Соу(Х,У) = Е(ХУ) – Е(Х)Е(У) = Е(Х)Е(Ү) – E(X)E(Y) = 0 
从 而 式 (4 –25) Я 
О(Х + Ү) = р(х) + (ү) 

这 就 是 式 (4 -22)。 

这 里 Cov(X,I) 称 为 随机 变量 下 与 了 的 协 方差 (也 称 相关 和 矩 ) 。 后 面 对 协 方差 还 
要 讨论 。 

方差 性 质 3 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 随机 变量 ， 即 车 XX(i=1,2,…,n) 为 n 个 随 
机 变量 ， 则 有 


D( Хех = ED) +2 У ссСох(Х,,Х)) (4-26) 
#1 Х.(1=1,2,--.,п) Ж п ТТА УГ ОВЕ, Д 
оу сх) = У 0х) (4-27) 


证 明 性 质 4: 
D(X) = Е[Х -Е(Х)]*] = Е[(Х-а) - (Е(Х) -а) ]? 
=Е| (Х-а)? -2(Х-а)[Е(Х) -а] + [Е(Х) -а]?] 
=Е[(Х -а)*] -2[Е(Х) -а]? + [Е(Х) - а]? 
=Е[(Х -а)*] - [Е(Х) -а]* 
因为 
[E(X) -а]? >0 
所 以 
Р(Х) < Е[(Х-а)?] 

这 个 性 质 称 为 方差 的 极 小 性 质 ， 说 明 随 机 变量 Х, ХРЕН ЗА Е(Х) 的 离 差 平 
方 的 均值 ， 是 对 任意 实数 а 的 离 差 平方 的 均值 中 最 小 的 一 个 ， 因 此 用 期 望 值 BCX) 作 
为 随机 变量 X 估 计 值 产生 的 平均 误差 最 小 。 

例 16 ШХ-В(п,р), Р(Х). 

М НРХ-Х, +Х, +---+Х,, МН Х,,Х,,--,Х, 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 且 都 
服从 参数 为 p 的 (0 - 1) 分布 ,因此 

D(X) = D(X) + Б(Х,) + + D(X,) 
又 D(X) = pg, i = 1,2,---,п 
从 而 D(X) = npg 

例 17 设 随机 变量 服从 泊 松 分 布 ， 试 求 D(X) 。 

М 前 面 已 求 得 泊 松 变量 的 数学 期 望 已 (X) = л, ЯЛЕ ЕО), 
(4-3) 有 


Е(Х) = УР, (有 = УЕ - ПР, (В) + ЭХО! 
& ё 名 
2 


УЕ А ел деу А 
= Dk(k-1) Te А = Ае Ха +*А 
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=AzeAes +А = А +А 
再 利用 式 (4- 18), ， 得 到 
D(X) = Е(Х?) - [Е(Х) ]? = № +А-А? ЕЛ 
可 见 ， 泊 松 分 布 中 的 参数 入 ， 既 等 于 数学 期 望 ， 又 等 于 方差 。 
例 18 设 随机 变量 X 服 从 [a,b] 上 均匀 分 布 , 求 D(X)。 


解 例 6 已 求 得 E(X) = 220, ВЖЕ), А-З 








_b+abta’ 
ee Е 
于 是 
b+ab-a үа+ьр 
D(X) = Е(Х?) - [EX = - (95°) 
_(b-a)’ 
= 


$119 设 随机 变量 臣服 从 P- 亚 型 分 布 ， 求 DCX) 。 


м 已 知 E(X) = ві 而 


E(X) = а (5-0%) 


а ба) qx 
$ :=х-, № 
Е(Х?) = т № tle Pd +2af[ меа а теча) 
в" TS за, а а 22) 
в" 








7 То) 
И 
Д 2) _ 2 _ а(а +1) 24а , = 9 
于 是 D(X) = E(X) - (ЕСО = 892-27. 6 4- (1+4). = 


数学 期 望 和 方差 是 最 常用 的 数字 特征 ， 现 将 几 种 重要 的 一 元 随机 变量 的 概率 函数 
或 分 布 密度 以 及 它们 的 数学 期 望 和 方差 列 于 表 4 -5。 

















表 4-5 
分 布 概率 函数 或 分 布 密度 数学 期 望 方差 
А Р(Х =) =р'д 7%, &=0,1 
(0-1) 9% Di р 四 
ЕЕ Р(Х =) =Ctprg" ,k=0,1 ,en 
= 0<р<1, р+9=1 ыы ыы 
P(X=h) = 从。 下 =0.1.2， 
泊 松 分 布 м’ 5 A A 
А>0 
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续 表 
№ 概率 函数 或 分 布 密度 数学 期 望 [ 方差 
неин б) [= oveb а 6-5 
о, 其 他 З 
he х>0 7 1 
指数 分 布 f (x) -位 | A 
жал од «а ские Я о 
рша | 00 рау (re а. = 
а>0, x>ao 
1 ах - ау]? 
二 参数 对 数 19 -| Ф ако сое 
а ау т а „+ ЕСИ 
ФЯ х>0, Y=Inx 十 
22 Е 1 _ (в (2-6) -ar 
Ее er { 27 } 1) 
В <х<+ю, у=Ш (x-b) 
ждат +2. Е 
(第 一 型 | (а) =аехр [~a (х-л) -e "0)], а>0 (у =0.577215668--. ра 
极 值 分 布 ) ож) 
三 、 车 贝 雪 夫 不 等 式 
设 随机 变量 X 具 有 数学 期 望 E(X) 和 方差 D(X) ， 则 对 任意 ae >0， 有 
Р(Х - Е(Х) | >=) «2 (4-28) 
这 个 不 等 式 称 为 车 贝 雪 夫 不 等 式 。 
下 面 仅 就 连续 型 随机 变量 的 情况 加 以 证 明 。 
证 明 设 X 的 密度 函数 为 /(x) 
Р(|Х-ЕСХ) | ==) = | Ло 
[5-воо |>е 
р 2 
< | EE 
| -aoo [е 


< 5/ Cs -ECX) x) dr 
я]. 
= 2000) 


车 贝 雪夫 不 等 式 还 有 另外 一 种 形式 
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Р(х - ECOD 1<e) 21 - 200 (4-29) 


车 贝 雪夫 不 等 式 无 论 在 理论 上 还 是 实用 上 都 是 很 有 价值 的 。 它 给 出 了 在 未 知 X 
分 布 的 情况 下 ， 对 概率 P( |Х - Е(Х) | >=) 或 P( |X - Е(Х) |<) 的 一 种 估计 。 
但 是 这 种 估计 往往 是 粗略 的 ， 例如， 对 于 X~N(a,o )， 用 车 贝 雪夫 不 等 式 估 
Я, 有 


2 
8 
Р( |Х-а| <3а) 21-0 = 9 = 0.8889 


而 实际 上 ， 由 第 二 章 例 22 可 知 ， 对 正 态 分 布 , 恒 有 
P( |X-al<30) = 0.9973 
例 20 已 知 E(X) =750，VD(X) =15, 估计 随机 变量 X 介 于 700 ~800 的 概率 。 
解 ”因为 (700 <Х <800) 44 ( |Х-750 | <50) ， 故 
P(700 <Х <800) = P( |X-750| <50) =1-P(|X-E(X)|> 50) 
因为 РС ИХ -Е(Х) |> 50) < 5 
所 以 
P(700 <Х <800) = 1 - 15° 0.91 
абя 


四 、 标 准 化 随机 变量 
设 随 机 变量 X 的 数学 期 望 E(X) 存 在 ， 且 有 有 限 方差 D(X) =o? 了 0， 则 称 随机 变 
量 X 的 函数 
Ф - #8 (4-30) 


为 X 的 标准 化 随机 变量 ,这 种 函数 形式 又 称 标准 化 变换 。 
容易 证 明 对 标准 化 变量 Ф, АЖ Е(Ф) =0, рф) =1( 读 者 自己 证 明 )。 由 此 可 
知 在 第 二 章 中 ， 称 N(0,1) 分 布 为 标准 化 正 态 分 布 的 原因 所 在 。 


第 三 节 离 势 系数 、 矩 、 偏 态 系数 及 峰 度 系 数 


一 、 离 势 系 数 

方差 (或 均 方差 ) 虽 然 很 好 地 刻画 了 随机 变量 取 值 对 其 数学 期 望 的 偏离 程度 ， 但 
要 比较 两 个 随机 变量 的 离散 程度 时 ， 由 于 变量 本 身 量 级 不 同 ， 只 比较 方差 (或 均 方 
差 ) 的 大 小 就 不 合适 了 ， 试 看 下 面 的 例子 。 

有 两 个 随机 变量 X, , 寻 ， 它 们 的 概率 分 布 如 表 4 -6 和 表 4 -7 所 示 。 


表 4-6 表 4-7 


х, х, 1 


з 5 
工 工 于 
和 3 3 3 














р 














8 10 12 
ры 可 1 
3 Е] 3 





第 四 章 ” 数字 特征 与 特 生 函数 





容易 求 得 E(X1) =10, Е(Х,) =3, Б(Х,) =Б(Х,) ~2.7。 由 此 ， 能 不 能 说 它们 
的 分 布 对 数学 期 望 的 偏离 程度 一 样 呢 ? 显然 不 能 ， 从 直观 上 可 以 看 出 ，X, 的 变化 要 
шх, 稳定 得 多 ， 因 为 X, 的 均值 大 ， 而 X, 的 均值 小 。 虽 然 两 变量 的 最 大 值 与 最 小 值 
同样 相差 4, (НХХ, 来 说 变化 不 算 太 大 ， 而 对 Х, 来 说 就 显得 很 大 了 。 由 此 可 见 ， 当 
要 比较 不 同 随机 变量 的 离散 程度 时 ， 只 用 方差 或 均 方差 是 不 够 的 ， 还 应 该 消除 均值 大 
小 的 影响 ， 由 此 引入 下 列 指标 
с 
<= (4-31) 
Cv 称 为 变 差 系数 ， 我 国 水 文 界 习 惯 称 它 为 离 势 系数 ， 常 用 它 来 描述 各 种 水 文 气象 变 
最 的 离散 程度 。 采 用 这 个 量 ， 容 易 求 得 上 述 万 的 Си =0. 164, Х, 的 Сь, =0.55, Си, 
< Cw 与 直观 是 一 致 的 。 
由 式 (4-30) 和 式 (4-31) 可 得 到 一 个 在 水 文 统 计 中 很 有 用 的 公式 
Х=Е(Х) (ФС, +1) (4-32) 
=. ж 
定义 1 随机 变量 X 对 原点 离 差 次 宕 的 数学 期 望 E(X¥)， 称 为 X 的 阶 原点 
和 矩 ， 记 为 
и, =Е(Х*), К=1,2,--- (4-33) 
显然 ， 数 学 期 望 是 一 阶 原 点 矩 。 
定义 2 ”随机 变量 X 对 数学 期 望 离 差 上 次 宕 的 数学 期 望 忆 [X - Е(Х) 1‘, ЯХ 
的 大 阶 中 心 矩 ， 记 为 
шщ =Е[Х-Е(Х) ]*, 大 =1,2，… (4-34) 
显然 ,方差 是 二 阶 中 心 矩 。 
定义 3 ”随机 变量 X 对 实数 4 离 差 上 次 寡 的 数学 期 望 E[ (X- d) 和 ] ， 称 为 大 的 大 
阶 定点 矩 ， 记 为 
0, =Е[(Х-4)*], Е=1,2,--- (4-35) 
显然 , d=0 时 , 0, =и,, 4=Е(Х)В}, 0, = шо 
#21 试 求 P- 亚 分 布 对 变量 最 小 值 ce 的 定点 矩 。 
м 按 定义 3 有 
0, = Е[(Х - а,)*] 


ВЕ, kta-l -В(=-а0) 
= уі, (2-а) е) ах 
$: = В(х -ao) 得 





a to ааа аа _ Г(а+®) 
в, Тов" | Я та 
Е Е цара (4-36) 


9122 试 求 正 态 分 布 W(a,o” ) 的 大 阶 中 心 矩 。 
№ 按 定义 有 
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+= _Ха-а)2 
шщ = ЕХ -а)!] = =: (к ауе а 
TO 
令 t=x-a 则 
О Ра 
i ти 
-高 Lee 人 
= м (к а) = (Е 1)одш 
та 





0-07 ие а} 


所 以 对 正 态 分 布 有 Am =0°, из =0, ша =30*。 

三 、 偏 态 系数 

随机 变量 的 概率 分 布 ， 有 的 是 对 称 的 ， 有 的 是 不 对 称 的 ， 在 数学 上 用 什么 量 来 描 
述 分 布 的 不 对 称 程度 呢 ? 

对 一 切 对 称 分 布 ， 期 望 值 是 分 布 的 对 称 中心 ， 随 机 变量 了 与 其 期 望 值 B(X) 的 离 
差 的 奇 次 方 的 均值 为 零 ， 即 

ЕГХ - E(X)]*" = 0,k = 0,1.2， 

而 对 于 不 对 称 分 布 ， 一 般 来 说 E[X-E(X)]*" 关 0, (k=1,2,…)， 因 此 ， 可 以 

采用 E[X-E(X)]**' 来 反映 随机 变量 的 分 布 的 不 对 称 程度 。 为 计算 方便 ， 一 般 取 
=1。 在 实用 上 采用 相对 量 ， 即 用 均 方差 的 三 次 方 去 除 E[X - Е(Х)]*, #К 
С: = м (4-37) 

为 偏 态 系数 。Cs 也 是 水 文 上 常用 的 一 个 统计 参数 。 

通常 | Cs | 越 大 ， 分 布 就 越 不 对 称 ; | Cs | 越 小 ， 分 布 越 接近 对 称 ; Cs =0， 分 布 
完全 对 称 。 

当 Cs >0 时 ， 分 布 为 正 偏 或 右 偏 ; Cs <0 时 ， 分 布 为 负 偏 或 左 偏 。 图 4 - 1 反映 
了 Cs 对 分 布 密度 图 形 的 影响 。 

| Cs 一 0 


| 

Я | Cs=' 
| ЕТ 
| 1. 


0 工 27 0 х 
(а) (© 


К» 
fz) 
fz) 





图 4-1 
四 、 峰 度 系 数 
峰 度 系 数 用 Ce 表示 ， 它 刻画 了 分 布 密度 曲线 的 峰 形 阔 狭 特 征 ， 其 值 为 
се = ИХ ЕО _3 (4-38) 
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正 态 分 布 的 Cs 恒 为 零 。 峰 度 系 数 在 实际 工作 中 使 用 不 多 。 
五 、 用 和 矩 表示 数字 特征 
可 以 用 撼 表示 数字 特征 
Е(Х) = и; D(X) = pu 


с = ба № 


+ 
Cr = 6 =, = 
Е(Х) ы а? (а)? 





对 于 了 - 亚 型 分 布 ， 容 易 得 到 


< 2a 2 
Аз В’ в* 
从 而 有 


对 于 正 态 分 布 ， 有 
= =0, Се = м за 307 3 2 
з= = 0, Се = 6-3 ==. -3=0 
СА с с 
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一 、 多 元 随机 变量 的 数学 期 望 

(一 ) 数 学 期 望 与 条 件数 学 期 望 

定义 (Х.Х) п ЛИЛИИ, ЛИК СЕСХ,) „ВСК, ,BE( 扎 )] 为 n 
元 随机 变量 (X, ,和 ，…,X,) 的 数学 期 望 。E(X,) 是 分 量 的 边际 数学 期 望 ， 即 

bb 离散 型 ， 
E(X) = 0771 О ns = 2 
ЈС) ах, 连续 型 ， 
式 中 : р = P( =) ду, 的 边际 概率 ; f(x) 为 的 边际 概率 密度 。 

多 元 随机 变量 的 数学 期 望 [E(X ) ,E(X,) ,…,E(X,) ] № п 维 室 间 中 的 一 个 点 ， 
随机 变量 (X ХХ) 所 表示 的 随机 点 围绕 着 这 一 点 分 布 着 。 所 以 [ E(x,)， 
Е(Х,) ,…,E(X,) ] 是 多 元 随机 变量 的 分 布 中 心 。 

多 元 随机 变量 有 条 件 分 布 ， 因 此 就 有 条 件 分 布 的 中 心 ， 这 就 是 条 件数 学 期 望 。 下 
面 主要 讨论 二 元 连续 型 随机 变量 的 条 件数 学 期 望 。 

定义 “ 设 二 元 连续 型 随机 变量 (X,7) 的 联合 密度 为 (x,y) ， 则 称 

BE =) = оа = Га та) (4-39) 
为 在 X=x 条 件 下 了 的 条 件数 学 期 望 ， 简 称 条 件 期 望 ， 记 为 E(Y|X ==) СУ | z) 或 元 。 
778 
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显然 ，m,(x) 是 x 的 函数 ， 称 方程 
У. = m(x) (4-40) 
为 Y 依 X 的 回归 方程 它 在 хоу 平面 内 的 图 像 称 为 Y 依 XX 的 回归 曲线 ， 如 图 4 一 2 
所 示 。 





Јо 


о Эр Ӱр Эр 
ЕУ РАА 
Ty Р. РЯ АА 


ВС) 






22, 





У луз» 





А Э, = тб) 

4-2 

同 理 可 定义 在 Y=y 条 件 下 xX 的 条 件 期 望 
ECXIY =) = [за а = [7 «б = та(у) (4-4) 


ma(7) 是 y 的 函数 ， 称 方程 
5 =т, (9) (4-42) 
为 xX 依 Y 的 回归 方程 ， 它 在 xoy 平面 内 的 图 像 称 为 X 依 Y 的 回归 曲线 。 

87, =т, (х) 5х =m(y) 不 互 为 反 函数 ,或 者 说 两 条 回归 曲线 一 般 不 
重合 。 

上 述 结果 可 以 推广 到 n 元 随机 变量 的 场合 ， 即 车 (X, ,和 %，…,X,) 为 4 元 随机 变 
量 ,X(i=1,2,…,n) 的 条 件 密度 为 大 (| 各，… ,zi 4, 和 4，…,z,)， 则 X 关于 
СХ олоо ВОЯКИ 

BOX ЇХ, = ауа = оа = а, = ,) 


= [ало оао) ак 


= т, (аугаа) (4-43) 

ВО (4 43) ХОХ, ХХХ) НИЕ, РЕ РКО ТАА ТТ, 

由 式 (4-39)、 式 (4-41)、 式 (4-43) 容 易 证 明 ， 当 随机 变量 相互 独立 时 ， 条 件 
期 望 变 成 常数 ， 并 等 于 无 条 件 期 望 ( 即 边际 数学 期 望 ) 。 

当 随 机 变量 不 相互 独立 时 ， 条 件 期 望 不 是 常数 ， 而 是 作为 条 件 的 那些 随机 变量 的 

函数 。 例 如 二 元 随机 变量 (X,Y) 的 条 件 期 望 E(Y|X=x) ， 当 X 取 不 同 值 时 其 数值 也 

不 同 ， 由 于 XX 是 随机 变量 ， 因 此 车 把 E(Y|X=x) 写 成 E(Y|X)， 则 它 就 变 成 的 酉 


119 


第 四 章 жэн 5 





数 ， 因 此 也 是 随机 变量 ， 可 以 证 明 ， 它 与 无 条 件 期 望 E(Y) 有 下 述 关系 
E[E(Y|X)] = E(Y) (4-4) 
наводи авар ес а, 
证 明 按 式 (4-4) 
ЕГЕСУ[ ХУ] = [Еул С) 


Гоо 


= ладан = [ло 
=Е(У) 

9123 试 求 二 元 正 态 分 布 的 数学 期 望 和 条 件 期 望 。 

Ж “在 第 三 章 中 已 求 得 二 元 正 态 分 布 的 边际 分 布 及 条 件 分 布 分 别 为 


(se)2 
2 














fr(x) = Е е 201 
1 59 
Лу) = Ре Wa 
一 2 
Абу |а) = ит т = 207 ТЗ - а -po a1)] } 
с! 2 
и теч теч WO 9 52910-07] 
根据 正 态 分 布 的 性 质 可 知 : 
Y 依 X 的 条 件 期 望 为 
Ӯ, = т) тара) 
X 依 Y 的 条 件 期 望 为 
5, = ту) = a +р20у-а) 
(二 ) 均 方 线性 回归 


从 上 面 的 例子 中 看 到 ， 当 二 元 随机 变量 (X,Y) 服从 正太 分布 时 ， 两 条 回归 线 都 是 
直线 ,但 在 实际 问题 中 ，(X,Y) 的 联合 分 布 常常 未 知 ， 且 不 一 定 都 是 正 态 分 布 ， 致 使 
回归 方程 的 函数 形式 难于 求 得 。 此 时 ， 常 采用 线性 函数 作为 回归 方程 的 一 种 估计 。 由 
于 回归 线 是 条 件数 学 期 望 的 轨迹 ,根据 数学 期 望 的 性 质 ， 应当 有 : 在 一 切 函 数 
8(*) 中 ,只 当 g(x) = ЕГУ|х] 时 , ЯА ЕГУ -g(x)]”= min 。 当 函数 E[Y|x] 的 形 
式 无 法 确 知 时 ， 实 际 应 用 中 常用 线性 函数 








= L(x) =а += (4-45) 
来 估计 。 并 且 按 下 述 原则 确定 未 知 参数 w，B : 
е(а,В) = Е[У - (а + ВХ) ]? = тіп (4-46) 
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由 此 得 到 的 方程 称 为 均 方 线性 回归 方程 ， 图 4 一 3 
表示 真正 的 回归 曲线 与 均 方 回归 直线 之 间 的 
区 别 。 

将 e(a,B) 对 a,B 求 导数 ， 并 令 其 等 于 零 ， 
可 得 








а = Е(Ү) - ВЕ(Х) (4-47) 
Ы в = Се. (4-48) 
图 4-3 于 是 , УХ 的 均 方 线性 回归 方程 (4 - 45) 可 
写 为 

ӯ, = Ша) = ЕС + И, - 00] (4-49) 

同 理 ， 可 求 得 六 依 Y 的 均 方 线性 回归 方程 
2, = Цу) = E(X) + СЮТ, əу) (4-50) 
容易 验证 ， 对 二 元 正 态 分 布 ， 均 方 线性 回归 方程 就 是 真正 的 回归 线 ， 即 条 


件 期 望 。 
二 、 多 元 随机 变量 的 方差 
(一 ) 协 方差 与 协 方差 矩阵 
定义 ” 设 (多 ,名 ,…,X,) 为 n 元 随机 变量 ， 则 称 [D(X,) ,D(X,),…,D(X,)] 为 n 
元 随机 变量 (X,,X,,…,X,) 的 方差 其 中 D(X,) 是 分 量 X. 的 边际 方差。 
У, [а -EX) Tp, 离散 型 ， 
D(X) =. і = 12 = 1,2, п 
[2-Е ]3.(*) qx， 连续 型 ， 
式 中 ; р, РОХ, 5) АХ, 的 边际 概率 ; f(x) 为 的 边际 概率 密度 。 
对 п 元 随机 变量 (X, ,KX，…,X,) ， 其 方差 只 反映 各 分 量 的 离散 程度 ， 而 不 能 很 好 
地 反映 多 元 随机 变量 整体 的 离散 程度 。 因 此 ， 要 描述 多 元 随机 变量 的 离散 程度 ， 除 了 
方差 以 外 ， 还 要 考察 各 分 量 之 间 的 关系 ， 一 般 采 用 协 方差 来 描述 。 我 们 知道 若 X,Y 
相互 独立 ， 则 Cov(X,Y) =0， 也 就 是 说 ， 当 Cov(X,Y) 关 0 时 ，X, 了 肯定 不 独立 。 这 
说 明 协 方差 Cov(X,Y) 在 一 定 程度 上 确实 反映 了 与 了 之 间 的 相互 关系 。 
设 交 ,了 为 两 个 随机 变量 ， 由 式 (4 —24) 知 协 方差 的 定义 是 
Cov(X,Y) = E{[X- Е(Х) ИУ - Е(Ю)11 
因此 ， 若 (X,Y) 为 二 元 离散 型 随机 变量 ， 则 


Соу(Х,У) = У У (а, - Е(Х) Пу, – Е(У) ру (4-51) 


其 中 py =Р(Х=х,,У=у,), #=1,2,--- п, j=1,2,.…,no 
若 (X, 了 ) 是 二 元 连续 型 随机 变量 ， 则 
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Соух.) = 万 三 [=- ЕСО - ЕСЛИ, бу 


其 中 几 x,y) 为 (下 ,了 ) 的 联合 密度 。 
根据 协 方差 的 定义 ， 容 易 看 出 
Соу(Х,Х) = D(X) 


Я Cov(a,X) =0 
式 中 a 为 任意 常数 。 
协 方差 还 具有 下 列 性 质 : 
(1) Cov(X,Y) = Cov(Y,X) = Е(ХҮ) - E(X)E(Y) 
(2) Соч(аХ,БУ) = abCov(X,Y) 
фа, 5 为 任意 常数 。 
(3) Соу(Х, +Х,,У) = Соу(Х,,Ү) + Соу(Х,,У) 


这 些 性 质 的 证 明 比较 容易 ， 留 给 读者 作为 练习 。 


(4-52) 


(4-53) 
(4-54) 


(4-55) 
(4-56) 


(4-57) 


车 (XX ,Xi，,…,X,) 为 n 元 随机 变量 ,以 jy(i,j=1,2,…,n) 表 示 XX 与 和 之 间 的 协 


方差 ， 则 称 


“ 


л HA 
为 n 元 随机 变量 (X, „Х, ,---,Х,) 的 协 方差 矩阵 或 相关 和 矩阵。 


显然 ，M 之 主 对 角 线 元 素 凡 =0(Х,) ,(i=1,2,…,n) 为 X, 的 方差 。 协 方差 矩阵 


有 下 列 性 质 : 
性 质 1 对 称 性 ， 即 mm =p， 对 一 切 i, J=1，2，…， nn 成 立 。 
性 质 2 非 负 定性 ， 即 W 的 行列 式 | M | =0。 

性 质 1 显然 成 立 ， 性 质 2 证 明 略 。 
#24 设 (X,Y) 的 联合 密度 为 





Каз) = Ё 0<х<2, 0<у<2 
0, 其 他 
求 (X,Y) 的 数学 期 望 及 协 方差 矩阵 。 
解 
воо = [терь + ыы = [а 2 
同 理 
Е(Ү) = т 
又 ЕО) = {fxsy) drdy = ха 
де 
同 理 
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E(Y) = 5 
м 2 
вою = олоод = роја = [ты = 5 
所 以 р(х) = 800) -LECOP = - (1) = 其 
同 理 рО) = 其 
而 


Cov(X,Y) = Е(ХУ) - Е(Х)Е(У) 
мака Я 1 


376 х6 36 
所 以 ，(X,J 的 数学 期 望 为 { 3, 蕊 ] ， 协 方差 矩阵 为 


ти 
36 36 








(二 ) 相 关系 数 与 相关 系数 矩阵 


协 方差 虽 能 在 一 定 程度 上 刻画 随机 变量 间 的 相互 关系 ， 但 受 变量 本 身 量 级 和 量 纲 
的 影响 ， 不 便于 比较 ， 为 了 便于 应 用 ， 引 入 相关 系数 的 定义 。 
设 (X,Y) 是 二 元 随机 变量 ， 若 D(X) >0，D(7) >0， 则 称 








Cov(X,Y 
VD(X) 
为 随机 变量 X 与 了 的 相关 系数 ， 记 为 p 或 p,，， 
р = СЮ EI(X- Е ED (4-58) 
то D(X) VD(Y) D(X) VD(Y) 


相关 系数 是 无 量 纲 的 量 ， 不 受 度量 单位 的 影响 ， 这 样 能 更 好 地 反映 随机 变量 万 
与 了 的 关系 。 实 际 上 ， 相 关系 数 就 是 随机 变量 标准 化 后 的 协 方差 ， 即 
_ _ Соу(х,У) 
Mr VD УВ) 
Е Е(Х) У т 
УВ) 50) 
=Cov(X° ,7°) =р.. 
Х* ,分 别 是 随机 变量 和 ,Y 的 标准 化 变量 ,它们 的 均值 为 0， 均 方差 为 1。 
现在 讨论 相关 系数 的 性 质 。 若 p 为 随机 变量 下 与 了 的 相关 系数 ， 则 
(1 lpl <1; 


(2) lp | =1 的 充 要 条 件 是 下 与 了 以 概率 1 存在 线性 函数 关系 ， 即 存在 常数 a， 


(4-59) 
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Ь, ЕР(У=аХ+Ь) =1。 
证 明 
(1) 考 虑 X,Y 的 标准 化 变量 ， 由 式 (4 -59) 得 Cov(X*,Y* ) =Е(Х'Ү') =р, 由 
于 标准 化 变量 的 方差 都 是 1， 因 此 
Р(Х" жү") = р(х") +D(Y*) +2Cov(X° ,7°) =2(1+p) 20 





从 而 
Ірі <1 
(2) 必 要 性 : 设 p=1, Р(Х" - У") =2(1-p) =0， 由 方差 性 质 知 ， 存 在 党 
数 c， 以 概率 1 成 立 


Х* - У =с 
即 X-E(X) _Y-E(Y) _, 
ox с, р 


解 得 
= ZX - Я" [Е(Х) + сох] + E(Y) = aX +Ь 
сұ сх 


对 p = -1 可 得 同样 结果 。 
充分 性 : 设 以 概率 1 成立 Y=aX+b， 则 
Cov(X,Y) = Е [Х - Е(Х) [У - Е(У)]| 
=Е|[Х - Е(Х) ][аХ +b -аЕ(Х) – Ь]| 
=aD(X) 
D(Y) = D(aX +) = а?р(Х) 





于 是 
бомбу) ap a р. 90 
Р = DD 0 РОО 1а = ТаТ 1-1, а<о 


车 lp1=1， 则 XX 与 Y 间 为 线性 函数 关系 ， 这 时 如 果 给 定 一 个 随机 变量 的 值 ， 另 
一 个 随机 变量 的 值 便 完全 决定 。 若 p =0， 则 称臣 与 了 不 相关 。 

以 前 曾 介绍 过 随机 变量 相互 独立 的 概念 ， 它 与 不 相关 概念 有 什么 区 别 呢 ? 它们 的 
关系 如 下 : 若 随机 变量 下 与 了 相互 独立 ， 则 不 与 了 不 相关 ， 但 若 蕊 与 了 不 相关 ， 则 
它们 不 一 定 独立 ， 不 过 当 (X,Y) 为 二 元 正 态 变 量 时 ， 独 立 与 不 相关 等 价 。 

首先 证 明 独 立 必 不 相关 : 事实 上 在 讨论 方差 性 质 时 已 证 明 独立 随机 变量 的 协 方差 
Соу(Х,У) =0, 因 此 由 相关 系数 定义 可 知 p =0， 从 而 XX 与 Y 不 相关 。 

下 面 用 例子 说 明 不 相关 不 一 定 独立 ， 例 如 ， 若 随机 变量 六 的 分 布 密度 f(x) 关 于 
纵 轴 对 称 ， 令 Y= 久 ， 由 于 fA(x) 关 于 y 轴 对 称 ， 显然 有 E(X) =0。 

而 Cov(X,Y) = EI[X-E(X)][Y -ECY)]! 
=E|XY - ХЕ(Ү) - YE(X) + E(X)E(Y)!} 
=Е(ХУ) - Е(Х)Е(У) = E(X) =0 
所 以 p=0, 说 明 X 与 Y 不 相关 , Н У= 是 无 的 二 次 函数 ， 当 然 世 与 了 不 独立 。 

准确 地 说 ，p 应 称 为 线性 相关 系数 才 更 为 合适 。 它 只 刻画 了 与 Y 间 线性 关系 的 

密切 程度 , |p | 愈 接近 1， 说 明 开 与 了 愈 接近 线性 关系 。 如 果 把 (X,Y) 的 取 值 点 绘 
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在 平面 直角 坐标 系 中 ， 则 |p | 接近 1 时 ,随机 点 密切 分 布 于 一 条 不 平行 于 坐标 轴 的 
直线 附近 。 若 P>0， 则 У( в Х) 的 取 值 有 随 开 (或 了 ) 增 大 而 增 大 的 趋势 ， 如 图 4-4(a) 
所 示 ， 这 种 情况 称 为 正 相关 ; 车 p <0， 则 了 (或) 的 取 值 有 随 X( 或 了 ) 增 大 而 减 小 的 趋 
势 ， 这 种 情况 称 为 负 相关 ， 如 图 4 一 4(b) 所 示 ; 若 p=0 时 ， 随 机 点 的 分 布 如 图 4 一 4 
(c)、(d) 所 示 ， 此 时 ,表明 Y 与 X 无 线性 相关 关系 ,这 种 情况 称 X 与 Y 不 相关 。 


yt 











х 0 
(b) 负 相关 (co) 不 相关 (d) 不 相关 


图 4-4 


下 面 证 明 二 元 正 态 分 布 的 独立 与 不 相关 等 价 。 首 先 证 明 二 元 正 态 密度 函数 中 的 p 
就 是 相关 系数 。 事 实 上 


ши = [fC Ls- ЕСО У -ECY) у) у 


1 
Ете а 
1 (я-а), (я-а) (у- а)? 
т] = ра о т а 














А 
арто ао сана 
= 一 -一 | е х-а = а,)е 4 
зоо, Vi [< 17 (у - а у. 
х - а, 1 - а, х-а 
令 区 1 ve у а. 1 
о! i-p\o fa ) 
则 
76 т -2 
р = 去 | EE ис, (во, М1 = р? +рио,)е * dudv 
а 2 = ы а 
_ 2019 [*® з т. [** 1 ооз 1 р [** Ж се Ж 
= we ды] е до + СР [ие ты] ve do 
а 
роі, ИС 
= а т] we “du = ро, 
从 而 
= 如 r - 
Prr она, ? 


所 以 二 元 正 态 密度 函数 中 的 р 就 是 相关 系数 。 当 P =0 时 ， 二 元 正 态 密度 函 
数 变 成 
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Е п 
Кх,у) = тов, 
Ca-a0D2 20-22)? 
= 9 ке 
У2то, V270; 


即 与 Y 相 互 独立 。 

在 第 二 节 方差 的 性 质 中 ， 已 经 证 明 如 XX 与 Y 相 互 独立 ， 则 Cov(X,Y) 为 0， 即 不 
相关 。 因 此 对 二 元 正 态 分 布 ， 独 立 与 不 相关 是 等 价 的 。 

由 元 随机 变量 的 两 两 相关 系数 排 成 的 矩阵 


Не: 


Po Pun 
称 为 相关 系数 矩阵 ， 其 中 pi =1(i=1,2,…,n)。 显 然 p 也 是 对 称 及 非 负 定 的 。 
例 25 设 X 与 Y 的 方差 各 为 25 和 36， 相 关系 数 为 0.4, 试 求 D(X+Y) 及 
D(X-Y)。 
解 Р(Х + У) = р(х) + (У) +2Cov(X,Y) 
=25 +36 + 2р VD(X) VD(Y) 
=25 + 36 + 24 
=61 +24 
D(X+Y) = 61 +24 = 85 
Р(Х - Ү) =61 -24 = 37 
0126 已 知 随机 变量 无 与 了 相互 独立 ， 且 都 服从 正 态 分 布 NV(0,0g )。 令 = 
aX +ВУ, п=аХ -BY， 试 求 上 与 了 的 相关 系数 。 
Ж ”因为 下 与 了 相互 独立 ， 所 以 
D(E) = а?р(Х) +B2D(7) = (а? + В?)о? 
Р(п) = о?р(Х) + В?р(УҮ) = (o +В?) о” 
又 Соу(&,1) = Соу(аХ + ВУ, аХ - ВУ) 
=azD(X) - аВСоу(Х,У) + аВСоу( У,Х) - B2D(Y) 
=а?р(Х) - В?О(У) = (о? - В?) о” 
所 以 55 Соу(&,1 = а -в? 
VTS VD а +В 
(三 ) 条 件 方差 、 剩 余 方差 和 回归 方差 
多 元 随机 变量 有 条 件 分 布 ， 为 了 衡量 条 件 分 布 的 离散 程度 ， 需 要 引入 条 件 方差 。 
试看 二 元 随机 变量 的 情况 。 设 二 元 随机 变量 (X,Y) Ч Х = 时 了 的 条 件 分 布 为 Fy 
(y 1x) ， 条 件 分 布 的 数学 期 望 为 E(Y1x) ， 则 X=x 时 了 的 条 件 方差 为 


D(Y|x) = Е{[У- E(Y|x)]’} (4-60) 
同样 ， 定 义 Y=y ВХ МЕЖ 
р(х |у) = Е [Х - Е(Х|у) ]*} (4-61) 


显然 D(Y|x) 是 * 的 函数 ，D(X |у) жу 的 函数 。 
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为 了 方便 起 见 ， 以 后 采用 记号 
D(Y|s) = 0%, (4-62) 
Р(Х |у) =0%, (4-63) 
已 经 证 明 ， 若 (X, 了 ) 服 从 二 元 正 态 分 布 ， 则 它 的 两 个 边际 分 布 及 两 个 条 件 分 布 也 是 正 
态 的 ， 因 此 ， 按 正 态 分 布 参数 的 性 质 可 知 ， 二 元 正 态 变量 的 两 个 边际 方差 为 a? Жо 
了 使 表述 更 加 清楚 ，o? 和 сз 有 时 分 别 用 cx 和 or? 来 表示 ) ， 两 个 条 件 方差 分 别 是 
ви, = 03(1-р') = or(1 -p’) (4-64) 
опу =01(1-р?) = ox( -р') (4-65) 
它们 都 是 常数 ，a3 ,与 X 的 取 值 无 关 ，o%, ,与 了 的 取 值 无 关 。 
下 面 证 明 ， 对 一 般 二 元 随机 变量 (了 ,7) ， 对 均 方 回归 直线 的 条 件 方差 也 是 常数 ， 
并 且 有 与 式 (4-64)， 式 (4-65) 相同 的 形式 。 若 记 Y 了 对 均 方 回归 直线 L(X) 的 条 件 
方差 为 wy.r， 将 式 (4 -60) 中 的 E(Y|x) 代 之 以 L(X) 的 表达 式 (4 -49) 可 得 


оз, = Е[у -EY) - Их ОЮ 








=ЕГУ - E(Y)]? 2 Deity E(Y)J[X -Е(Х)11 
+ Со Юру - ЕСО 
рор) -2 Co (XY) ,Cov (XP) ру) 


D(X) (Хх) 
2 _ Соу (Х,У) _ _ Соу?(Х,Ү) Е 
000) - тов рор [1 гат (4-66) 
#13 (4 - 58) 189] 
уд = 0101 -р?) (4-67) 
同 理 可 得 оу =01(1- р?) (4-68) 


cy.x 称 为 随机 变量 了 对 均 方 回 归 直 线 L(X) 的 剩余 方差 ， 简 称 为 剩余 方差 。o?2.， 
称 为 随机 变量 X 对 均 方 回归 直线 L(Y) 的 剩余 方差 。 
下 面 讨论 随机 变量 了 的 总 方差 D(Y) 与 其 剩余 方差 之 间 的 关系 ， 计 算 它们 的 差 ， 
由 定义 有 
E[Y ~ Е(У) ]* -Е[У- (а+ВХ) ]? 
= Е1 [У - Е(У) ]? - [У- (а+ВХ) ]?} 
=Е[(У-Е(У)) + (У- (а+ВХ))][(У-Е(У)) - (У- (a +BX))]} 
= El[(2Y -2E(Y)) - (а+ВХ – Е(У)) ](а+ВХ-Е(У))| 
= Е! [2У -2Е(У) ][«+ВХ-Е(У)]} -Е[а+ВХ-Е(У) ]? 
=0+28E[(Y- ЕҮ)Х] -0 -Е[а+ВХ - Е(У) ]? 


Соу?(Х,У) 


22500 


- Е[а +ВХ – Е(У) ]? (4 –69) 


жож жн БЕ 





由 式 (4 一 66) 可 知 
Сои (Х.У) _ рүү) -ElY- (азвхр (4-10) 


D(X) 
将 它 代 人 式 (4 -69) 得 到 
Е[У - Е(У) ]* -ElY- (а +ВХ) ]? 
= 2р(Ү) -2Е[У - (а+ВХ) ]* - Е а + ВХ - Е(У) ]? 


整理 后 得 
Е[а + ВХ - Е(У) ]? = Е[У- Е(У) ]? - ЕУ- (а + ВХ) ]° (4-71) 
车 记 
on = Ela+BX-E(Y)] (4-72) 
则 式 (4 -71) 可 写 为 
о = ору +0 (4-73) 


现在 来 看 式 (4 -72) 的 几何 意义 ， 因 + ВХ -E(Y) 表 示 均 方 回归 直线 上 的 Y 值 对 
了 的 分 布 中 心 ЕСУ) 的 偏差 ， 它 刻画 了 由 于 沁 取 值 不 同 而 导致 了 取 值 偏离 ЕС У) 的 情 
况 ， 所 以 称 ow 为 了 Y 依 X 的 回归 方差 。 

式 (4 -73) 表 示 了 的 总 方差 是 由 回归 方差 和 剩余 方差 两 部 分 组 成 的 ， 回 归 方差 表 
示 基 的 变化 对 了 变化 的 影响 程度 ( 按 线性 关系 ) ， 而 剩余 方差 表示 除 X 的 线性 影响 外 ， 
其 他 因素 对 了 变化 的 影响 。 


同 理 ， 可 得 ох = on + oy, (4-74) 
由 式 (4-67)、 式 (4-68) 及 式 (4-73) 和 式 (4-74) ， 可 得 
М 
р? = 40 (4-75) 
В 
2 
о = 240 (4-76) 


Ox 
从 这 里 可 以 清楚 地 看 到 相关 系数 的 本 质 意 义 ， 原 来 它 表示 : 依 变量 了 总 的 变化 中 ， 
受 自 变 量 X( 按 线性 关系 ) 变 化 影响 所 占 的 比例 。 
利用 关系 式 (4 -71)、 式 (4-72) 及 式 (4 -70) ， 容 易 推 知 ， 式 (4 一 75)、 式 (4 一 
76) 所 表示 的 相关 系数 p 与 其 原始 定义 式 (4 -58) 是 一 致 的 。 


第 五 节 特征 函数 


一 、 特 征 函 数 的 定义 

特征 函数 和 分 布 函数 一 样 是 描述 随机 变量 概率 性 质 的 一 种 非常 重要 的 工具 ， 由 于 
它 和 分 布 函 数 有 着 对 应 关系 ， 所 以 凡 分 布 函数 能 表示 的 各 种 属性 ， 特 征 函 数 都 能 描述 
出 来 ， 不 仅 如 此 ， 用 特征 函数 作 概 率 论 的 理论 研究 有 时 比 用 分 布 函数 更 为 方便 。 

由 于 特征 函数 理论 涉及 的 数学 知识 较 多 ， 这 里 只 对 一 元 随机 变量 的 特征 函数 作 一 
简单 介绍 ， 并 且 略 去 复杂 的 证 明 。 

定义 ” 设 X 为 具有 密度 fx) 的 连续 型 随机 变量 ， 则 称 
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p(t) = E(e*) = 三 sad (4-77) 


为 随机 变量 的 特征 函数 ， 其 中 :为 实数 ，i 为 虚数 单位 。 
由 于 e”=costX +isintX， 所 以 式 (4 一 77) 又 可 写成 


g(t) = Е(е®) = E(costX) +iE(sintX) (4-78) 
车 了 为 离散 型 随机 变量 ， 则 其 特征 函数 为 
Ф(1) = Е(е®) = Уре“ (4-79) 
由 于 [е | = Усоз?Х + sint¥ = 1 


所 以 对 任何 随机 变量 ， 特 征 函数 总 是 存在 的 。 

由 定义 可 知 ， 特 征 函 数 由 分 布 函 数 确定 ， 反 之 ， 可 以 证 明 ， 分 布 函 数 也 由 特征 函 
数 唯 一 确定 。 也 就 是 说 ， 分 布 函数 与 特征 函数 是 一 一 对 应 的 。 

$127 设 随机 变量 X 服 从 泊 松 分 布 ， 试 求 特征 函数 。 

м ВХ 


p(t) = E(e*) = Й 
=e- 区 这 Ое) - ТАБА = eso-l) 
例 28 设 随机 变量 于 服从 N(0,1) 分 布 ， сн 

















М 按 定义 
ата 
p(t) = Е(е®) = | е ?dx 
Же 
нр 2 2 
=] е "edx 
= Ут 
а CD2 
+ Г а 
=е х ах = е 
т * 
4-8 给 出 了 一 些 常见 随机 变量 的 特征 函数 。 
表 4-8 
名 称 概 率 分 布 特征 函数 
р, х=1 
两 点 分 布 P(X=#) -|{ per+g 
g=1-p, х=0 
二 项 分 布 P,(k) =Ctptg" | (рей +4)" 
泊 松 分 布 РА (В = 让 e… | ао 
т, аа а оа 
均匀 分 布 mA- 位 > ТРГ 
(Б-а)й 
0， 其 他 
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续 表 
名 称 概率 分 布 特征 函数 
标准 化 正 态 分 布 дэ 9° Е: 
7 
02 
一 般 正 3 ем a 
вА /9 — к 
та. Р 1 ep? = „9 Ру 
二 参数 对 数 正 态 分 р 0 фт 
=_В“ (ха) 178-90) Б 
РШ Ns) F(a -ee ， а-у 
хха 
耿 贝 尔 分 布 =) =aexp[ -а(х -x0) -е 77% ],a>0 егі -*) 
+ 
А аву Бер 1-20) 全 
_ [ле х>0 и) 
指数 分 布 мә =} а а-4) 
二 、 特征 函数 的 性 质 
特征 函数 具有 下 列 性 质 : 
性 质 1 Ф(0) =1 (4-80) 
性 质 2 100) | < Ф(0) (4-81) 
性 质 3 Ф(-1) = p(t) (4-82) 


性 质 4 设 X, 了 为 两 随机 变量 ， 且 了 = ах + 6(a,b Э), УМА 


数 为 


性 质 5 Х,У ВЕЙ, Н = Хү, 


pr(t) = еф;(а) 


Фг(1) = pr(t) pr(t) 


(4-83) 


(4-84) 


此 性 质 可 推广 到 п 个 相互 独立 随机 变量 ， 即 若 Х, ,Х,,---,Х, 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 


且 了 = Ух, м 
я 
е0 = Це, 
证 明 性 质 1: 
Ф(0) = Е(е\®) = Е(е?) = 1 
证 明 性 质 2: 
еб | =|E(e®)| <E(le*|)=1= Ф(0) 
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证 明 性 质 3: 
Ф(-1) = E(e™) = Е(соыХ - isintX) 

=E(costX) ~ iE(sintX) = E(costX) + iE(sintX) 

= Ф(1) 
证 明 性 质 4: 

е,(0) = Е(е) = Е[ е0] = E(e х ех) 
=еЕ(её) = ер (а) 

证 明 性 质 5: 


前 面 已 指出 ， 独 立 随机 变量 的 函数 也 是 相互 独立 的 ， 故 e* 与 e* 相 互 独立 ， 所 以 
ф,(#) = Е(е“) = Е(е“"?) = Е(ее" 
«Ее Е”) = (ео 
9129 针 服 从 N(a,o”) 分 布 , 试 求 pg(1)。 
解 、 因 为 当 X~N(a,07) 分 布 时 ， Y= 服从 N(0,1) 分 布 ,而 X=oY+a， 所 
以 由 例 28 及 性 质 4 可 知 ，X 的 特征 函数 为 
Pi(t) = еф,(01) 


(gn2 а22 
іш 7 2 i 
=e e =е 


=. 特征 函数 与 矩 的 关系 
特征 函数 与 矩 的 关系 有 下 述 定理 : 设 随机 变量 X 的 n 阶 甜 存 在 ， 则 它 的 特征 函 
数 可 微分 n 次 ， 且 对 k<n 有 
9 (0) = ВЕ(Х) (4-86) 
只 对 连续 型 随机 变量 情形 予以 证 明 。 
设 X 的 密度 函数 为 /x)， 则 
Ф( = | е) de 
其 中 ,被 积 函 数 e*f(x) 对 4 的 上 阶 导 数 为 
аке х) 
НОДОР еу а) |dx = | а) | dx < + wm 。 因 此 ， 可 在 积分 号 下 
对 1 求 导数 ， 即 有 
Фф® (1) = [веда 
= ива = ЁЕ(Хе") 
令 1=0， 得 到 式 (4 一 86)。 
利用 式 (4 - 86) ， 可 以 很 容易 求 得 随机 变量 的 各 种 数字 特征 。 
例 30 车工 -已 (nm) 分 布 ， 其 特征 函数 为 (1 -2i) 说， 试 求 E(X) ,D(X)。 
м 由 式 (4-86) 得 
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4-8 


4-9 
4-10 


E(X) = 4700) = 14 2) 71, = 


БОХ) = о) =- За - 2) |, = n(n +2) 


D(X) = Е(Х?) - [Е(Х) ]? = 2п 
я м 


有 3 只 球 ，4 只 盒子 。 盒 子 编号 为 1,2 ,3 ,4， 将 球 逐 个 独立 随机 地 放 人 4 只 盒子 
中 。 设 X 为 在 其 中 至 少 有 一 只 球 的 盒子 的 最 小 号 码 ( 如 X=3 表示 第 1,2 盒子 
空 着 ), ЖЕ(Х). 

袋 中 有 上 号 的 球 上 个 ,k=1,2,…,n， 随 机 取出 一 球 ， 求 所 得 号 码 的 数学 期 望 。 
已 知 X 的 密度 函数 为 


е*,х>0 


Пе) -| 


ЖИ =2Х М У, =е ”的 数学 期 望 。 

设 随 机 变量 Х,, Х, 的 分 布 密度 分 别 为 

2е*, x>0 f(x) = р” х>0 

0, х=<0 0, x<0 

ЖЕ(Х, +Х,), Е(2Х, -3Х2). 

对 某 目标 连续 射击 ， 直 至 命中 次 为 止 ， 设 每 次 射击 的 命中 率 都 是 P， 求 消耗 
子弹 数 和 的 数学 期 望 。 

设 随机 变量 Х, 与 X, 相互 独立 ， 密 度 函 数 分 别 是 


2х, 0<х<1 

ле) - { А0) -| 
0， 其 他 

ЖЕ(ХуХ,), Е(Х,-Х), 

设 随 机 变量 (X,Y) 的 密度 为 


f(x,7) = | 


试 确定 常数 上， 并 求 E(XY) 。 
设 并 表示 两 次 独立 试验 中 事件 4 发 生 的 次 数 ， 若 4 在 各 次 试验 中 发 生 的 概率 р 
相同 ,但 未 知 ， 若 已 知 E(X) =1.2, 求 D(X)。 
设 随机 变量 X,Y 为 相互 独立 的 标准 化 随机 变量 , 求 E(X+Y)?。 
车 X 与 Y 相 互 独 立 ,， 试 证 
D(XY) = D(X)D(Y) + ГЕСУ) ]°5(Х) + ГЕ(Х) ]°Б(У) 


0, х=0 


ло) - { 


е", х>5 


0, zx&5 


Е, 0 <х<1,0<у<х 


0, 其 他 


4 一 11 设 随 机 变量 的 分 布 列 如 表 4 一 9 所 示 。 
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ЖЕ(Х), Е(Х?), Е(3Х +5), 表 4-9 
р(х). х | -2 0 2 
4-12 将 n 只 标 有 号 码 1 ~n 的 球 随机 Р, 04 03 0.3 
地 放 和 人 п 只 标 有 号 码 1 ~n 的 盒 
子 中 ， 每 盒 一 只 球 ， 若 第 上 号 球 落 人 第 上 号 盒子 中 ， 称 为 球 盒 号 配对 ， 以 X 表 
示 配 对 的 个 数 , К ЕХ), р(х), 


1 第 i 只 球 使 配 对 
[ая плима х= | 
0， 第 1 只 球 使 不 配对 




















МХ =Х, +Х, +.--+Х,, 


先 求 E(X,) |. 
4-13 随机 变量 X 的 分 布 密度 如 下 ,， 求 E(X) 和 D(X)。 
2. [а-а 
соло = | | <1 
0, 其 他 


ле“ 
(дк) -| 
0 其 他 


4 -14 随机 变量 在 [a,6] 中 取 值 ， 即 当 x са 或 <>6 时 , f(x) =0, 证 明 a< 
E(X) <, DX) « 09)", 


4-15 某 人 有 把 钥匙 ， 其 中 一 把 能 打开 房 门 ， 今 任 取 一 把 试 开 ， 如 打 不 开门 ， 则 除 
去 ， 再 取 一 把 ， 直 至 打开 门 为 止 ， 求 打开 门 所 需 试 开 次 数 的 数学 期 望 和 方差。 
4-16 Х-№1,2?), Y=2X+3, ЖЕ(У), (У). 
4-17 5х, х,, Хх, 为 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 其 分 布 为 [0,1] 上 的 均匀 分 
布 , 令 
У, = тіп(Х,,Х,,Х,), У, = тах(Х,,Х,,Х,) 
求 E(Y,), D(Y,), E(Y,), D(Y,)。 
4-18 设 在 每 次 试验 中 ,事件 4 发 生 的 概率 为 1/4: 
(1) 进 行 300 次 重复 独立 试验 ， 以 x 记 4 发 生 的 次 数 ， 用 车 贝 雪 夫 不 等 式 估计 
X 与 E(X) 的 偏差 不 大 于 50 的 概率 ; 
(2) 间 是 否 可 用 0. 925 的 概率 ， 确 信 在 1000 次 试验 中 А 发 生 的 次 数 在 200 ~ 
300 之 间 。 
4-19 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
Ка) = x"e“/m! (x 2 0,т 为 自然 数 ) 


ТЕН: PI0 <x<2(m+1)} >=" 


+1 
4-20 随机 变量 站 的 概率 密度 为 
_ Је", х>0 
Ла) = Я x<0 
求 了 的 一 阶 原点 矩 及 二 、 三 阶 中 心 矩 。 
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4-21 证 明 Соу(Х + У,2) = Соу(Х,2) + Cov(Y,Z) 。 
4-22 证 明 Соу(Х+У, Х+У) =0% +2р oror+ayo 


4-23 已 知 随机 变量 (X,Y ) ногаан (|), ЖЕ-Х-2 与 =2X -了 的 相 


关系 数 。 
4-24 ВЯКХ,У,2) 的 协 方差 矩阵 
16 -14 12 
М= 49 -21|, 求 相关 系数 矩阵 。 
36 








4-25 #0 =аХ+В,, У=а,У+В,, БЕЙ 与 V 的 相关 系数 等 于 X 与 Y 的 相关 系数 。 
4-26 设 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 
1 2..2 
де =" т 
0, x +y >1 
试 证 不 与 了 不 相关 ， 但 也 不 相互 独立 。 
4-27 设 (X,Y) 服 从 区 域 D 上 的 均匀 分 布 , 这 里 D 是 x 轴 、y 轴 与 直线 x+y+1=0 所 
围 成 的 区 域 。 求 站 与 的 相关 系数 。 
4-28 (X,Y7) 的 联合 密度 为 
Кх,у) = 06-0 -0), 042,2 у <4 


Ж Е(У |5), D(Y|x)。 

4-29 若 随 机 变量 X~N(a ,ci) 分 布 , 了 ~ Ма, 03) ЯЖНХ 与 了 相互 独立 ， 试 用 特 
征 函数 法 证 明 2Z =Х+У- №(а, +а,,01 +01) 分 布 。 

4-30 若 随机 变量 区 ~ Г(а, В) Я, У- Г(а,,8) 21, НХ УУЖ, 试用 
特征 函数 法 证 明 Z=X+Y~ 厂 (a + Qs,B) 分 布 。 
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对 随机 现象 ， 虽 然 每 次 试验 都 无 法 确切 预料 何 种 结果 将 会 出 现 ， 但 如 果 进 行 大 量 
重复 试验 ， 都 呈现 出 明显 规律 性 。 用 极限 的 形式 来 表现 其 规律 性 所 引出 的 一 系列 重要 
命题 统称 为 极限 定理 。 极 限定 理 是 概率 论 的 重要 理论 之 一 ， 内 容 相当 广泛 ， 其 中 最 主 
要 的 就 是 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 。 由 于 篇 幅 及 学 时 所 限 ， 本 书 仅 介绍 一 些 最 基本 的 
内 容 。 








第 一 节 大 数 定 人 律 


人 们 知道 ， 随 机 事件 发 生 的 频率 具有 稳定 性 ， 即 随 着 试验 次 数 的 增多 ， 事 件 发 生 
的 频率 逐渐 稳定 于 某 个 常数 。 在 实践 中 ， 人 们 还 认识 到 对 随机 现象 进行 观测 ， 大 量 测 
量 值 的 算术 平均 值 也 具有 稳定 性 。 把 用 来 研究 随机 现象 稳定 性 的 一 系列 定理 称 为 大 数 
定律 。 大 数 定律 以 数学 形式 确切 地 表达 了 这 种 稳定 性 。 

在 介绍 大 数 定律 的 时 候 ， 需 要 用 到 依 报 率 收 全 的 概念 ， 其 定义 如 下 : 

定义 设 古 ,五 所， 为 随机 变量 序列 (简称 随机 序列 ) ，a 为 常数 ， 如 果 对 
任意 se>0， 有 

limP( |X, -а <=) =1 (8—1) 

或 等 价 地 limP( |X, -al>e) =0 ‚ (5-2) 
则 称 1 Х, НОВАКТ а, ЗЕ х, ао 

随机 序列 1X,| ВЕНЕЦ Е а, ДОНЕ е >0, НЕС [Х, -a | <e) 发 生 的 概 
率 ， 当 nn 无 限 增 大 时 ， 它 无 限 接近 于 1。 

一 、 车 贝 雪夫 大 数 定理 

设 , 钱 ，,…,，… 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 且 存在 常数 C， 使 D(X,) < C(i 
=1,2,…)， 则 对 任意 >0 有 


т те 了 Е 
limP[ |1 х Увод | <] =1 (5-3) 
证 明 ”因为 , 殉 ,… 相 互 独立 ， 因 此 
01У х) = 15,000) < nC = с^ 
由 车 贝 雪夫 不 等 式 ， 对 任意 >0 有 


А (+ у 
Рух ЕК | < «]21- "2 т: 
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因此 
limP[ Ex 2 Уво) |<] =1 

车 贝 雪夫 大 数 定理 表明 ， 在 定理 的 条 件 下 ，n 个 独立 随机 变量 的 算术 平均 值 在 n 
无 限 增 大 时 ， 充 分 接近 它们 的 数学 期 望 的 平均 值 。 车 贝 雪夫 大 数 定理 的 一 个 推论 是 伯 
努 利 大 数 定理 。 

二 、 伯 努 利 大 数 定理 

设 伯 努 利 试验 中 ， 事件 4 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p(0<p<1)， 以 n, 表示 在 
nn 次 试验 中 4 出 现 的 次 数 ， 则 对 任意 a >0， 有 











limP( А р <=) =1 (5-4) 
或 等 价 地 
аР [5-2 =) =0 (5-5) 
4 
证 明 定义 随机 变量 | 
ани ль а 
1， 如 果 在 第 i 次 试验 中 4 发 生 


则 在 次 试验 中 4 出 现 的 次 数 
Х=п, =Х, +Х, + +Х, 
由 于 XX ,X,，,…,X, 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 且 每 一 X, 均 服 从 (0 - 1) 分布 ,因此 ， 
Е(Х,) =р, Б(Х,) =р(1-р), (i=1,2,…,n)， 再 利用 车 贝 雪夫 大 数 定理 ， 有 
limP( ео ЖХ) -в |<) =1 
即 
limP 








n 
24.2, <е)=1 
а: 


меп 次 试验 中 事件 4 出 现 的 频率 ， 因 此 ， 这 个 定理 说 明 ， 当 试验 次 数 无 限 增 


大 时 ， 事 件 4 出 现 的 频率 依 概率 收敛 于 事件 的 概率 ， 这 就 是 频率 稳定 性 的 数学 表达 ， 
也 是 用 大 量 试验 中 事件 的 频率 作为 概率 近似 值 的 理论 根据 。 

伯 努 利 定理 是 在 试验 的 基本 条 件 不 变 时 ， 频 率 稳定 性 的 证 明 ， 但 实际 上 在 有 些 场 
合 ， 每 次 试验 的 基本 条 件 在 改变 ， 也 就 是 在 各 次 试验 中 ， 事 件 4 出 现 的 概率 在 改变 。 例 
如 ， 在 水 文 计算 中 ， 常 假定 河流 的 水 文 资料 是 在 流域 自然 地 理 条 件 稳定 不 变 的 条 件 下 观 
测 到 的 ， 但 实际 上 ， 流 域 的 自然 地 理 条 件 总 是 在 缓慢 变化 的 ， 因 此 ， 同 一 水 文 事件 ， 在 
不 同时 期 出 现 的 概率 可 能 有 变化 ， 这 时 关于 频率 的 稳定 性 有 下 述 泊 松 大 数 定理 。 

三 、 泊 松 大 数 定理 

设 在 一 个 试验 序列 中 ， 事 件 4 在 第 i 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p;， 若 在 前 п 次 试验 
中 , 4 出 现 了 n 次 ， 则 对 任意 a>0， 有 
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el | le! ‘577) 
证 明 定义 (0 -1) 随 机 变量 如 式 (5 -6) ， 则 
m= Ух 
且 E(X) =р, DX) =р(1-р) < 于 
故 由 车 贝 雪夫 大 数 定理 得 
i | 
ь gr 人 | 全 -| < 


上 述 各 定理 都 要 求 各 随机 变量 处 (i=1,2,…) 的 方差 存在 且 一 致 有 界 。 当 它们 的 
方差 不 存在 时 ，} 各 | 还 可 能 服从 大 数 定律 吗 ? 下 面 的 定理 给 出 了 回答 。 
四 、 辛 钦 大 数 定理 
ВХ, ,Х, ,--.,Х, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 具 有 相同 的 数学 期 望 E(X,) =, 
(i=1,2,…,n)， 则 对 任意 a>0， 有 
timp( | TEX | <) =1 (5-8) 
这 一 定理 表明 ， 对 同一 随机 变量 XX 进行 4 次 独立 观察 ,得 观察 值 为 X,X,，,…,X,， 它 


们 的 算术 平均 值 * 依 概率 收敛 于 期 望 值 4。 因 此 ， 只 要 n 充分 大 ， 以 * 作 为 .的 近似 
值 是 合理 的 ， 可 以 认为 它 所 产生 的 误差 是 很 小 的 。 
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在 生产 实践 中 ， 许 多 随机 变量 可 以 看 作 大 量 的 相互 独立 的 随机 变量 之 和 。 例 如 ， 
在 测量 中 ， 由 于 许多 因素 的 影响 ， 使 测量 不 可 避免 地 产生 误差 ， 其 中 每 一 个 个 别 因素 
对 测量 总 误差 的 影响 是 很 小 的 ， 用 数学 语言 来 说 ， 测 量 误差 是 一 个 随机 变量 ， 它 是 许 
多 微小 而 又 相互 独立 的 随机 变量 之 和 。 中 心 极 限定 理 将 说 明 ， 在 某 些 条 件 下 ， 一 些 独 
立 随 机 变量 ， 即 使 它们 并 不 服从 正 态 分 布 ， 但是， 它们 的 和 的 分 布 ， 当 随机 变量 的 个 
数 无 限 增加 时 ， 也 将 趋 于 正 态 分 布 。 

把 关于 独立 随机 变量 之 和 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 的 那 一 类 定理 ， 统 称 为 中 心 极限 
定理 。 

一 、 林 德 伯 格 - 勒 维 中 心 极限 定理 

Я, ,XY ，…,X, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , В. Е(Х,) = а, D(X) = о?, i= 
1,2,--, Ж0 <o? < + о, 则 随机 变量 


ор 
У = 1 — 
а РЭБ 








(5-9) 
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п 时， 服从 正 态 分 布 Y(0,1) ， 即 对 任意 实数 x*， 有 


1 = 

i = [ е *а 5-10 

limP(Y, <=) Г. =‘ ( ) 
证 明 略 。 

改写 式 (5 -9) 如 下 

1 aa 
Х, - па —Ух-а = 
у == Sf! 2 Х-а (5-1) 

по о/ п о/ п 


因为 ECX) = BE[ 1х, +, + +х,)] = 二 [EGG) + ЕС) + + EX)] = a 





DD = БЕС, +, + =. +Х,)] = DK) +000) + = + D(X)] = той = 


号 ,所 以 VD 09 олн, В, У, 是 的 标准 化 随机 变量 。 上 述 定理 表明 ， 当 п 
四 时 ， 这 个 标准 化 随机 变量 服从 标准 化 正 态 分 布 。 因 此 , ХНА (а, оп) 
例 1 0 -0(-05,0.5), (2 =1,2,--,100), ЖИ РОУ, 5) № 
近似 值 。 8 
я 因为 X,~U( -0.5,0.5) ， 所 以 
ЕХ) =0; D(X) = 十 
由 林 德 伯 格 - 勒 维 定理 得 


p(TX<s)=P [本寺 <—5=0_ п 
ух 
=Р| <. | = Ф(В) =0.958 


林 德 伯 格 - 勒 维 中心 极 限定 理 是 林 德 伯 格 (Lindeberg) 与 勒 维 (Levy ) 在 20 世纪 20 
年 代 证 明 的 ， 中 心 极限 定理 的 命名 也 始 于 该 时 期 ， 中 心 极限 定理 早 在 18 世纪 由 德 莫 
佛 ( De Moivre) 首先 提出 ， 后 来 拉 普 拉 斯 (Laplace) 将 之 作 了 改进 ， 它 实际 上 是 林 德 伯 
格 - 勤 维 中 心 极 限定 理 的 一 个 特例 。 下 面 介绍 德 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 定理 。 

二 、 德 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 

设 随机 变量 Z,(n = 1,2,…) 服 从 参数 为 x+，p(0 <p < 1) 的 二 项 分 布 ， 则 随机 
变量 
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A 
Vnp(l1 -p) 
по 时， 服从 正 态 分布 W(0,1) ， 即 对 任意 实数 x， 有 
1 22 
і xz) = 二 of 5-12 
limP(Y,<*) = |. =. (5-12) 
由 此 可 知 ， 当 поо 时 ， 二 项 分 布 变 量 2, 渐 近 地 服从 正 态 分 布 N(np ,np(1 -p))。 
证 明 令 


х = р, 在 第 i 次 试验 中 4 发 生 
' “to, 在 第 i 次 试验 中 4 不 发 生 
则 
2, =Х, +Х, + + 
Е(Х,) =р; Б(Х,) = рд; Е(2,) = пр; D(Z,) = пра 
因此 ， 由 林 德 伯 格 - 勒 维 定理 ， 知 
у = 25-8 _ 2, -пр 
” Vavpg VCD 
当 n 一 时， 也 ~N(0,1)。 
由 于 当 很 大 时 ， 二 项 分 布 变量 Z, 渐 近 地 服从 正 态 分 布 ， 因 此 


Р(а <Z, <В) = У Сір'д"* 
«1 











2-= 
~ [eig = Ф (8) фат) (5-13 
215 Е Ее. 
即 当 nn 较 大 时 ， 可 用 正 态 分 布 来 近似 计算 二 项 分 布 的 值 。 

例 2 设 某 种 产品 的 不 合格 率 为 0. 005， 任 取 10000 件 ， 问 不 合格 品 少 于 60 件 的 
概率 等 于 多 少 ? 

М 2 2, 表示 次 品 率 为 p 的 n 件 产品 中 出 现 的 次 品 数 ， 则 Z, ~ B(n,p)， 
令 n=10000,p=0.005， 故 所 求 概率 


P(Z,<60) = ғ 





2, -np 60 – 50 ) 
Vnpg 50 x 0. 995 
=Ф(1.42) = 0.92 
例 3 一 个 复杂 的 系统 由 上 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 所 组 成 。 在 运行 期 间 ， 每 个 
部 件 损坏 的 概率 为 0. 1 ， 而 为 了 使 整个 系统 正常 工作 ,至 少 必须 有 80% 的 部 件 正常 工 
作 ， 问 至少 为 多 少 才能 使 整个 系统 的 可 靠 性 (正常 工作 概率 ) 达 到 0. 95? 
解 系统 中 能 够 正常 工作 的 部 件数 工 显然 服从 二 项 分 布 , X~B(k,0.9)， 于 是 
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Х-0.9 Е: 0. 8k – 0. 9k 


0.09 0.09% 
1-$(- 1) - о(%)>о.95 = Ф(1. 645) 





Р(Х > 80%) = 1- Р(Х < 80%k) =1 = 


即 有 И. 645 


&>(3х1. 645)? =24.4 


所 以 上 至 少 为 25 才能 使 整个 系统 的 可 靠 性 达到 0. 95. 

林 德 伯 格 - 勒 维 中心 极 限定 理 表明 ， 若 随机 变量 系列 |X,| 独立 同 分 布 ， 则 随机 变 
量 之 和 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 。 但 在 实际 问题 中 ,天 (1 = 1,2,…) 相互 独立 易于 被 接 
受 ， 但 很 难说 它们 具有 相同 的 分 布 。 事 实 上 ， 林 德 伯 格 又 给 出 了 不 同 分 布 情况 下 中 心 
极限 定理 成 立 的 相当 一 般 的 条 件 ， 进 而 得 到 更 为 广泛 的 林 德 伯 格 中 心 极 限定 理 。 对 此 
不 作 详细 介绍 ， 只 简单 说 明 该 定理 的 含义 : 如 果 一 个 随机 变量 所 描述 的 现象 是 受 大 量 
相互 独立 的 因素 综合 影响 结果 ， 且 每 一 因素 对 结果 的 影响 都 很 小 ， 那 么 ， 这 个 随机 变 
量 就 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 。 在 现实 生活 中 , 许多 变量 都 满足 这 个 条 件 。 由 于 中 心 
极限 定理 的 理论 支撑 ， 使 正 态 分 布 在 概率 统计 学 科 中 占据 了 独特 的 核心 地 位 ， 这 是 其 
他 各 类 分 布 所 不 能 比拟 的 。 


я м 


5-1 ЗАЛИВЕ, ЛЯЕТ, ДИЖОН, М 
Я А ЗЕЕ 1.5, ЖАК ЕДЕ 100 次 时 ， 有 180 颗 到 220 颗 
炸弹 命中 目标 的 概率 的 近似 值 。 

5-2 有 35 个 电子 器 件 ， 它 们 的 使 用 寿命 7，，,…, Ts 都 服从 参数 入 =0.1( 单 位 : 
h  ) 的 指数 分 布 ， 若 第 一 个 损坏 了 立即 使 用 第 二 个 ， 第 二 个 损坏 了 立即 使 用 
第 三 个 等 等 。 设 7 是 35 个 器 件 使 用 的 总 计时 间 ， 求 了 超过 400h 的 概率 。 

5-3 设 X(i=1,2,…,50) 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 且 它们 都 服从 参数 为 A = 0.03 
的 泊 松 分 布 ， 记 Z =Х, +Х, + … +Xao， 试 利用 中 心 极限 定理 计算 P(Z>3) 。 

5-4 将 一 枚 硬币 连 搓 100 次 ， 计 算出 现 正面 的 次 数 大 于 60 的 概率 。 


5-5 进行 射击 时 ， 每 次 命中 的 概率 为 1 ， 试 求 在 500 次 射击 中 ， 射 中 的 次 数 在 区 间 


(49,55 ) 之 中 的 概率 。 

5-6 设 有 一 大 批零 件 ， 要 从 其 中 抽查 若干 件 以 判断 这 批 产 品 的 次 品 率 ， 问 抽查 的 个 
数 W 该 多 大 才能 使 得 次 品 的 相对 频率 与 该 产品 的 次 品 率 相差 小 于 0. 1 的 概率 
不 小 于 0.95。 

5-7 设 某 厂 生产 灯泡 其 合格 率 为 0. 6， 求 10000 个 灯泡 中 合格 灯泡 在 5800 ~ 6200 个 
之 间 的 概率 。 

5-8 设 一 个 系统 由 100 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 所 组 成 ， 每 个 部 件 损坏 的 概率 为 


140 


习 题 А 

0.1， 必 须 有 85 个 以 上 的 部 件 工作 才能 使 整个 系统 工作 ， 求 整个 系统 工作 的 
概率 。 

5-9 某 单位 设置 一 电话 总 机 ， 共 有 200 架 电话 分 机 ， 设 每 个 电话 分 机 有 5% 的 时 间 
要 使 用 外 线 通 话 ， 假 定 每 个 分 机 是 否 使 用 外 线 通话 是 相互 独立 的 ， 问 总 机 要 多 
少 外 线 才能 以 90% 的 概率 保证 每 个 分 机 要 使 用 外 线 时 可 供 使 用 。 

5-10 抽样 检查 产品 质量 时 ， 如 果 发 现 次 品 多 于 10 个 ， 则 拒绝 接受 这 批 产品 ， 设 某 
批 产品 的 次 品 率 为 10% ， 问 至 少 应 该 抽取 多 少 个 产品 检查 才能 保证 拒绝 该 批 
产品 的 概率 达到 0. 9。 
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第 六 章 抽 样 分 № 


前 面 几 章 讨论 了 事件 、 概 率 、 随 机 变量 、 分 布 函数 以 及 数字 特征 等 ， 这 些 都 属于 
概率 论 的 范畴 。 在 概率 论 的 许多 问题 中 ， 概 率 分 布 通常 是 已 知 的， 或 是 通过 某 些 已 知 
条 件 能 严格 地 推导 出 来 的 ， 概 率 论 是 对 随机 现象 统计 规律 进行 演绎 研究 。 但 是 ， 分 布 
是 什么 ? 它们 的 数字 特征 是 什么 ? 等 等 ， 单 靠 前 面 几 章 的 知识 就 不 够 了 。 一 般 来 说 ， 
对 于 一 个 实际 的 随机 变量 ， 很 难 通 过 分 析 其 物理 机 制 来 求 得 它 的 概率 分 布 ， 解 决 这 个 
问题 ， 要 靠 数理 统计 学 。 

数理 统计 学 和 概率 论 一 样 ， 是 研究 大 量 随机 现象 统计 规律 的 数学 理论 ， 它 是 根据 
实际 的 观测 资料 ， 研 究 随机 现象 的 概率 性 质 。 前 面 已 经 指出 ， 随 机 现象 的 规律 ， 只 在 
大 量 重复 试验 中 才能 呈现 出 来 ， 因 此 ， 要 了 解 一 个 具体 随机 现象 的 统计 规律 ， 首 先 必 
须 进行 试验 或 观测 以 便 积累 大 量 资料 。 但 在 实际 工作 中 ， 由 于 种 种 限制 ， 试 验 的 次 数 
往往 不 能 很 多 ， 因 此 ， 资 料 总 是 有 限 的 。 例 如 ， 前 述 的 水 文 问题 ， 由 于 观测 的 年 降水 
量 和 年 最 大 洪峰 流量 ， 一 年 才能 取得 一 个 观测 值 ， 迄 今 为 止 ， 我 国 最 长 的 水 文 观测 资 
料 也 只 有 100 多 年 ; 再 例如 ， 某 工厂 生产 灯泡 ， 为 了 了 解 灯泡 耐用 时 间 的 概率 分 布 ， 
理论 上 讲 ， 只 有 将 所 有 灯泡 一 一 进行 试验 ， 即 全 部 点 燃 到 破坏 为 止 ， 得 出 每 个 点 燃 时 
间 ， 这 样 就 可 以 求 出 其 准确 的 概率 分 布 。 显 然 ， 这 样 做 是 不 现实 的 ， 实 际 上 也 只 能 做 
有 限 次 试验 。 因 而 ， 人 们 就 只 能 通过 对 有 限 资料 的 整理 和 分 析 ， 去 推断 所 研究 随机 现 
象 的 整体 性 质 。 这 种 从 局 部 到 整体 的 推论 方法 称 为 统计 推断 或 归纳 推理 。 

统计 推断 与 演绎 推理 不 同 ， 它 所 得 到 的 结论 只 是 对 未 知性 质 的 一 种 推论 ， 必 然 带 
有 一 定 程度 的 不 确定 性 (演绎 推理 得 到 的 结论 是 确定 性 的 ) ， 因 此 ， 人 们 接受 这 种 结 
论 时 就 要 冒 一 定 的 风险 。 但 是 如 果 获取 资料 的 方法 符合 一 定 的 科学 原理 ， 那 么 结论 的 
不 确定 性 程度 是 可 以 用 概率 来 衡量 的 。 这 样 ， 人 们 在 接受 结论 的 同时 ， 就 可 以 预计 所 
冒 风险 的 大 小 。 数 理 统计 的 中 心 任务 ， 就 是 研究 统计 推断 和 计量 这 种 推断 之 不 确定 性 
程度 的 理论 和 方法 。 

数理 统计 的 内 容 很 多 ， 主 要 有 抽样 技术 、 试 验 设计 、 参 数 估计 、 假 设 检验 、 回 归 
分 析 等 。 








第 一 节 简单 随机 抽样 


一 、 总 体 与 个 体 

数理 统计 中 ， 称 由 所 研究 对 象 的 全 部 元 素 构成 的 集合 为 总 体 或 母体 ， 称 总 体 中 的 
每 一 个 元 素 为 个 体 。 例 如 ， 某 工厂 生产 某 种 规格 的 灯泡 10 万 只 ， 如 果 研 究 这 10 万 只 
灯泡 的 质量 (如 合格 率 ) ， 那 么 这 10 万 只 灯泡 就 是 一 个 总 体 ， 每 个 灯泡 是 一 个 个 体 。 
再 如 某 水 文 站 ， 在 河流 整个 生命 期 所 有 的 年 平均 流量 的 全 体 是 一 个 总 体 ， 而 每 一 个 年 
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第 一 节 简单 随机 抽样 





平均 流量 则 是 一 个 个 体 。 

总 体 可 以 按 其 所 含 元 素 的 多 少 分 为 有 限 总 体 和 无 限 总 体例 如 ， 某 一 个 地 区 全 年 
降水 日 数 的 总 体 ， 上 述 10 万 只 灯泡 的 总 体 即 为 有 限 总 体 ， 而 某 水 文 站 的 年 平均 流量 
总 体 即 为 无 限 总 体 。 水 文 统计 中 所 遇 到 的 多 为 无 限 总 体 。 

总 体 又 可 分 为 现实 总 体 和 假想 总 体 。 若 总 体 中 的 每 个 元 素 都 是 客观 存在 的 真实 
事物 ， 则 称 为 现实 总 体 。 例 如 ， 人 口 普 查 中 ， 欲 研究 全 国人 口 男女 比例 ， 则 全 国 现 
有 人 口 的 总 体 是 现实 总 体 ; 又 如 上 述 灯 泡 产品 质量 分 析 中 ， 某 厂 已 经 生产 的 灯泡 的 
总 体 也 是 现实 总 体 。 若 总 体 中 的 元 素 是 每 次 试验 或 观测 的 可 能 结果 ， 则 在 相同 条 件 
下 全 部 可 能 的 结果 (包括 已 出 现 和 未 出 现 的 ) 组 成 的 总 体 就 是 假想 总 体 。 如 投掷 一 
ЗИ 10 次 ， 则 出 现 3 点 的 次 数 的 总 体 即 为 假想 总 体 。 水 文 统计 中 所 遇 到 的 大 都 
是 假想 总 体 ， 例 如 某 水 文 站 的 年 平均 流量 总 体 ， 一 条 河流 的 年 最 大 洪峰 流量 总 体 等 
都 是 假想 总 体 。 

不 难看 出 ， 数 理 统计 中 的 总 体 和 个 体 的 概念 ， 只 不 过 是 概率 论 中 基本 空间 和 基本 
事件 的 另 一 种 说 法 。 今 后 ， 还 会 常用 总 体 分 布 或 理论 分 布 等 术语 代替 概率 论 中 随机 变 
量 的 分 布 。 应 特别 强调 指出 的 是 ， 对 于 一 种 随机 现象 ， 所 要 研究 的 问题 一 经 确定 ， 则 
与 之 相应 的 总 体 所 含 的 元 素 及 其 概率 分 布 都 是 完全 确定 的 ， 不 因 是 否 进行 观测 或 试验 
而 改变 。 

以 后 ， 常 用 表示 随机 变量 的 大 写字 母 X,Y,Z 等 表示 总 体 。 

二 、 样 本 与 简单 随机 抽样 

为 了 研究 总 体 的 性 质 ， 需 要 进行 观测 或 试验 ， 数 理 统计 中 ， 把 这 种 试验 或 观测 称 
为 抽样 ， 把 通过 试验 或 观测 得 到 的 总 体 中 的 一 部 分 元 素 构成 的 集合 称 为 样本 。 实 际 工 
作 中 ， 常 称 之 为 观测 资料 或 实测 资料 ， 水 文中 习惯 称 之 为 实测 系列 。 样 本 中 所 含 元 素 
的 数目 称 为 样本 容量 ， 水 文中 常 称 之 为 系列 或 资料 长 度 ， 记 为 n。 

抽样 方法 有 多 种 ， 数 理 统计 中 研究 的 主要 是 随机 抽样 ， 即 从 总 体 中 抽取 一 个 元 素 
时 ， 总 体 中 的 每 个 元 素 被 抽 中 的 机 会 ， 只 与 总 体 本 身 的 概率 分 布 有 关 。 如 果 要 进一步 
规定 各 元 素 在 各 次 抽样 时 被 抽 中 的 概率 不 变 ， 不 受 前 次 抽样 的 结果 影响 ， 则 称 这 种 抽 
样 为 简单 随机 抽样 。 显 然 ， 简 单 随机 抽样 意味 着 各 次 试验 是 相互 独立 的 。 

有 两 种 抽样 方法 在 前 面 的 章节 中 已 经 提 及 ， 这 就 是 重复 抽样 和 不 重复 抽样 。 前 者 
是 指 : 在 随机 抽样 时 ， 每 抽 一 个 元 素 记 下 所 需 指标 后 放 还 原 总 体 ， 再 做 下 一 次 抽样 ; 
后 者 是 指 : 每 抽 一 个 元 素 后 不 放 还 原 总 体 ， 继 续 做 下 一 次 抽样 。 用 这 两 种 抽样 方法 得 
到 的 样本 分 别 为 重复 抽样 的 样本 和 不 重复 抽样 的 样本 。 

显然 ， 重 复 抽样 中 ， 每 次 抽样 时 ， 原 总 体 中 元 素 的 成 分 不 变 ， 各 次 抽样 相互 独 
立 ， 任 一 元 素 在 各 次 抽样 中 被 抽 中 的 概率 保持 不 变 ， 所 以 是 简单 随机 抽样 ， 但 不 重复 
抽样 时 ， 每 抽 一 次 ， 总 体 中 的 元 素 就 少 去 一 个 ， 因 此 同一 元 素 在 各 次 抽样 中 被 抽 中 的 
机 会 不 相等 ， 因 而 不 是 简单 随机 抽样 。 但 是 ， 如 果 总 体 中 的 元 素 量 很 大 ， 甚 至 多 至 无 
穷 ， 从 中 抽取 有 限 个 元 素 后 ， 对 原 总 体 组 成 成 分 的 影响 其 微 ， 可 以 忽略 不 计 ， 因 此 ， 
从 这 类 总 体 中 用 不 重复 抽样 得 到 的 样本 也 可 以 看 成 简单 随机 样本 。 水 文 统计 中 的 抽样 
方法 都 可 看 成 重复 抽样 。 例 如 ， 我 们 观测 年 最 大 洪峰 流量 ， 可 以 设想 每 年 对 大 自然 做 
一 次 试验 ， 由 于 目前 还 无 法 确定 年 最 大 洪峰 流量 的 明确 上 限 ， 因 此 可 把 每 次 试验 的 结 
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果 看 成 是 [0,% ) 间 的 一 个 数 ， 于 是 年 最 大 洪峰 流量 的 总 体 应 由 [0, оо ) 内 的 全 部 实数 
组 成 。 当 观测 了 一 年 的 最 大 洪峰 流量 后 ， 下 一 年 的 最 大 洪峰 流量 仍 可 能 是 [0,% ) 内 
的 任何 数 ， 并 不 会 因为 过 去 出 现 了 某 些 数值 的 流量 ， 而 改变 今后 流量 总 体 的 结构 ， 因 
此 ， 可 把 年 最 大 洪峰 流量 资料 系列 看 作 简 单 随机 样本 。 

一 般 说 来 ， 数 理 统计 中 研究 的 主要 是 简单 随机 样本 ， 这 是 因为 ， 对 这 种 样本 可 以 
应 用 概率 论 中 有 关 独 立 随 机 变量 的 理论 处 理 。 以 下 论述 中 ， 把 简单 随机 样本 简称 为 
样本 。 

三 、 作 为 多 元 随机 变量 的 样本 

先 看 下 面 的 例子 : 

袋 中 装 有 3 个 白 球 和 5 个 红 球 ， 现 有 放 回 地 从 中 随机 抽 球 ， 每 次 抽 一 球 ， 观 察 球 的 
颜色 , ВХ =0 表示 抽 得 白 球 , X = 1 ЖЖ, ХЛ, Н. 


P(X =0) = 名 ,P(X =1) =5, В п РИД, ВИННЫХ п ВОВЕ а, ) о 7 
因为 在 每 次 抽 球 之 前 ， 还 不 能 确定 该 次 会 抽 到 哪 种 颜色 的 球 ， 所 以 在 抽 球 之 前 ， 
样本 中 的 每 一 个 成 员 都 是 一 个 随机 变量 。 其 可 能 值 为 0 和 1， 且 取 0 的 概率 为 了 ， 取 


1 НИЕ, 因此 ,x 可 以 看 作 是 随机 变量 Х, ВАН, ПТН Х, ПУР ХС Е 


相同 。 

第 二 次 抽 球 结果 х, 的 可 能 值 也 是 0 和 1， 可 看 作 随 机 变量 Х, 的 取 值 。 由 于 是 有 
放 回 地 抽 球 ， 所 以 ， 各 次 抽 球 都 是 相互 独立 的 ，X, 的 取 值 不 影响 Х, 的 取 值 。 容 易 看 
出 ， 与 一 样 , X 也 具有 与 X 相 同 的 分 布 ， 所 以 , 5х 是 独立 同 分 布 的 随机 
变量 。 

同 理 , x,(i=1,2,…,n) 都 可 以 看 作 是 X(i=1,2,…,n) 的 取 值 ， 而 且 XX(i=1,2,…， 
za) 是 相互 独立 的 ， 都 具有 与 总 体 下 相同 的 分 布 。 

所 以 ， 在 = 次 抽 球 之 前 ， 不 知道 哪个 结果 发 生 ， 容 量 为 ”的 样本 可 以 看 作 各 分 
量 相互 独立 且 同 分 布 的 = 元 随机 变量 (X ,X,，,…,X,) ,一旦 n 次 抽 球 完成 后 ， 即 可 获 
得 一 个 实际 样本 (或 称 现实 或 观察 值 ) (xi ,*,,… ,x,) ， 这 个 实际 样本 可 以 看 做 是 随机 
变量 X 的 次 试验 的 结果 ， 也 可 看 做 是 п 元 随机 变量 (X,,X,，,…,X,) 一 个 试验 的 
结果 。 

以 后 ， 研 究 的 情形 大 多 与 上 述 例子 类 似 ， 都 是 简单 随机 抽样 ， 因 此 ， 为 了 分 析 样 
本 的 特性 ， 以 便 合理 地 做 出 统计 推断 ， 通 常 把 样本 看 作 元 随机 变量 。 必 须 注意 (xi ， 
Ns ) 与 (XX ，,… ,XX,) 的 区 别 。 

如 前 所 述 ， 由 于 (X, ,X，,…,X,) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,车 总 体 X 的 分 布 函 数 
为 F(x)， 则 (X,,X，,…, 矿 ,) 的 联合 分 布 函 数 应 为 

Е( ау „м, ‚т ,ts) = Р(Х <, Х, < a, <x,) 
=Р(Х, <ж,)Р(Х, <х,) --Р(Х, <,) 


-Jr (6-1) 
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车 总 体 X 为 连续 型 随机 变量 ， 其 密度 函数 为 (x) ， 则 (X ,五 ,…,X,) 的 联合 密度 函数 为 
aa = IJ) (6-2) 


第 二 节 ”样本 分 布 与 抽样 分 布 


一 、 样 本 分 布 


(一 ) 样 本 分 布 函数 
Я, x,，…, х, 是 具有 分 布 函数 F(x) 的 随机 变量 下 的 一 个 样本 ， 将 它们 按 从 小 


到 大 顺序 排列 


ЖЗ; Sx (6-3) 
定义 一 个 离散 型 随机 变量 X,。 ， 并 令 其 分 布 律 为 
Р(Х, ==) = 1, Е =1,2,- n (6-4) 
由 此 可 求 得 XX, 的 分 布 函 数 F* (х) Ж 
0, x<xr 
Е; (x) = Р(Х, <x) = 上 ， 5 
1, > 


ШК Р, (х) 为 样本 分 布 函数 或 经 验 分 布 函数 。 图 6 - 1 表示 经 验 分 布 函数 
Е, (х) 与 总 体 分 布 函数 Р(х) 的 关系 。 








Hm м = 
图 6-1 

对 于 随机 变量 .而 言 ，F; (x) 表 示 事 件 (X.。 сл) 的 概率 ; 但 对 原 随机 变量 而 
Т7, Р, (x) 则 表示 在 已 做 的 n 次 试验 中 ， 事 件 (X сх) 发 生 的 频率 。 由 于 当 试验 次 数 
无 限 大 时 ， 事 件 的 频率 稳定 于 概率 ， 因 此 ， 自 然 要 问 ， 当 试验 次 数 增 大 时 ， 样 本 分 布 
函数 是 否 也 趋 于 总 体 分 布 函数 呢 ? 

由 于 样本 (X, ,和 %，…,,) 是 多 元 随机 变量 ， 容 易 理解 ， 对 (X ,入 ,…,X,) 的 不 同 值 
(а, ,X29，,…,%,)， 用 式 (6 -5) 计算 的 F(x) 也 是 不 同 的 ， 因此， 任 一 固定 实数 х, 
F(x) 也 是 随机 变量 。 对 于 这 个 随机 变量 ， 有 下 述 定理 。 
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格 利 汶 科 - 肯 达 利 定理 : 设 F(x) 是 随机 变量 了 的 分 布 函 数 ，F; (х) ХЮ 

分 布 函数 ， 则 Р; (x) 以 概率 1 关于 x 均匀 地 收敛 到 F(x) ， 即 
Pllim выр [Е (ж) – Р(х) |= 0} =1 (6-6) 
因此 ， 当 很 大 时 ， 样 本 分 布 函数 实际 上 近似 于 总 体 分 布 函数 。 该 定理 证 明 从 略 。 

(二 ) 样 本 频率 密度 直方 图 

车 原 变量 X 是 连续 型 随机 变量 ， 并 且 样 本 容量 很 大 ， 还 可 以 用 频率 密度 直方 图 
代替 分 布 密度 。 具 体 做 法 如 下 : 

若 原 变量 X 的 取 值 域 [a,b] 内 插入 许多 分 点 : 

а=и<ь,< -** < Ци = 
Ш п, 表示 样本 落 入 [44.1) (i=1,2,…,k) 中 观测 值 的 个 数 ( 称 为 频数 ) ， 则 频率 рг 
= 可 近似 表示 随机 变量 XX 落 在 区 间 [4,4, ) 内 的 概率 ， 即 
pr = Р(Х <) =р, (i=1,2,.…,k)。 

车 以 pi ИА 表示 区 间 [4,4,1) 中 频率 的 平 1 
均 密度 ， 则 可 以 作出 以 p; /At 为 高 、At НЕ А 
的 许多 相 邻 的 矩形 ， 如 图 6- 2 所 示 。 

每 个 矩形 的 面积 为 ; 

деи = р'= р, 

称 图 6 -2 为 样本 xi улул, 的 频率 密度 直 
方 图 。 若 用 折线 连接 各 小 矩形 上 边 的 中 点 , 则 。 08 jai в 
可 得 到 频率 密度 曲线 。 可 以 证 明 ， 若 样本 容量 п 
一 +m ， 区 间 Al 一 0， 则 频率 密度 曲线 将 趋 于 概 86-2 
率 密度 曲线 。 实 际 分 析 中 ，At 一 般 是 等 距 的 。 

实际 工作 中 ， 常 通过 绘制 样本 频率 直方 图 初步 分 析 总 体 分 布 的 一 些 特征 ， 有 助 于 
分 布线 型 的 选择 。 

二 、 样 本 分 布 的 数字 特征 

对 于 一 个 给 定 的 样本 x ,x,，,…,x,， 可 以 计算 它 的 数字 特征 ， 为 了 区 别 于 总 体 数 
字 特征 ， 称 它们 为 样本 数字 特征 。 

既然 把 x ,x,,…,x, 定义 为 随机 变量 X, 的 取 值 ， 则 样本 数字 特征 就 是 离散 型 随机 
变量 X, 的 数字 特征 。 按 离散 型 随机 变量 数字 特征 的 定义 可 以 得 出 不 同 的 样本 数字 特 
Е, 计算 公式 如 下 : 


样本 平均 什 z= ТУ, (6-7) 





样本 方差 s = LP (sa)? (6-8) 


样本 均 方差 ры [5 (х, =)? (6-9) 
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样本 下 阶 原点 矩 а, Туя, = 1.2, (6-10) 


НАНЕ ттт", ЕЕ (6-1) 





样本 离 势 系数 С. == 1578 у Я =)? (6-12) 


HED У 
и = я 
式 (6-12) 和 式 (6-13) 中 , А5 (i=1,2,…,n) 称 为 模 比 系数 。 

对 于 二 元 随机 变量 (X,Y) ， 每 次 试验 得 到 一 对 数值 (x,y) ， 因 此 其 样本 可 记 为 
у) Свара) о (19s) ， 利 用 类 似 于 一 元 随机 变量 样本 分 布 的 定义 方法 可 定义 
二 元 随机 变量 的 样本 分 布 函数 ， 也 可 以 计算 样本 数字 特征 ， 除 了 每 一 个 变量 的 均值、 
方差 和 矩 外 ， 还 有 样本 协 方差 和 样本 相关 系数 ， 它 们 的 公式 可 按 离散 型 二 元 随机 变量 
数字 特征 公式 得 到 ， 即 
样本 协 方差 тњо У (00-9) (6-14) 


„, 5 -00:-9 
样本 相关 系数 оао ЯН 6-15) 





(6-13) 











91 用 测 温 仪 对 一 物体 的 温度 测量 5 次 ,其 结果 为 (C): 1250,1265, 1245, 
1260,1275 ， 试 求 样 本 的 均值 、 方 差 、 离 势 系数 和 偏 态 系 数 。 





= ту (х, - 8)? 
ра 


= 110250 — 1259)? + (1265 - 1259)? + (1245 - 1259)? 
+ (1260 - 1259)? + (1275 - 1259)?] 


=114 
样本 均 方差 
5 = V114 = 10.68 
样本 离 势 系数 Cu。 
5 _ 10. 68 
С, = = 1259 = 0. 0085 
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样本 偏 态 系数 C,。 
15 
ту 55 (а - x) 
= 1101250 = 1259)? + (1265 - 1259)° + (1245 - 1259)? 
+ (1260 - 1259)° + (1275 - 1259)*] = 1557.2 
ma _ 1557.2 
у = "3 = 2221.2 -1.28 
所 以 и = 10.687 


格 利 汶 科 - 肯 达 利 定理 证 明了 样本 分 布 函数 以 概率 1 收敛 于 总 体 分 布 函 数 ， 同 样 
可 以 证 明 ， 只 要 总 体 的 上 阶 矩 存在 ， 样 本 大 阶 矩 以 概率 1 收敛 于 总 体 的 磊 阶 矩 。 

三 、 抽 样 分 布 

从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 到 ， 样 本 的 各 种 数字 特征 都 是 样本 的 函数 ， 对 任 一 具体 
样本 хх, 而 言 ， 各 种 数字 特征 都 是 常数 ， 但 如 果 把 一 具体 样本 х ух, 
用 随机 样本 (Xi ,X,，,…,X,) 代 兰 ， 则 此 时 的 各 种 数字 特征 都 是 随机 变量 ， 也 有 概率 分 
布 和 数字 特征 。 数 理 统计 中 ， 把 随机 样本 的 函数 称 为 统计 量 ， 其 一 般 定义 如 下 。 

定义 #(Х,,Х,, 5, Х,)Ә ШИИ ХНК, = (Х,,Х, 5, Х,) Ж(Х,, 
ХХ, ЕВ В. АЖ g 中 不 含 未 知 参数 ， 则 称 0 为 统计 量 。 因 为 (XX,， 
Х, ，,…,X,) 是 nn 元 随机 变量 ， 所以, 统计 量 U 是 元 随机 变量 的 函数 ， 也 是 随机 变 
量 ,其 概率 分 布 称 为 抽样 分 布 。 

因此 ,把 式 (6 -7) 至 式 (6 -15) 各 种 样本 数字 特征 公式 中 的 (x ,x,，,…,%, ) 换 成 
(XX 和) 后 ， 样 本 数字 特征 就 都 是 统计 量 了 。 

由 多 元 随机 变量 函数 的 分 布 理 论 可 知 ， 避 的 分 布 函数 (и) 由 天 的 原始 分 布 和 函 
Э д 的 形式 唯一 决定 ， 例 如 


Р(и) = РОО <и) = ||| жж») У, дабаа, (6-16) 
р 


式 中 : D 为 n 维 空间 中 满足 g(x ,x,，,… ,x,) <и 的 点 (xi ,x2，,… ,x,) 的 全 体 构成 的 集合 。 

对 于 统计 量 U 的 分 布 函数 FR(u) ， 通 常 分 为 两 类 问题 。 第 一 类 问题 是 : 对 于 任意 
样本 容量 n 求 出 U 的 分 布 函 数 ， 称 这 种 分 布 为 确切 分 布 ， 统 计量 的 确切 分 布 对 于 用 
小 样本 作 统 计 推断 非常 有 用 。 第 二 类 问题 是 : 无 法 对 任意 样本 容量 求 出 U 的 分 布 ， 
而 只 能 求 出 当 поо 时 统计 量 07 的 极限 分 布 。 这 种 极限 分 布 对 于 用 大 样本 进行 统计 分 
析 是 很 有 用 的 。 

应 当 注意 的 是 ， 在 实际 问题 中 ， 应 用 极限 分 布 作 统计 推断 时 ， 应 有 足够 大 的 样本 
Жп, 但 wn 有 多 大 才 算 大 样本 ， 并 没有 严格 的 限定 ， 而 且 对 于 不 同 的 统计 量 ， 要 求 
也 是 不 一 样 的 。 例 如 ， 在 作 随机 变量 数学 期 望 的 统计 推断 的 ， 理 论 上 希望 n>100， 在 
实际 应 用 中 ， 一般 也 要 求 至 少 n >50，, 但 在 作 随机 变量 概率 分 布 的 统计 推断 时 要 求 样 
本 容量 就 更 大 一 些 。 

四 、 抽 样 分 布 的 数字 特征 

统计 量 是 随机 变量 ， 因 此 也 有 数学 期 望 ， 方 差 等 数字 特征 ， 由 于 抽样 分 布 一 般 都 
比较 复杂 ， 除 少数 统计 量 外 ， 很 难 按 定义 求 得 它们 的 数字 特征 。 下 面 介绍 几 种 常用 统 
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计量 的 数学 期 望 与 方差 ， 利 用 数学 期 望 和 方差 的 性 质 导出 ， 而 不 涉及 抽样 分 布 。 


І. 样本 均值 的 数学 期 望 与 方差 


由 于 样本 (XX ,X,,…,X,) 的 各 分 量 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 且 与 原 总 体 X 具 有 
相同 分 布 ， 因 此 ， 每 一 个 分 量 X(i=1,2,…,n) 都 与 X 有 相同 的 数学 期 望 a 与 方差 


о’, РЕН 
Е(Х = Е(1У х) = 1, Ех, = TnE(X) 
=Е(Х) =а 


р(х) =. х) Е: 


2. ЖЖ Е КЕРР ИВИ 
按 定义 有 


Е(А,) = 1 м) = туко) = Тав) 
=E(X) = % 
D(A4,) 01У) =. 1 ро) 
= таго) - вд) 
т -4) 82% 


п 
3. 样本 方差 的 数学 期 望 与 方 
由 于 


ғ У ох -DD = 1 ИХ EX] -IF- EX) 
= Т-во) - Я ОЮ) У, LX - 200] 
+ ET-E() 7} 


而 
20 - EOOI EIX EC)] = 207 - ECX) ЈА - ECD] 
=2n[X - Е(Х) ]? 
及 [和 -EC 2 =n[X- ECX)] 


1 


(6-17) 


(6-18) 


(6-19) 


(6-20) 
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所 以 
ЕС = ЕТУ рх -EY - 9-Е 
ии ЕСК) -EI[X- ЕТ 


xnD(X) - D(X) = D(X) - 200 





10 (6-21) 
下 面 ， 不 加 证 明 地 给 出 5° 的 方差 
ea 
08) = 和 2 (6-22) 


式 中 : да, да 分 别 为 总 体 下 的 二 阶 和 四 阶 中 心 矩 。 
上 面 各 式 的 推导 过 程 中 ， 并 未 涉及 总 体 X 的 分 布 形式 ， 因此， 适用 于 各 种 总 体 ， 
将 某 一 指定 总 体 的 各 阶 矩 代 人 上 列 各 式 ， 即 可 求 得 该 总 体 样本 均值 与 方差 的 数字 特征 。 


第 三 节 ” 几 种 统计 量 的 抽样 分 布 


本 节 介 绍 几 个 在 统计 推断 中 非常 有 用 的 抽样 分 布 。 

一 、 样 本 均值 的 分 布 

(一 ) 一 般 情形 

设 yp() 为 总 体 X 的 特征 函数 ，X, ,X。，,…,X, 是 总 体 X 的 样本 ， 则 样本 平均 值 
的 特征 函数 为 








е9 = [+=] Е 
式 中 : 9( 万) 为 xX 的 特征 函数 。 
ши хх. Ни, п, -, ешн, 
所 以 . ez(D = Te。 (0 = Де, (5) 
= Це(+ )= [#(£)] 


上 式 中 第 一 个 等 号 是 利用 式 (4 - 85) ， 第 二 个 等 号 是 利用 式 (4 -83) ， 第 三 个 等 号 是 
利用 X 与 X 的 同 分 布 性 。 


例 2 设 总 体 X 服 从 N(a,o?) 分 布 ， 求 样本 平均 值 立 的 分 布 。 
解 因为 X 的 特征 函数 为 


Ф(1) = exp[ = ge + іа) 


150 


第 三 节 ” 几 种 统计 量 的 抽样 分 布 





所 以 , XX 的 特征 函数 为 


Я, -№(а,° 9%. 

事实 上 ， 这 个 结果 可 以 利用 正 态 分 布 的 性 质 直接 得 到 ， 因 为 是 n 个 独立 同 分 
布 正 态 变量 的 线性 组 合 ， 根 据 相互 独 立正 态 变量 的 线性 组 合 仍 是 正 态 变量 这 一 性 质 ， 
即 可 得 到 上 述 结果 。 

例 3 设 总 体式 服从 参数 为 A 的 泊 松 分 布 ， 求 样本 平均 值 的 分 布 。 

解 已 知 泊 松 分 布 的 特征 函数 为 

Ф(#) = exp[A(e -1)] 
因此 ,的 特征 函数 为 
pi(t) = {exp[ACes ~ 0010 = exp[UnACes -1)] 

所 以 ， 随 机 变量 X 的 概率 函数 为 


у № -m (пА)* 
Р(Х = 2) = е и, = 0,1,2, 

(二 ) 样 本 均值 的 极限 分 布 

利用 式 (6 - 23 ) 推 求 样 本 均值 的 分 布 ， 若 总 体 的 特征 函数 比较 复杂 ， 要 用 它 求 出 
样本 均值 的 精确 分 布 还 是 比较 困难 的 。 下 面 关于 样本 均值 的 极限 分 布 定理 ， 对 许多 统 
计 推 断 问题 很 有 用 。 

定理 ИХ,,Х,,--,Х, 来 自 一 般 总 体 X,， 且 E(X) =а, Р(Х) =o < е, 
па В 

у-у 02% (6-24) 

” Я Ма 





服从 标准 化 正 态 分 布 W(0,1) 。 
证 明 由 林 德 伯 格 - 勒 维 定理 可 知 


Bm Х,-а 
A 2( ) 
no і=1 no 
当 n 一 ww ， 以 N(0,1) 为 极限 分 布 。 因 而 当 样 本 容量 n 足够 大 时 ， 对 任意 随机 变量 ， 
都 有 





Х-а 
У, = ~ N(0,1 6-25 
о/а ног | ) 





ЗЕТА Х ЕА N(a,o?/n) 分 布 。 
、 ”二 、 抽 自 正 态 总 体 之 样本 的 抽样 分 布 
下 面 ， 不 加 证 明 地 给 出 儿 个 抽 自 正 态 总 体 之 样本 的 统计 量 的 分 布 。 
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(1) 设 X Х, ‚---,Х, 为 抽 自 正 态 总 体 Y(a,c") 的 样本 ， 则 
1) 样 本 平均 值 Х- Ма, а?/п) 978 (6-26) 


2 


2) х = 号 XY(n -1 分布 (6-27) 
3) то АЕ а -1(n -1) 分 布 (6-28) 
其 中 


57 = 





= 
(2) Х Ма, ,07), У-Ма,,03), Х,,Х,,,Х, УУ, ЗР Х Я 
工 的 样本 ， 且 天 与 了 相互 独立 ， 则 








1) ZZ = 区 -了 ~ М (а, - ва), (71 +9 9% (6-29) 
Е 要 т п 
而 и = i ~ N(0,1) 分 布 (6-30) 
01 +02 
п т 
mS(m -Do So о | Е 
人 
3) ор =03 =0? 时 有 — 
人 (6-32) 
5. РЕ 
п п) 
Е Е > Е 
其 中 Я. XD, 9 = У - Р) 
О уга иеа а АЕ У 
1 名 (人 


п 9? + п,85 
Sn 2 0 
三 、 样 本 相关 系数 的 分 布 


设 (X,Y7) 服 从 二 元 正 态 分 布 ，(X,Y)，i=1,2,…,n， 是 (X,Y) 的 一 个 容量 为 nn 
的 样本 ，R 为 样本 相关 系数 ， 可 以 证 明 R 的 密度 函数 为 
п-2 Е ЕЕН д"? 
в а о (6-34 
Л = 0-р) -п) Га (6-34) 
式 中 : р 为 总 体 相关 系数 ; n 为 样本 容量 。 
152 





第 四 节 顺序 统计 量 及 其 分 布 





RR 的 数学 期 望 和 方差 分 别 为 
E(R) = р; D(R) = 101-07)" 
图 6-3 所 示 为 几 种 n 和 4p 时 的 密度 函数 曲线 。 











一 个 特别 有 用 的 情况 是 p =0 时 R 的 分 布 ， 此 时 ， 由 式 (6 -34) 得 到 


ги кт 
a ат РЕ 














г(%1) Е 
pk 2 22у 
ајан 
ы Е 
容易 验证 ，7 的 密度 函数 为 
Г" рч 
1 2 2 
Ко = СЕЕ (1 +225) 


对 比 式 (6-38) 及 式 (3 — 70) Т ТА (и -2) 分 布 。 
第 四 节 ”顺序 统计 量 及 其 分 布 


一 、 顺序 统计 量 的 概念 
СХ, ХХ) ХЖ, РБ ХУ 


(6-36) 


(6-37) 


(6-38) 
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Х = Bg(X ,XX), т = 1,2,--- п (6-39) 

其 含义 如 下 : м(Х,,Х,,--,Х,) ВИЖ (м, „я, НФ, Хи 取 (z1,x2，,…,x,) 中 从 大 
到 小 排列 的 第 m 项 数值 。 即 当 把 (x, ,x,,… х, ) 按 由 大 到 小 的 顺序 排列 成 x 2х; 26 
2: 之 … 之 x 时， ХХ ВИН аи. Ш, Х; 的 取 值 x; 完全 由 样本 (x ,*,，…,x,) 决 定 ， 
如 果 样本 不 同 ， 则 х 就 不 同 ，X; 的 取 值 也 就 不 同 ， 所 以 ЛЕХ, ,Х,,-.,Х,) НУ 
3, ЖХ; 为 (X,,X，,…,,) 的 顺序 统计 量 ( 或 称 次 序 统计 量 )。 

=. 顺序 统计 量 的 分 布 

下 面 来 求 Ху 的 分 布 。 假 定 邢 为 连续 型 随机 变量 ， 其 分 布 函数 为 F(x) ， 密 度 函 数 
х). ВХ. 的 分 布 函数 为 R (xz) ， 密 度 KN <А KE 


函数 为 六 (*) ， 如 图 6--4 所 示 , НИХ То 


在 x 与 <+Ax 之 间 的 概率 (< Бл 
Ху <х+Ах), (Хи <х + Ах) $ 
于 在 样本 (X,,X,,…,X,) 中 有 一 个 观测 值 图 6-4 


落 人 [x,x +Ax); 有 nn-m 个 观测 值 落 在 ( - %,x) 之 间 ; Жт-1 个 落 在 [x + Ах, +) 
中 ， 这 三 个 事件 同时 发 生 , 但 在 个 值 中 任何 一 个 都 可 能 落 和 人 [x,x +Ax) 中 ， 在 剩 下 的 
n -1 个 值 中 任何 m -1 个 都 可 能 落 入 [x + Дх, + m ) 中 ， 而 在 同一 个 n 次 试验 中 只 能 出 现 
其 中 之 一 ， 所 以 事件 (*<X <x +Ax) 是 nC" 个 互 不 相 容 的 事件 之 和 ， 其 中 每 一 个 事件 
发 生 的 概率 都 是 

Рх) Ах[ F(x)]""[1 - F(x + Ах) ]"" 





所 以 
P(x<X* < х + Ах) =nC f(x)Ax[F(x)]""[1 - F(x + Ах) ]"" 
(6-40) 
Рола + Ах) = все F(x)]""[1 - F(x + Ак) J™'/(x) 
令 Ax 一 0 即 得 
Л.(х) = СН ГРС) 1" - F(x)]" f(x) (6-41) 


(m-1)!(n-m)! 
根据 顺序 统计 量 的 上 述 分 布 ， 可 以 推出 一 个 在 水 文 统计 中 有 重要 应 用 的 结果 。 
х; 的 分 布 已 知 ， 故 可 求 出 XX; 的 函数 的 分 布 ， 设 
У: = Р(ХЫХ:) =1- F(X:) (6-42) 
式 中 : 下 的 意义 同 前 。 
в. (у) ЕЯ Ү 的 密度 函数 ， 则 根据 式 (2 一 98 有 


һ.(у) = 万 (x) т [= %] 


ау аре (а)] =- 00 =- д») 


Ай: /(*) 为 X; 的 密度 函数 。 
所 以 
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п! = пт 1 
һ.(у) = у ау)! = F(x)]™" [F(x)] Го) 
п! Т1 БЕ 2 
= уар '(1-у)"", 0<у<1 (6-43) 
А 
Е(ҮЈ) = и У = у) "dy (6-44) 
利用 Bata 函数 
фка ва, Гба)Г) _ (a- DG-D! к 
B(a,b) [+ (1-х) = +, Савту (6-45) 
式 中 : a,b 为 大 于 零 的 自然 数 。 
式 (6-44) 可 化 简 为 
ER) = 2" (6-46) 
式 (6-46) 的 意义 可 说 明 如 表 6-1 所 示 。 
表 6-1 
样本 序号 (Худ) х; У; =1- РС: ) =Р(Х2Х; ) 
1 Саа) | а, yi =РОХРа41) 
2 Саа) аа уда = РОХа44) 








从 表 6 -1 可 以 看 到 ， 由 于 样本 X, ,X,,…,X, 是 随机 变量 ，X 是 样本 的 函数 ，Y” 
是 XX 的 函数 ， 所 以 ，X; 与 了 也 都 是 随机 变量 。 对 于 第 一 个 具体 样本 (x ,%2，…,%,) 1 ， 
将 其 按 大 小 次 序 排列 后 ， 即 可 得 从 大 到 小 的 第 m 项 x;,， 即 X; 的 第 一 个 观测 值 。(X 
2х) 的 概率 为 y*.:， 即 随机 变量 У; 的 第 一 个 观测 值 。 对 于 XX 的 第 二 个 具体 样本 
(xxzxn)2， 如 同 以 上 方式 ， 又 可 得 到 ya = РОХ), ВПУ, УИН 
由 于 样本 (X,,X,，,…,X,) 的 随机 性 ， 所 以 x, ,x%,a，,…， 都 不 尽 相 同 ， 有 一 个 分 布 /(*) о 
同样 ，ys ,ysa，… 也 彼此 不 同 ， 有 一 分 布 h,(y) ， 但 是 这 许多 yi ,y;,，，,… 的 平均 值 ， 


即 E(Y; ) 却 是 完全 确定 的 ， 即 为 一 一 +41， 其 中 m=1, 2,…,n。 简 言 之 , 式 (6 -46) 表 
明 ， 随 机 变量 X 取 值 大 于 等 于 样本 中 按 大 至 小 排列 的 第 m 项 x; 的 概率 P(X>x; ), 
虽然 在 不 同 的 样本 中 有 不 同 的 数值 ， 但 如 对 无 数 样本 取 其 平均 ， т 


三 、 样 本 极 值 的 分 布 

样本 中 的 最 大 项 Xr 和 最 小 项 X 统称 为 极 值 。 在 实际 问题 中 极 值 的 分 布 律 特别 重 
要 。 在 水 文学 中 对 洪水 的 研究 特别 重视 ， 因 此 在 水 文 统计 中 极 大 值 X’ 的 分 布 又 比 极 
МЕ ХС 的 分 布 更 为 重要 。 

依据 式 (6 -41)， 令 m =1， 就 得 到 极 大 值 的 分 布 密度 f(x) =пГЕ(х) )" 0а) 5 
令 m=n， 就 得 到 极 小 值 的 分 布 密度 所 (x) =п[1 -下 (x)]" f(x)。 极 大 值 的 分 布 函 数 
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0, (=) =[Е() 1" (6-47) 


样本 极 小 值 的 分 布 函数 
0,(х) =1-[1-F(x)]" (6-48) 


实际 上 ， 利 用 第 3 章 中 的 极 值 分 布 ， 也 可 得 出 上 述 结果 。 

可 以 看 出 ， 当 nn 较 大 时 ， 用 上 述 各 式 求 极 值 的 分 布 律 是 很 困难 的 。 特 别 是 在 实际 
问题 中 ， 原 始 分 布 (x) 往往 不 知道 ， 因 此 无 法 用 它们 推 求 极 值 分 布 规律 。 但 如 果 采 
用 极限 方法 ， 推 求 一 % 时 极 值 的 极限 分 布 (也 称 为 渐 近 分 布 )， 那 么 只 要 区 别 变量 原 
始 分 布 的 类 型 ， 而 不 必 了 解 它 的 具体 形式 。 

理论 证 明 ， 只 有 三 种 可 能 的 渐 近 分 布 。 第 一 型 称 为 指数 原型 极 值 分 布 ， 或 双 指数 
分 布 。 它 的 原始 分 布 可 以 是 正 态 分 布 、 指 数 分 布 、P - 亚 型 分 布 等 。 这 是 应 用 最 多 的 
一 种 极 值 分 布 ， 在 水 文学 中 称 其 为 耿 贝 尔 ( Gumbel) 分 布 ; 第 二 型 称 为 柯 西 原型 极 值 
分 布 ， 由 伏 瑞 谢 于 1926 年 获得 ， 所 以 也 称 伏 瑞 谢 曲线 ; 第 三 型 称 为 有 界 型 极 值 分 布 
要 求 原始 分 布 密度 函数 在 | * | 大 于 某 值 时 等 于 零 ， 后 两 型 值 分 布 应 用 较 少 ， 故 这 里 
只 介绍 耿 贝 尔 分 布 ， 它 的 超过 制 分 布 函数 为 





0, (=) = Р(Х; 2х) =1-exp[ -ea>0，-om<u<+o (6-49) 
概率 密度 函数 为 
qi(x) =aexp[ -а(х-и) -е`“*`9], -ю <х < +90 (6-50) 
其 中 为 随机 变量 ХГ 的 众 数 ， 对 应 的 超过 概率 
0, (и) =Р(Х; >и) =1 - =0, 63212 
这 就 是 说 明 此 分 布 是 正 偏 的 。 
此 分 布 的 各 种 数字 特征 如 下 : 
EX: ) и + 057722 
a 
61:28025 
а (6-51) 


1. 2825 
"> аи +0. 57722 
Съ =1. 1395( 常 数 ) 
反之 ， 2а № и НЕХ, ) 和 og 表示: 
212825 | 
с 


(6-52) 
и=Е(Х, ) -0. 450050. 
> 题 
6-1 Х-Л(а,о?) Я, 求 (X,,X,，,…,X,) 的 联合 分 布 。 
6-2 Х,,Х,,---,Х, 为 (0 一 1) 分 布 的 样本 , Ж Е(Х), РОХ) № Е( 3). 
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ВХ, 和 83 分别 是 样本 筷 ,X,，,…,X, 的 均值 与 方差 ， 现 又 获得 第 n+1 个 观测 值 
XX,,1， 试 证 明 








Е i Е 
Ў. = атй, Жи 2. +, -Х,) 
2 __в 2 1 _ ху? 
Я + О =] 


ИХ МО, 1] Е, Х,,Х,,---,Х, 为 抽 自 天 的 简单 随机 
ВЕЖ, ЗК Е max( 处 ,XX ，… ,XX ) - тт (Х,,Х,,**.,Х,) ] (提示 : 先 求 最 大 值 
和 最 小 值 的 密度 函数 ) 。 

设 随 机 变量 X~N(52,6.3)， 从 中 抽取 N=36 的 样本 , 求 P(50.8 <Х <53.8) 。 

从 正 态 总 体 N(80,20) 中 随机 抽取 一 容量 为 100 的 样本 ， 问 样本 均值 与 总 体 均 
值 之 差 的 绝对 值 大 于 3 的 概率 是 多 少 ? 


从 正 态 总 体 Ma,o?) 中 抽取 容量 为 17 的 样本 ， 记 元 = У 8 У (х, 
1 п: 
ТУ а, -Ю', ИЖЕ, 使 P(X>a+hS,) =0.95 


ХХХ, Ха 为 正 态 总体 X ~ Мо?) ЮЖ. Ф, = ТУ, = 
туо - каву = 325 ЕТ 
的 分 布 ,并 注意 到 X,,， - Х, 与 号 相互 独立 ) 。 
设 随 机 变量 ~N(0,1) 分 布 ，X ,加 ,入 ,XX ,各 ,X 为 天 的 样本 ， 令 了 = (+ 
Ж+Ж, + (Ж+Ж +)", МКИ С, СУШИ, ВНЕ 
少 ? [提示 : 先 求 (% +, +) МО +, + 也 ) 的 分 布 ， 再 利用 好 分 布 的 定 
义 ]。 
ВХ, х, 5, ЯННЕЖА (а, о?) 的 样本 ， 试 求 统计 量 Z = 
(хх) + (4-Х! 
ЗВОНИ 
设 Х,,Х,, ХХ, 为 抽 自 标准 正 态 总 本 N(0,1) 的 样本 ， 试 求 常数 C 使 统计 
COX +) 

PA A 少 
аА ЯНЕ, ПИАР? 
ВРХ, Х.Х ЕЙТЕ Са, с?) 的 简单 随机 样本 ， 记 

БЕ (АЖ еж), У, = (Ж+Ж, +) 


(и - 0) 
55 





ИС: ЛОХ, -Х, 


п+1 


А 
5" = ту (Х,.-1,)1,2 = 
名 


试 证 明 统计 量 Z 服从 自由 度 为 2 的 :分 布 (提示 : 利用 :变量 的 定义 ,并 注意 
抽 自 正 态 总 体 之 样本 均值 与 样本 方差 相互 独立 性 ) 。 
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第 一 节 жд 


一 、 设 计 标 准 与 水 文 频率 计算 目的 
众所周知 ， 水 利 建设 的 目的 是 为 了 兴 利 除 害 ,解决 洪涝 灾害 和 干旱 缺 水 等 问 
题 。 为 了 使 水 利 工程 建设 做 到 既 经 济 合 理 又 安全 可 靠 ， 在 规划 设计 时 ， 就 要 确定 一 
个 合理 的 设计 标准 或 工程 规模 。 如 果 标 准 过 高 ， 规 模 过 大 ， 将 会 增加 投资 ， 造 成 浪 
费 ; 反之 ， 如 果 标 准 过 低 ， 规 模 过 小 ， 又 可 能 在 不 利水 文 条 件 下 导致 工程 失事 造成 
损失 ， 甚 至 给 人 民生 命 财 产 带 来 巨大 损失 。 因 此 ， 设 计 标准 或 工程 规模 的 确定 具有 
重要 意义 。 
早期 水 利 工程 规模 的 确定 具有 经 验 性 ， 采 用 历史 上 出 现 过 的 (实测 的 或 调查 的 ) 
历史 最 大 洪水 或 男 加 一 个 安全 系数 作为 设计 标准 。 目 前 ， 人 们 一 般 根 据 水 文 现象 的 随 
机 性 ， 用 概率 来 描述 未 来 出 现 各 种 大 小 洪水 的 可 能 性 。 设 计时 ， 对 给 定 的 概率 p( 水 
文 上 习惯 称 频率 ) ， 选 择 满足 关系 式 (7 -1) 的 х, 作为 工程 规模 的 设计 依据 
P(X>%,) =p (7-1) 
这 里 p 称 为 设计 频率 ，x, 称 为 设计 值 。 
引入 频率 概念 后 ， 就 可 以 按 频率 划分 等 级 从 而 确定 设计 标准 。 对 重要 的 工程 ， 设 
计 频 率 可 取得 小 些 ， 这 样 设计 值 就 大 些 ; 而 对 次 要 的 工程 ， 设 计 频 率 可 取得 大 些 ， 这 
样 设计 值 就 小 些 。 因 此 ， 设 计 频 率 也 就 成 了 设计 标准 。 
我 国 水 利 工程 设计 时 采用 的 设计 标准 是 由 国家 统一 制定 的 ， 设 计时 应 根据 工程 的 
类 型 及 重要 性 等 选取 。 设 计 标 准 除 用 设计 频率 表示 外 ， 还 可 等 价 地 用 重 现 期 表示 。 一 
般 ， 水 文 变量 的 样本 多 以 年 为 时 间 单位 取 值 ， 如 年 降水 量 、 年 平均 流量 和 年 最 大 洪峰 
流量 等 。 此 时 ,设计 频率 p 的 倒数 称 为 重 现 期 , 记 为 T， 即 
1 1 
ТЕР, ) р 47-2) 
这 里 7 表示 事件 (Xx,) 出 现 的 平均 轮转 年 数 。 它 表示 该 水 文 事件 平均 每 了 年 出 现 一 
次 ， 但 某 一 具体 连续 了 年 内 ， 它 可 能 不 出 现 或 出 现 1 次 、2 次 甚至 更 多 次 。 式 (7 -2) 
在 p<50% 时 采用 ， 例 如 用 于 研究 暴雨 或 洪水 。 当 p >50% 时 ， 一 般 改 用 式 (7-3) 
1 1 
ТРОЕ) 1-р (7-3) 
此 时 ,7 表示 平均 每 7 年 出 现 一 次 事件 (X<x,)， 常 用 于 研究 枯 水 径流 或 干旱 问题 。 
Ж х, 的 重 现 期 为 7， 则 常 称 m 为 了 年 一 遇 设 计 值 。 例 如 ， 人 们 常 说 的 100 年 一 遇 洪 
水 ， 就 是 指 重 现 期 为 100 年 的 洪水 ， 也 就 是 设计 频率 为 1% 的 洪水 。 
水 文 频率 计算 的 目的 是 要 确定 相应 于 给 定 设计 频率 p 的 设计 值 x,。 
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二 、 水文 频率 计算 的 基本 问题 

为 了 推 求 设计 值 x,， 通 常 必须 解决 好 两 个 基本 问题 : 首先 ， 必 须 确定 水 文 变量 
的 概率 分 布 模型 ， 这 在 水 文 统计 中 称 为 线 型 选择 ; 其 次 ， 估 计 所 选 线 型 中 的 未 知 参 
数 ， 这 在 水 文 统计 中 称 为 参数 估计 。 

1. 线 型 选择 

要 得 到 合理 的 频率 计算 成 果 ， 除 了 想方设法 充分 收集 和 利用 现 有 水 文 资料 外 ， 还 
要 有 符合 水 文 现 象 的 概率 分 布线 型 ， 由 于 水 文 现 象 影响 因素 具有 高 度 复杂 性 ， 这 个 问 
题 至 今 尚 未 完全 解决 。 有 些 水 文学 者 曾 企图 从 统计 理论 上 来 分 析 论证 水 文 变量 服从 的 
分 布 。 例 如 ， 利 用 中 心 极限 定理 论证 水 文 变量 服从 正 态 分 布 或 对 数 正 态 分 布 ; 利用 极 
值 理论 论证 年 最 大 洪水 服从 耿 贝 尔 分 布 等 。 但 由 于 这 些 论证 不 是 严格 的 推理 ， 又 缺乏 
物理 和 经 验 基础 ， 因 此 结论 往往 不 可 靠 。 另外， 有 些 学 者 根据 事件 的 联合 概率 模型 ， 
考虑 水 文 现象 的 物理 、 统 计 特性 和 成 因 机 制 ， 推 求 洪水 特征 值 的 概率 分 布 ， 这 种 方法 
兼 有 数学 和 物理 基础 ， 故 人 们 常 称 之 为 有 物理 基础 的 概率 模型 。 但 由 于 在 分 布 中 常 不 
得 不 做 一 些 与 实际 情况 不 符 的 假定 ， 致 使 所 得 到 的 结果 常 不 合理 ， 因 而 目前 还 不 能 供 
实际 应 用 。 

在 实际 水 文 工 作 中 ， 目 前 大 多 根据 实测 经 验 点 据 和 频率 曲线 拟 合 的 好 坏 选择 线 
型 。 由 于 实际 应 用 中 评判 拟 合 优 劣 的 标准 各 异 ， 所 得 结论 往往 相差 较 大 。 此 外 ， 该 
方法 是 根据 有 限 观测 资料 对 于 点 和 线 拟 合 好 坏 做 出 判断 ， 而 对 于 水 文 频率 计算 中 关 
心 的 稀 遇 水 文 事件 点 据 和 线 拟 合 优 劣 则 难于 做 出 判断 ， 因 此 ， 该 方法 还 是 经 验 
性 的 。 

一 般 说 ， 选 配 线 型 应 根据 下 列 两 条 原则 : @D 概 率 密度 曲线 的 形状 应 大 致 符合 水 文 
现象 的 物理 性 质 ， 曲 线 一 端 或 两 端 应 有 限 ， 不 应 出 现 负 值 ;@ 概 率 密度 函数 的 数学 性 
质 简单 ， 计 算 方便 ， 同 时 应 有 一 定 弹 性 ， 以 便 有 广泛 的 适应 性 ， 但 又 不 宜 包含 过 多 的 
参数 。 

20 世纪 70 年 代 ， 美 国 水 资源 委员 会 研究 了 各 种 线 型 对 美国 河流 的 适应 性 ， 得 出 
的 结论 是 : 不 同 线 型 和 不 同 拟 合 方法 之 间 并 没有 明显 差异 ， 在 目前 条 件 下 ， 他 们 建议 
选用 对 数 P - 亚 型 分 布 。 

英国 环境 委员 会 根据 英国 若干 河流 的 较 长 观测 资料 ， 用 数理 统计 中 关于 分 布 的 检 
验 法 ， 对 若干 线 型 进行 了 检验 ， 结 果 表 明 ， 采 用 不 同 的 拟 合 指标 直接 影响 检验 的 
结论 。 

我 国 中 国 水 利水 电 科学 研究 院 水 资源 研究 所 陈 志 恺 等 在 20 世纪 50 ~ 60 年 代 曾 
利用 我 国 南北 方 若干 河流 的 洪水 及 暴雨 资料 ， 分 别 检验 了 P- 亚 型 分 布 和 K-M 分 
布 等 的 适用 性 。 得 出 的 结论 是 : P -下 型 和 KK - M 型 曲线 适应 性 都 很 强 ， 只 要 参数 
С, 及 Cs 选用 适当 ， 都 能 与 洪水 资料 相 适应 ， 没 有 多 大 差别 。 为 了 统一 设计 标准 
他 们 建议 选用 P- 亚 型 。 经 多 年 实践 证 明 ， 这 是 合理 的 。 因 此 ，1980 年 以 来 我 国 制 
订 的 不 同 版 本 的 水 利水 电工 程 水 文 计算 或 设计 洪水 计算 规范 中 都 规定 采用 了 – Ш 9) 
分 布 。 不 过 ， 规 范 中 也 指出 ， 当 经 验 点 据 与 频率 曲线 拟 合 不 好 时 ， 经 过 论证 可 采用 
其 他 线 型 。 

由 于 洪水 成 因 不 同 ， 不 同 国家 选用 水 文 频率 计算 分 布线 型 不 完全 相同 ， 下 面 给 出 
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目前 一 些 国 家 使 用 的 分 布线 型 ( 表 7 一 1)。 






































表 7-1 
分 布 线 型 国 家 

皮尔 逊 下 型 分 布 (P- 亚 ) 中 国 、 奥 地 利 、 人 保加利亚、 匈牙利、 波兰、 罗马尼亚、 瑞士 、 泰 国 
对 数 皮尔 逊 亚 型 分 布 LP - 正 ) 美国 、 澳 大 利 亚 、 加 拿 大 、 新 西 兰 、 墨 西 哥 以 及 南美 洲 一 些 国家 
广义 极 值 分 布 (CEV) 英国 、 法 国 、 爱 尔 兰 等 和 非洲 一 些 国家 
极 值 匡 ， 极 值 焉 型 分 布 (EV2，EV3) | 英国 、 法 国 和 非洲 一 些 国家 
两 、 三 对 数 正 态 分 布 (LN2，LN3) 日 本 、 韩 国 
ВИК І (ЕУІ) 比利时 、 德 国 、 瑞 典 、 土 耳 其 
克 里 获 基 - 门 克 尔 分 布 (K 一 M) 前 苏联 和 东欧 各 国 

2. 参数 估计 


每 一 种 概率 分 布 中 都 包含 若干 参数 ， 如 正 态 分 布 中 包含 两 个 参数 ，P - 亚 型 分 布 
包含 三 个 参数 。 选 定 了 线 型 之 后 ， 还 必须 确定 其 中 的 参数 ， 才 能 进行 频率 计算 。 但 这 
些 参数 同样 是 无 法 根据 水 文 现象 的 物理 机 制 确定 的 ， 必 须 利用 实测 资料 加 以 估计 ， 这 
就 需要 研究 估计 方法 。 既 然 是 估计 ， 就 不 可 避免 地 会 有 误差 ,为 了 说 明 频 率 计算 结果 
的 可 靠 程度 ， 就 必须 研究 参数 估计 的 误差 。 因 此 ， 参 数 估计 方法 及 其 估计 误差 分 析 就 
构成 水 文 频率 计算 的 另 一 个 重要 内 容 。 


第 二 节 ” 几 种 理论 分 布 的 频率 计算 与 分 析 


本 节 结 合 我 国情 况 ， 对 研究 和 应 用 较 多 的 P- 亚 型 分 布 ， 对 数 正 态 分 布 及 耿 贝 尔 
分 布 的 频率 计算 问题 作 较 为 详细 的 讨论 。 

一 、 了 一 亚 型 分 布 

1. 了 ~- 亚 型 分 布 密度 曲线 的 形状 

P 一 在 型 分 布 的 概率 密度 函数 如 下 : 








Кж) = ее — а), а>0,х >а (7-4) 
第 四 章 中 已 求 出 它 的 各 种 数字 特征 如 下 : 
Е(Х) = В+“, D(X) = о? = 
__Ма 55, 
< азва 2 
由 以 上 各 数字 特征 公式 可 解 得 
а = с (7-5) 
-如 -2 т 
Вх = ЕОс, (7-6) 
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во =Е(Х) (1 - 22) (7-7) 


Н Га) Яа >0 时 收敛 ， 所 以 了 -下 型 分 布 只 适用 于 a > 0 的 场合 。 这 一 点 
也 可 由 式 (7 -5) 看 出 ,车 a<0， 则 Cs 变 成 虚数 ， 实 用 上 无 意义 。 而 a=0 时 ，Cs = 
+90; Ща В|, Сз =0。 由 此 可 知 ，a 和 Cs 的 值 域 分 别 是 0<a<%、-%<Cs<%。 
Cs >0 时 ,概率 密度 曲线 为 正 偏 ， 长 尾 在 右 ; 而 Cs <0 时 ， 概 率 密度 曲线 为 负 偏 ， 长 
尾 在 左 ; Cs =0 时 ,分 布 曲线 对 称 。 由 于 水 文 变 量 应 有 有 限 的 下 限 ， 所 以 ， 水 文中 一 
般 仅 用 Cs >0 的 已 -了 型 分 布 。 | 

根据 分 析 ，P -下 型 密度 曲线 形状 只 受到 参数 Cs 的 影响 ， 不 同 参数 Cs 时 密度 曲线 
形状 ， 如 图 7 一 1 所 示 。 

从 图 7 -1 可知， 当 Cs>2 时 ， 即 
0<a<1,，P- 亚 型 密度 曲线 呈 乙 字形 ， 
意 指 变量 在 其 极 小 值 附近 取 值 机 会 最 
大 。 这 其 实 不 符合 水 文 现象 的 本 质 ， 因 
为 ， 对 于 一 般 的 水 文 变量 ， 特 大 值 和 特 
小 值 出 现 的 机 会 都 很 小 ， 而 中 间 值 出 现 
的 机 会 应 比较 多 ， 即 概率 密度 曲线 应 成 
a Е 为 铃 形 (图 7-1 中 , а >1 的 密度 曲线 ， 

Е ”” 即 为 铃 形 曲线 ) 。 因 此 ， 有 人 认为 Cs>2 
图 7-1 的 P- 亚 型 分 布 不 宜 在 水 文中 应 用 ， 但 
实用 中 常 不 受 此 限制 。 

另外 ， 结 合 水 文 变量 的 物理 性 质 ， 从 理论 上 讲 ， 在 水 文中 应 用 了 P - 亚 型 分 布 时 ， 
其 参数 还 应 满足 下 面 两 个 关系 。 

(1) 由 于 水 文 变量 如 年 降水 量 、 年 径流 量 和 年 最 大 洪峰 流量 等 都 不 能 取 负 值 ， 
此 式 (7-7) 中 的 ao 应 满足 


Уб) 


1 
П 
1 
1 
р 
р 
1 
1 
1 
1 
1 
Г 
| 

















а, = Е(Х) (1 -2")>0 


从 而 应 有 Cs > 2Су (7-8) 
3.05 =2Cr 时 ，co =0，P- 亚 型 密度 函数 式 (7 -4) 变 成 Gamma 分 布 。 
(2) 实 测 资料 中 的 最 小 值 x。, 应 不 小 于 总 体 的 最 小 值 a。， 即 


ха, > а = Е(Х) (1 -20) 





从 而 应 有 Cs < 26, (7-9) 


式 中 : К. =„„/Е(Х) 为 实测 最 小 值 的 模 比 系数 。 
综合 式 (7 -8) 和 式 (7 -9) ， 从 理论 上 说 ， 水 文学 中 应 用 了 - 亚 型 分 布 时 ， 参 数 

Cs、Cr 应 满足 关系 
2Су 
1 -天 





2Су < Cs < 


(7-10) 
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2. 了- 严 型 分 布 的 频率 计算 
水 文 频率 计算 中 需要 的 是 频率 曲线 ， 这 可 由 密度 函数 式 (7 -4) 积 分 得 到 


р = Р(Х 2 х,) =] а) ев (7-1) 
前 面 已 讲 过 ， 在 ЕСХ) ,Cy,Cs 给 定 后 ， 可 唯一 确定 a,B,a。， 因 此 ， 只 要 E(X)， 


Cv,Cs 已 知 ， 可 通过 积分 求 出 不 同 x 对 应 的 p 值 。 由 不 同 p 对 应 的 x, 则 可 以 画 出 频率 
曲线 。 但 这 样 求解 工作 量 太 大 ， 太 复杂 了 ， 因 此 ， 必 须 想 办 法 简化 计算 。 


为 了 简化 ， 可 以 对 X 作 标准 化 变换 ， 即 取 罗 = 蕊 -EC20 ， 此 时 的 变量 Ф 也 是 随机 
变量 ， 常 称 为 离 均 系数 ， 显 然 ，G 的 均值 为 0， 方 差 为 1，Cs = Cs， 的 最 小 值 为 ; 


2с 
а ЕЮ) G2 
с с Cs 
当 Cs 一 0, ф= -om ， 此 时 Ф 为 标准 化 正 态 分 布 。 
下 面 来 求 出 Ф 的 密度 函数 : 
НР х=ро+Е(Х), Н.х Ууф 是 严格 单调 函数 ， 故 





Фе = 








Л Оо | = Reo ЕО) = веет 
因为 。 с = Е(Х) = B+ 
80 д. арча 
Је) = Те + 8) е0 


= ой а-1 (е + а) 
= таубе + Ye) e 


从 以 上 离 均 系数 分 布 密度 可 知 ， 该 分 布 密度 仅 与 Cs( 或 a) 有关， 那么 只 要 给 定 
Ф, 可 通过 积分 求 得 p， 即 


р=р(Ф > 9,) = т еве dp (7-12) 


故 可 以 利用 式 (7- 12) 编制 Cs -р-ф, 关系 数值 表 。 本 书 在 附 表 四 列 出 了 Cs ~p 
~, 关系 表 ， 表 中 Cs 取 值 0 ~– 5.0, #86 个 数值 ，P 取 值 0.01% ~ 99.9%, #26 № 
数值 。 

这 样 只 要 给 定 p,Cs 则 可 查 出 p,， 由 %,= Е(Х) (Сир, +1) ， 可 以 求 出 x,。 因 此 ， 
在 E(X) ,Cr,Cs 给 定 后 ， 通 过 查 P- 亚 型 分 布 离 均 系数 Ф 值 表 ， 可 以 计算 不 同 p 所 对 
ЛУ) х,о 

3. P- 亚 型 分 布 频率 曲线 的 绘制 

由 已 知 E(X) ,Cv,Cs， 求 出 不 同 超过 制 频率 p 相应 的 x,。 将 点 (p,%,) 点 绘 到 专用 
的 概率 格 纸 即 水 文 上 称 为 海 森 概率 格 纸 上 ， 即 可 连 成 一 条 光滑 的 频率 曲线 ， 有 时 也 称 
这 种 频率 曲线 为 理论 频率 曲线 。 按 照 水 文 的 习惯 ， 概 率 格 纸 的 纵 坐 标 为 变量 坐标 ， 均 
匀 分 格 ， 横 坐标 为 概率 坐标 ， 按 标准 正 态 分 布 转换 而 成 ， 非 均匀 分 格 。 海 森 概 率 格 纸 
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上 点 绘 出 的 正 态 分 布 理论 频率 曲线 为 直线 ， 具 体 绘制 原理 可 见 有 关 文 献 。 如 果 把 海 森 
概率 格 纸 纵 坐 标 改 成 对 数 分 格 ， 则 对 数 正 态 分 布 的 频率 曲线 画 在 上 面 成 直线 。 

例 1 设 随 机 变量 服从 P 了 一 亚 型 分 布 , 已 知 E(X) = 666.4, Су=0.3, С = 
0.75， 试 在 概率 格 纸 上 绘 制 其 频率 曲线 。 

解 ”一 般 可 按 下 列 步 又 列表 进行 : 

(1) 指 定 一 系列 频率 P， 按 给 定 的 Cs， 查 本 书 附 表 四 ， 得 该 P -下 型 分 布 标准 化 
变量 Ф 的 一 系列 四 值 p,， 列 于 表 7 一 2@ 栏 内 。 


表 7-2 
——ү———9 
频率 P(% ) $ к, = 频率 P(% ) е, к, х, 
Ф 












































Ж 总 体 参数 E(X) =666.4, Су =0.3, Cs =0.75. 


(2) 0 а, = E(X) (piCr +1) = Е(Х) х К, 计算 相应 于 各 种 频率 p 的 x,， 计 算 
过 程 列 于 表 7 -2@、@ 栏 内 ,其 中 ,=p,Cy +1。 

(3) 以 % 为 纵 坐 标 , P 为 模 坐 标 ， 在 海 森 概率 格 纸 上 点 绘 (p,x,) 点 据 ， 并 连 成 光 
滑 曲线 ， 即 得 到 区 的 频率 曲线 ， 如 图 7 -2 所 示 的 实 线 即 为 给 定 上 述 参数 的 理论 频率 
曲线 。 
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1 і 0 20 30 10 5060 70 0 0 5 — № вв. 
P(%) 
图 7-2 
关于 分 布 参 数 对 频率 曲线 形状 的 影响 。 由 式 (7 一 11) 可知, Р -下 型 理论 频率 曲线 
位 置 与 形状 和 三 个 参数 E(X) ,Cy,Cs 有 关 。 数 学 期 望 E(X) 只 决定 曲线 在 坐标 图 中 的 
上 下 位 置 ， 而 与 曲线 形状 无 关 ， 因 此 , P -下 型 频率 曲线 形状 只 与 Cv 和 Cs 有 关 。 图 7 
-3 表示 不 同 均值 对 于 曲线 位 置 影响 ， 图 7 -4 所 示 为 当 Cs =1.0 时 不 同 Cv 值 对 频率 曲 
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线形 状 的 影响 ( 纵 坐 标 为 变量 的 模 比 系数 K)。Cv 越 大 ， 分布 越 离散 ， 曲 线 越 陡峭 。 
7-5 所 示 为 当 Cr =0. 1 时 不 同 Cs 对 频率 曲线 的 影响 。Cs 傅 大 ， 曲 线 左 部 越 陡 ， 右 
部 越 平 ， 中 间 越 下 止 。 
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НГ РНК 
0.11 10 50 90 99 99.9 0.112 10 305070 909598 99.9 
РСМ) РС) 
7-3 
二 、 对 数 正 态 分 布 








若 Y=jn(X -8) 服 从 正 态 分 布 ， 则 称 
下 服从 三 参数 对 数 正 态 分 布 ， 当 ! =0 时 ， 
称 X 服 从 两 参数 对 数 正 态 分 布 。 

下 面 先 介绍 三 参数 对 数 正 态 分 布 情况 ， 
它 的 概率 密度 函数 分 布 如 下 式 ， 即 





















































1 0968-0 ау) 
= 一 一 -天 一 3 яр 
Хә («-Ь) or EE 0.7 Я 
(7-13) 0.10.512 10 30 5070 о 
对 于 三 参数 对 数 正 态 分 布 ， 可 以 证 明 ， 
车 已 知 三 参数 对 数 正 态 变量 X 的 数字 特 8723 


征 一 一 数学 期 望 E(X) (或 ar) 、 变 差 系数 
Cw 和 偏 态 系数 Cse， 则 可 求 出 密度 函数 中 的 三 个 参数 : 


з= [с + Мега) - [бы + уота (7-14) 





b= Е00(1- co (7-15) 

т 

оъ = Уш(1+т) (7-16) 
2 

а, =ш[Е(Х) - 6] - (7-17) 
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反之 ， 若 已 知 了 的 参数 ay 和 cy， 以 及 0， 则 可 以 求 出 三 参数 对 数 正 态 变量 的 
数学 期 望 E(X) (或 ar) 、 变 差 系 数 Cw 和 偏 态 系数 Cs:， 即 


2 
= С. 7-18 

E(X) = + exp( + а) (7-18) 

D(X) = exp(oty + 2а) (ехроф - 1) (7-19) 

Сз; = [ехр(302) – Зехро? + 2]/(ехро? - 1) (7-20) 


НЕ Х=е’ +5， 故 可 以 利用 正 态 分 布 表 可 得 到 站 的 频率 计算 公式 为 
Р(Х > х) = P(e’ + > х) = P(e!>x-b) = Р[Ү 2 Шш(х-Ь)] 
In(x - 6) -ar 

пр = 


=1 -Fy[lln(x -5)] =1- 
oy 


«ее =“ (7-21) 


这 样 ， 若 已 知 三 参数 对 数 正 态 变量 Х 的 数学 期 望 ur 、 变 差 系 数 Cw 和 偏 态 系数 
Csx， 可 先 按 式 (7 -15) 求 出 5b 值 ， 再 按 式 (7 -16) 和 式 (7 一 17) 分 别 计算 oy 和 ay， 最 
后 利用 式 (7 -21) 就 可 进行 频率 计算 。 

而 对 于 4 =0 的 两 参数 对 数 正 态 分 布 ， 可 推导 出 X 与 Y 的 数字 特征 之 间 关 系 如 下 。 

已 知 X 的 数学 期 望 ar、 变 差 系数 Cv:， 则 有 


D(Y) = а? =ln(Ci +1) 
2 7-22 
Е(У) = а, = InE(X) 4] е ) 
ХЕРЕ ау, суја, № Х 的 数字 特征 可 以 用 式 (7 -23 ) 表 示 
Е(Х) = ar = е, D(X) = од = еее -1) 
| ， ] (7-23) 
Си = (е - ПТ, С, = (е7 -1)1(er? +2) 
由 Cw 及 Cs 消去 e" 可 得 
Сз, = ЗСи + Сі, Ё Съ/Си = 3 + Сі >3 (7-24) 
因此 ， 若 知道 了 原 变量 X 的 数学 期 望 ur 和 变 差 系数 Cw， 就 可 得 到 正 态 变量 了 


的 分 布 参数 or 和 oy。 
由 于 下 =e"， 且 函数 * =e7 是 单调 增加 函数 ， 故 
Р(Х 2 х) = P(er>x) =P(Y> Inx) =1 -本 (lnx) 
_ ря ау ах - ау К 
=1 а ) = о =“) (7-25) 


从 而 ， 对 数 正 态 分 布 的 频率 曲线 也 可 用 标准 化 正 态 分 布 表 计 算 。 

例 2 设 随 机 变量 X 服从 两 参数 对 数 正 态 分 布 ， 且 ax =1.0，Cm =0.2. Ж: (1) 
P(X<1.5); (2)#Р(Х>х) =1% 的 x 值 。 

解 ” 先 按 式 (7 一 22) 计 算 oy 和 ay 
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or = Vin(Ci +1) = Vin(0.04 +1) = 0. 198 
2 
ау ах – 5% = In(1.0) = 1х0. 039 =- 0.020 
(1)Р(Х <1.5) 可 直接 求解 如 下 


Р(Х<1.5) = = - 941 +000 
у 


0, 198 
=Ф(2.17) = 1 - 0(2.17) = 0.985 
(2) 由 式 (7-25) 知 
Р(Х>а) = (=) =1% 


_ Inx ~ ay 





查 附 表 三 得 u = 2. 325 


解 得 x = енна = 609198020500) = co4 = 1.55 
对 数 正 态 分 布 也 可 编制 标准 化 变量 离 均 系数 Ф 值 表 ， 由 于 两 参数 和 三 参数 对 数 
正 态 变量 的 标准 化 变量 完全 相同 ， 所 以 只 需 对 两 参数 对 正 态 分 布 制 表 即 可 。 
对 给 定 频率 P， 查 标准 正 态 分 布 表 得 满足 P(U> 迪 ) =p Чи, 值 ， 由 式 (lnx, - 
ау) бу = и, 解 得 x, =e*w'*%*， 再 注意 到 式 (7 -25) ， 可 得 到 二 参数 对 数 正 态 分 布 离 均 
系数 Ф 相应 于 所 给 频率 p 的 值 wm ， 即 


1 
好 一 ax Error 一 в +205 


=; Гети 1) 


А 
ее р в -1 


мял яд 

对 给 定 的 Css， 利用 式 (7 -24) 及 式 (7 -22) 计 算得 xi， 将 其 与 各 种 p 的 标准 化 正 
5 и, 值 一 起 代入 式 (7-26) ， 可 计算 得 一 串 ф, 值 ， 从 而 可 制 成 值 表 ， 见 本 书 
附 表 五 。 

利用 对 数 正 态 分 布 的 Ф 值 表 ， 当 已 知 对 数 正 态 变量 的 数学 期 望 ur 、 变 差 系数 
Cm 和 偏 态 系数 Cs 时 ， 可 按 式 x,= Е(Х) (1 + Сур, ) 计 算 和 绘制 频率 曲线 ， 方 法 与 
了 -下 型 分 布 频率 曲线 计算 方法 类 似 。 

三 、 耿 贝尔 分 布 

耿 贝 尔 分 布 〈 超 过 ) 累积 频率 函数 及 密度 函数 如 式 (7-27) Вр 


0,(х) = P(X>x) = 1 – ехр[- е9], а>0, -ю<и< +оо 











(7-26) 


| (7-27) 
ф(х) = аехр[ – а(х ~ и) – е9], © <5< +0 
其 密度 函数 参数 与 数字 特征 的 关系 如 式 (7-28) НП 

а = L2825, , = E(X) - 0.450050 (1-28) 
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该 分 布 同样 可 用 标准 化 变量 计算 。 对 任意 给 定 的 频率 p， 由 p = 0,(%,) 求 解 x, 得 
-Ln[ -In(l 2р) 


将 a 及 uw 的 表达 式 代 人 上 式 即 可 解 得 x, 的 标准 化 变量 Ф,, Вр 
Ф, = ЕС) 0.45005 +0.7797In[ -In(1 _p)]} (7-29) 


с 

这 是 耿 贝 尔 分 布 的 离 均 系数 。 当 B, =0 时 ，x =E(X) ， 由 式 (7 -29) 可 求 得 与 之 
相应 的 p =42.96% ， 这 就 是 说 ， 耿 贝尔 分 布 的 数学 期 望 固 定 在 p =42. 96% Ж. 

由 式 (7 -29) 可 见 ， 耿 贝尔 分 布 的 离 均 系数 只 是 频率 p 的 函数 ， 因 此 ， 可 制 成 @ 
ЧН, Ш. 

ЕЯ Е(Х) № Cy， 由 附 表 六 可 查 得 各 种 p 的 Ф, 值 ， 再 由 式 = Е(Х) (1 + 
Cvgp,) 可 计算 相应 的 x, 值 ， 于 是 可 绘制 频率 曲线 。 此 频率 曲线 绘 在 鲍 伟 尔 概 率 格 纸 
上 可 成 直线 。 

耿 贝 尔 分 布 在 海洋 波浪 研究 中 有 用 ， 在 水 文学 中 ， 耿 贝尔 用 它 拟 合 年 最 大 日 平均 
流量 。 他 把 一 年 的 逐日 平均 流量 看 成 一 个 样本 ， 每 年 的 最 大 日 平均 流量 就 是 此 样本 的 
极 值 。 若 有 年 ， 就 有 个 极 值 ， 又 构成 样本 极 值 的 一 个 样本 ， 因 此 ， 可 以 应 用 极 值 
分 布 。 但 是 ， 从 极 值 分 布 的 来 源 可 知 ， 原 样本 的 各 项 应 是 独立 同 分 布 的 ， 而 就 日 流量 
而 言 ， 逐 日 流量 不 可 能 相互 独立 ， 也 不 可 能 服从 同一 分 布 。 因 此 ， 耿 贝尔 分 布 在 水 文 
上 的 应 用 不 是 很 有 效 。 
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从 前 面 几 章 可 以 看 到 ， 随 机 变量 的 分 布 函 数 常 常 含有 一 些 参数 ， 因 此 ， 如 果 只 知 
道 某 一 随机 变量 的 分 布 函数 的 形式 ， 而 不 知道 其 中 的 参数 ， 仍 然 是 无 法 计算 其 概率 。 
此 外 ， 在 许多 场合 ， 即 使 不 知道 总 体 的 分 布 函数 ， 如 果 能 知道 它 的 数学 期 望 ， 方 差 等 
数字 特征 ， 也 就 掌握 了 随机 变量 的 主要 统计 特性 。 如 何 根据 随机 变量 的 样本 ， 采 用 适 
当 的 方法 ， 对 总 体 分 布 中 的 未 知 参数 或 数字 特征 做 出 估计 ， 这 就 是 参数 估计 问题 。 

参数 估计 有 两 种 常用 的 形式 ， 即 点 估计 和 区 间 估 计 。 所 谓 点 估计 就 是 用 一 个 具体 
的 数值 去 估计 一 个 未 知 参数 ; 区 间 估 计 就 是 估计 参数 所 在 的 区 间 ， 也 就 是 说 用 一 个 区 
间 去 估计 未 知 参数 。 

一 、 点 估计 的 一 般 提 法 

令 总 体 X 的 分 布 函 数 为 F(x;w)， 其 形式 FF 已 知 ,但 и 为 未 知 参数 ， 即 待 估 的 
参数 。 假 设 (X,,X,,…,X,.) 为 的 一 个 容量 为 n 的 样本 ， 构 造 一 个 统计 量 VU = U(X， 
ZY,…，X,)， 作 为 w 的 估计 , 称 0 为 w 的 估计 量 。 当 有 了 一 个 具体 样本 
(zi,%2,…*,%,) 时 ， 把 它 代 和 人 И 的 表达 式 ， 就 得 到 UV 的 一 个 观测 值 = U(x ,x ，… ,x ) ， 
称 此 w 值 为 w 的 估计 值 。 估 计量 是 样本 的 函数 ， 是 随机 变量 ， 估 计 值 是 一 个 具体 数 
值 ， 它 是 估计 量 0 的 一 个 取 值 ， 这 就 是 点 估计 的 思想 方法 。 

求 未 知 参数 点 估计 的 方法 很 多 ， 包括 数理 统计 中 常用 的 矩 法 和 极 大 似 然 法 ， 以 及 
我 国 水 文 计算 中 使 用 的 适 线 法 和 权 函 数 法 等 。 本 书 将 前 者 称 为 参数 点 估计 的 数理 统计 
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法 ， 而 把 后 者 称 为 参数 点 估计 的 水 文 统计 法 。 本 节 只 介绍 参数 点 估计 的 数理 统计 
方法 。 

二 、 参 数 点 估计 的 矩 法 

和 矩 法 是 一 种 古老 而 直观 方法 ， 其 构造 估计 量 原理 与 方法 简单 ， 不 同 的 总 体 分 布 都 
可 以 用 。 

由 格 利 汶 科 - 肯 达 利 定理 可 知 ， 当 поо 时 ， 样 本 的 分 布 以 概率 1 趋 近 于 总 体 分 
布 ， 因 此 ， 样 本 的 各 阶 和 矩 也 必 相 应 地 趋 近 于 总 体 的 各 阶 矩 。 和 矩 法 就 是 利用 这 个 性 质 ， 
用 样本 矩 来 估计 总 体 矩 ， 用 样本 矩 的 函数 来 估计 总 体 矩 的 函数 。 

МЕХ МА ЖОМ Е(х;шт, шо, еш), МХ ШЕЯ Е (ХЕ, 
иа," щ 函数 ， 记 总 体 原点 矩 


0, = Е(Х*) = gC ) (7-30) 
假定 从 方程 组 
о = B11 ) 
оъ = в. (Ши, Ш) 
Н (7-31) 
vi = &(Ш,м, ) 
可 解 出 


ш = (оу) 


ЕОС ТИ 


ш = 


设 ( ,入 ) 为 下 的 样本 ， 用 样本 原点 矩 


а= тух 
作为 vw 的 估计 量 , 然 后 代入 式 (7 32), 中 ， 得 到 的 估计 量 
И; = (А ,А,,",А), b=1,2,..,l (7-33) 
也 可 以 利用 样本 中 心 矩 Ms ЕЯ АР и, = Е[Х - Е(Х,) ]\ ИЕН, 求 出 不 同 


参数 岂 的 矩 估 计量 。 

以 后 ， 在 不 造成 混淆 的 情况 下 ， 随 机 变量 及 其 取 值 有 时 不 再 严格 按 大 小 写 做 出 区 
分 。 参 数 w 的 估计 值 常用 如 表示 ，w 的 估计 量 有 时 也 用 六 表示 。 

例 3 设 ( 生 , 知 ,…, 私 ,) 为 总 体 X 的 一 个 样本 ， 求 总 体 的 均值 a 及 方差 a? 的 矩 估 
计 。 

м ”本 题 虽 未 给 出 总 体式 的 分 布 ， 但 不 妨碍 问题 的 解决 。 因 为 

а=, а? = и 

按照 矩 估计 法 原理 ，a,c” 的 估计 量 4, 分 别 为 样本 的 一 阶 原 点 矩 和 二 阶 中 心 
和 矩 ， 即 
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(7-34) 
@ = м, = У (Х,- х) = 9 
由 于 o = Е(Х)? - [Е(Х)]*, о? 矩 估 计 另 一 种 求法 ， 即 
лу - [Ту] = ТУ. -Ю' -Я 
944 设 总 体 X 服 从 指数 分 布 ， 其 分 布 密度 为 

ус [Ле*, х>0 
Ле) = { Ще 
其 中 A>0 为 未 知 参数 ， 现 有 的 一 组 样本 值 : 0.17, 0.10, 0. 15, 0.16, 0.28, 


0. 25，0. 14， 试 求 A 的 矩 估 计量 和 和 矩 估计 值 。 
М 首先 要 找 出 未 知 参数 和 与 总 体 分 布 的 矩 的 关系 。 由 于 


m= EOOD = [леа = 1. 


A 
所 以 
1 
А= 
2 
НАР, А МАРЕ А 20 
~ 1 1 
А = т 
根据 样本 ， 求 得 =0. 18， 所 以 和 的 估计 值 为 8= 上 上 -= _1_ -5.6 


$15 设 总 体 X 在 [a,b] 区 间 上 服从 均匀 分 布 ， 求 参数 a,b 的 矩 估 计量 。 
М X 的 分 布 密度 为 





1 
бза Б) = 全 сетер 
0, 其 他 
因为 
и = Е(Х) = == 
Е = 0-а)? 
ња =000) = = 
由 此 可 解 得 人 20 - У 
b =v + V3 
因此 ， 参 数 a。, Ь 的 矩 估 计量 为 
4 = Х- V3S = 无 -V3S 
$ =Х+ (35 - Х + 35 
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例 6， 求 相关 系数 的 矩 估 计量 。 
解 ”首先 用 样本 相关 和 拢 作为 总 体 相关 和 矩 的 矩 估计 量 


мъ = У-и 
же: = Тух, = Ук, 
再 利用 例 3 结果 ， 可 得 到 相关 系数 p 的 估计 量 
тў - 和 
у, - - х) хуи - ү)? 
EC -Х) (у, -Y) 











Мае - =)? х ў - Ӯ)? 
类 似 地 ， 可 以 得 到 总 体 变 差 系数 Cv， 4 с, 的 矩 估 计量 ， 即 











2-2-5 ) = Л EK- (7-39) 
р з 
р. НЕ BE 
бе = а. у ~ (7-36) 
9 пб} пбу 


Х, 
(7-35) 和 式 (7-36) фк, = ИНА, 


式 (7-34)、 式 (7 -35)、 式 (7 一 36) 都 是 用 简单 随机 样本 估计 总 体 参数 E(X)， 
Cr，Cs 的 矩 法 公式 ， 即 认为 样本 中 的 每 一 个 值 都 是 在 相同 条 件 下 获得 的 ， 它 们 在 样 


本 中 是 等 可 能 的 ， 其 概率 都 是 二 。 但 在 洪水 频率 计算 中 常 遇 到 含有 一 个 或 几 个 “特大 


值 ”的 情况 ， 这 些 特 大 值 是 历史 上 发 生 过 的 大 洪水 ， 可 能 是 实测 的 ， 也 可 能 是 调查 
到 的 ， 统 称 为 历史 洪水 。 由 于 这 些 洪水 出 现 的 机 会 很 小 ， 可 能 几 百 年 才 出 现 一 次 ， 因 
此 与 实测 系列 中 的 普通 洪水 不 能 等 同 看 待 ， 这 种 样本 常 称 为 非 简单 随机 样本 。 把 这 种 
样本 按 由 大 到 小 顺序 排列 ， 可 得 如 下 形式 
Kim > Хим > °° > Ха SF Xi 2 Хд 22559 22 Хрон (1-37) 
+ му ое 

式 中 : 为 非 简单 随机 样本 的 容量 ， 一 般 指 所 调查 到 的 最 大 洪水 发 生 的 年 代 至 目前 的 
年 数 ， 称 为 最 大 历史 洪水 重 现 期 ; n 为 实测 系列 长 度 ; а 为 历史 洪水 总 数 ; i 为 作为 
历史 洪水 处 理 的 实测 特大 洪水 个 数 。 

Xiim 表示 NN 项 中 由 大 到 小 排列 的 第 :项 (S=1,2,…,a) ,Xi 表示 ni 个 实测 值 
按 由 大 到 小 排列 的 第 :项 。 
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可 见 ， 样 本 总 长 度 为 N， 但 有 数据 的 总 项 数 为 ec+za -1， 中 间 的 NN- (at+za-D) 项 
无 数据 。 为 简单 计 ， 用 
Xs:m=1,2,.,a; a+l1,a+2,.%,a+n-l (7-38) 
统一 表示 式 (7 -37) 中 的 前 后 两 部 分 。 即 


р = 1,2,…,a 时 
х; -| (№) щт а (7-39) 


Хор Мт = аж 1, -,а+п Гаф 

ШЖ а=1=0, Д) (7 – 37) ЖИ ЕЖ НЕВА Ху 二 X2 2, М 
序号 从 1 到 п 连续 ， 中 间 没 有 间断 。 而 如 果 а 50, 54 (7 - 37) 中 ， 中 间 有 
入 ~ (a+n 一 外 ) 项 无 观测 值 ， 如 式 (7 -39)， 己 有 观测 值 的 水 文 样本 a + -1 项 在 NN 年 
中 排队 序号 不 连续 ， 因 此 ， 有 些 文献 称 简单 随机 样本 为 连 序 样本 ， 称 非 简单 随机 样本 
为 不 连 序 样本 。 

当 对 于 不 连 序 样本 ， 如 式 (7 -37) 估 计 总 体 参数 时 ， 不 能 用 适用 于 连 序 样本 的 各 
种 估计 公式 ， 而 必须 加 以 适当 修改 。 通 常 的 作法 是 : 假定 式 (7 -37) 中 由 比 Xiiw 小 的 
NN -a 个 值 (包括 缺 测 项 和 实测 项 ) 构 成 的 样本 的 各 种 参数 ， 与 由 式 中 最 后 -1 个 实测 
值 构 成 的 样本 的 各 种 参数 相等 。 这 样 ， 经 过 简单 运算 ， 可 得 到 用 容量 为 N 的 样本 估 
计 总 体 参数 E(X) 、Cv 及 Cs 的 公式 











2 | а 
Е мх ехал) (7-40) 
т: = 
Cr - ск Ах (к -10] (7-41) 
и ма, " 
ЖИ (7-4) 


其 中 Ki = ХИХ, ПХТ 的 值 按 式 (7 -39) 规定 。 

三 、 参 数 点 估计 的 极 大 似 然 法 

由 经 验 可 知 ， 若 某 项 试验 有 多 种 可 能 的 结果 ， 它 们 发 生 的 概率 各 不 相同 ， 那 么 在 
一 次 试验 之 前 ， 可 以 合理 地 认为 发 生 概率 最 大 的 那个 事件 将 要 发 生 ; 反之， 如果 在 一 
次 试验 中 ， 某 个 事件 发 生 了 ， 那 么 认为 在 诸 事 件 中 ， 该 事件 发 生 的 概率 为 最 大 也 是 合 
理 的 。 例 如 ， 盒 中 有 球 100 个 ， 其 中 5 个 红 球 ，95 个 白 球 。 现 从 中 任 取 一 球 ， 如 果 
要 猜测 该 球 的 颜色 ， 那 么 ， 应 该 猜 该 球 为 白 球 ; 反之 , 如 盒 中 有 红 球 和 白 球 共 100 
个 ， 其 中 一 种 颜色 的 球 为 5 个 ; 另 一 种 颜色 的 球 为 95 个 。 现 从 中 任 取 一 球 为 白 球 ， 
那么 ， 可 以 猜测 盒 中 白 球 为 95 个 。 因 为 任 取 一 球 为 白 球 ， 有 理由 认为 抽 到 白 球 的 概 
率 比 抽 到 红 球 大 ， 也 就 是 说 盒 中 白 球 的 比例 比 红 球 大 ， 所 以 猜 白 球 有 95 个 是 合理 的 。 
极 大 似 然 法 就 是 根据 这 样 的 经 验 提出 的 ， 通 常 把 这 种 思想 称 为 极 大 似 然 原理 。 

对 于 连续 型 的 总 体 艺 ， 设 它 的 密度 函数 为 几 x; 四 ,办 四) ， 其 中 国 ,四 9 
为 待 估计 的 未 知 参数 ，X, ,X,,…,X. 是 于 的 样本 ， 则 个 独立 同 分 布 随机 变量 Х,, 
XX,，,…,X, 的 联合 密度 为 


Пай (7-43) 
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对 于 给 定 的 一 组 样本 值 x1, 改 ,…,x:， 将 
xs (7-44) 
称 为 样本 的 似 然 函数 。 
对 于 离散 型 的 总 体 X， 设 它 的 分 布 律 为 
Р(Х = х) = p(x3u Ш) 
ХРА НАЧ ауа, Е 
Цаад ад) = Прив о) (1-45) 
称 为 样本 的 似 然 函 数 。 


在 不 至 于 造成 的 混淆 的 情况 下 ， 为 书写 方便 ， 样 本 值 仍 用 x ,x,，,…,%, 表示 ， 对 
连续 型 总 体 ， 似 然 函数 式 (7 -44) 成 为 
Ильи и ) = Пий и ) (7-46) 
但 需 注意 ， 尽 管 式 (7 -43 ) 与 式 (7 - 46 ) 形 式 相同 ， 但 式 中 *; 的 含义 不 同 ， 前 者 是 联 
合 密度 中 的 自 变量 ， 而 后 者 是 样本 值 ， 是 具体 数字 ， 在 离散 型 总 体 中 情况 类 似 。 所 
以 ， 似 然 函 数 是 待 估 参 数 邮 ошо, е ШО, хх, ,x 是 一 组 样本 值 ， 它 是 已 经 
发 生 的 随机 事件 ， 根 据 极 大 似 然 原理 ， 应 该 认为 作为 ”元 随机 变量 的 样本 忆 ,XX,,…， 
Х, 的 取 值 ， 在 (xi ,x,，,…,x,) 邻 域内 的 概率 较 大 ， 或 者 说 随机 变量 (XX,X,，,…,X, ) 的 
联合 概率 密度 在 点 (x ,x,，,…,x,) 处 的 值 比 其 他 地 方 大 。 而 这 就 等 价 于 让 似 然 函 数 
在 已 知 样本 值 x ,x,,… ол, 处 的 值 达 到 最 大 ， 对 似 然 函 数 而 言 ，%, ,x,,… ол, 是 已 经 观 
测 到 的 样本 ， 所 以 是 常数 ， 而 参数 и из, ешо 是 自 变 量 ， 极 大 似 然 法 就 是 将 使 L 取 
得 极 大 值 的 参数 值 名 ,总 ,…, 包 作为 岂 , 避 ,…, 岂 的 估计 值 。 
由 微 积分 中 求 极 值 的 方法 ,使 L 达 到 极 大 的 加 ,总 ,…, 癌 ， 可 由 下 述 方程 组 解 得 
[ 工 即 为 式 (7 -46) ] 。 








aL _ 

站 = 0 

0L _ 

ды = (7-47) 
0 =0 

由 于 lnz 与 过 同时 达到 极 大 值 ， 为 便于 计算 ， 可 求解 方程 组 
а = 
1 

9. -0 

аи? > (7-48) 
an _ 

ди — о 
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方程 组 (7-47) 及 方程 组 (7 -48) 都 称 为 似 然 方程 。 
由 于 如 (i =1,2,…,1) 的 值 与 样本 值 (xi,x,,…,%,) 有关。 故 称 = 
22 (ах an) 为 四 的 极 大 似 然 估 计 值 。 


在 使 用 以 上 似 然 方程 求 极 大 似 然 估计 量 时 还 必须 注意 如 下 两 点 
(1) 使 用 似 然 方程 2 =0 ве = 














щи", Ш) 中 x 的 取 值 范 
围 与 必 无 关 。 
(2) 从 理论 上 讲 应 验证 本 和 02 <, 这 样 才能 保证 极 大 值 ， 但 通常 并 未 作 验 证 。 
例 7 设 (X,X,,…， Хо 为 正 态 总 体 Na ,oz ) МЕЖ, Жа, о 的 极 大 似 然 
估计 。 
解 ” 似 然 函 数 为 
。 1 
Е.= Ц= эт -а) 
1 у 
(Б) 1-52 5 6-0) 
由 ПТА =- > 1(2то*) - 5 а -а)? 
2:229 25а 
olnL п 1 1 < 
am 2 
解 得 人 
n 


这 个 结果 与 矩 法 也 是 一 致 的 。 
例 8 设 总 体 X 的 密度 函数 为 
A ) 人 0<x<1 
XO 三 
о, 其 他 
其 中 >0 #92, Жал, 





,xm 为 于 的 样本 ， 试 求 a 的 矩 估 计 和 极 大 似 然 
估计 。 
Ж ЖЕН, НЯ 
Е(Х) = [заа = [аа = 7 
_ _Е(Х) 
“1 -Е(Х) 


173 


第 七 章 水 文 频 率 计 算 





~ 


只 
и 


所 以 , 矩 估 计量 为 


жт 


м 





Е 
и 


而 a 的 矩 估 计 值 为 
极 大 似 然 估计 ， 似 然 函 数 为 
Ка) = Ц (979) = oI 


ЫП 


InL(a) =ппа + (о - 1) Ў, 








于 是 似 然 方程 为 Чиа) =- 全 + У = 
解 得 а=-—" 
Уһ, 
由 此 例 可 见 ， 矩 法 与 极 大 似 然 法 求 得 的 结果 并 不 相同 。 事 实 上 很 多 情况 下 两 者 所 得 到 
的 估计 量 是 不 同 的 。 
例 9 ”如 均匀 分 布 
1 
f(x,0) = 他 ое 0 


0， 其 他 
解 因为 xz,6) 中 * 取 值 与 未 知 参数 0 有 关 ， 故 不 能 用 哑 = 0 或 2 这 一 似 然 广 


程 。 如 果 使 用 的 话 
1 = Е = – пін 
п. 


所 以 тв = - 9 "0, 200 += 
当 参数 09= + om 时, 上 =0， 是 使 得 联合 密度 达到 最 小 的 参数 ， 显 然 与 极 大 似 然 原 理 
不 符 。 


那么 ， 如 何 求解 此 例 中 极 大 似 然 法 估计 量 呢 ? 
设 样本 x ,2 xs ф, хх 为 极 大 值 ， 因 为 x? 是 抽 自 以 上 总 体 的 ， 故 9>x? ， 


即 9 取 值 范 围 [x* ,+ % ) 。 为 使 似 然 函 数 达 最 大 ， 即使 得 = 去 达 最 大 ， 显然 在 6 取 


值 范围 内 9 = xi 时 可 使 二 达 最 大 。 故 6 =x 为 极 大 似 然 法 估计 量 。 

和 矩 法 的 一 个 优点 是 寻求 总 体 数学 期 望 ， 变 差 系数 和 偏 态 系数 等 参数 的 估计 量 时 ， 
无 须知 道 随机 变量 的 分 布 函数 ， 而 应 用 极 大 似 然 法 时 必须 知道 总 体 的 概率 分 布 ， 但 是 
极 大 似 然 估 计量 的 性 质 要 比 矩 估计 量 好 。 在 数理 统计 中 ， 它 被 认为 是 最 好 的 方法 。 不 
过 极 大 似 然 法 用 于 估计 P- 亚 型 分 布 参数 时 ， 需 要 试 算 , 计算 复杂 ， 而 且 有 时 似 然 方 
程 无 解 ， 因 此 ， 在 我 国 水 文 计算 工作 中 并 不 常用 。 
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由 于 水 文系 列 长 度 短 ， 且 所 需 推 求 的 是 稀 遇 的 设计 值 等 原因 ， 数 理 统计 中 传统 
估计 方法 的 估计 结果 并 不 理想 。 因 此 ， 长 期 以 来 ， 国 内 外 水 文学 者 一 直 致 力 于 研究 
符合 水 文 特点 的 参数 估计 方法 ， 总 的 说 来 ， 还 是 取得 了 不 少 进展 。 目 前 这 方面 估计 
жанаа, КЖ, МИНИ, ЕАН (РУМ) 和 线性 矩 法 (LM) 
等 。 适 线 法 在 我 国 设计 洪水 规范 中 已 被 规定 为 水 文 随机 变量 的 参数 估计 方法 ， 得 到 
广泛 应 用 ， 因 此 ， 下 面 作 重 点 介绍 ， 而 对 于 其 他 新 近 提出 的 一 些 方法 ， 仅 作 简单 介 
绍 。 介 绍 时 只 针对 水 文 上 常用 的 P- 亚 型 分 布 而 言 ， 对 于 其 他 线 型 参数 估计 可 参照 
其 他 文献 。 

一 、 适 线 法 

适 线 法 早 在 20 世纪 50 年 代 初 就 已 较 多 地 应 用 于 水 文 计算 中 ， 目 前 的 适 线 法 比 传 
统 适 线 法 有 一 些 改进 (1993 年 之 前 ， 一 直 规定 使 用 目 估 适 线 法， 现在 还 推荐 使 用 计算 
机 优化 适 线 法 ) 。 

下 面 主要 从 三 方面 进行 阐述 : 一 是 适 线 法 的 基本 原理 ， 二 是 P- 亚 型 分 布 参数 估 
计 的 适 线 法 (包括 优化 适 线 ) ， 三 是 经 验 频率 公式 ， 适 线 法 不 是 给 出 估计 量 的 计算 公 
式 ， 而 是 由 实测 样本 直接 推 求 参数 的 估计 值 。 

(一 ) 适 线 法 的 基本 原理 

对 于 一 个 实测 系列 适 线 法 分 以 下 三 步 。 

(1) 点 绘 经 验 频率 点 据 。 在 概率 格 纸 上 绘 制 点 据 (x; ,pn) ху 为 来 自 总 体 X 的 一 
组 观测 值 x ,x,，,… ,x,， 由 大 到 小 排列 的 第 т 位 的 数据 。p,, 从 理论 上 讲 应 该 是 pw = 
Р(Х 2х, ) 。 但 由 于 总 体 X 分 布 密度 中 参数 未 知 ， 因 此 p(X>x; ) 实 际 上 是 未 知 数 ， 要 


画 出 (xs р), 显然 必须 对 р, 做 出 估计 。 最 简单 的 就 是 p; =p(X, 2х) =”, 
因此 ， 也 把 р, 称 为 样本 频率 或 经 验 频率 。 不 过 р, 还 有 其 他 更 好 估计 方法 ， 常 用 的 是 
期 望 值 公式 pw = 这 些 点 据点 绘 在 概率 格 纸 上 。 一 般 是 以 “ x "或 ” ”表示 它们 


n 
所 在 位 置 。 

(2) 绘 制 理论 频率 曲线 。 假 定 羡 分 布 符合 某 一 总 体 概率 模型 (我 国 规定 使 用 P – 
Ш), ， 用 某 种 估计 方法 (通常 用 矩 法 ) 估 计 分 布 密度 中 的 未 知 参数 ， 有 了 分 布 参数 可 用 
第 二 节 介绍 的 频率 计算 方法 求 出 在 这 种 参数 下 x, ~p 关系 ， 从 而 可 以 绘制 理论 频率 曲 
线 ， 与 第 1 步 中 经 验 频率 点 据 绘 在 同一 张 概率 格 纸 上 。 

(3) 检 查 拟 合 情况 。 如 果 点 线 拟 合 得 好 ， 所 给 参数 即 为 适 线 法 估计 结果 ， 如 点 线 
拟 合 不 好 ， 则 需 调整 参数 ， 重 绘 理论 频率 曲线 直到 点 线 拟 合 好 为 止 ， 最 终 参数 即 为 适 
线 法 估计 结果 。 

以 上 就 是 适 线 法 估计 参数 的 原理 ， 其 实 也 是 适 线 法 估计 参数 的 基本 步骤 ， 这 些 步 
又 并 不 难 理解 ， 但 实际 上 要 完成 好 适 线 工作 ， 可 不 是 件 容易 的 事 。 为 了 做 好 适 线 工作 
必须 解决 好 以 下 三 个 问题 : 
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(1) 给 定 总 体 参数 E(X) ,Cv,Cs， 如 何 计算 р 对 应 的 x,， 这 是 基本 问题 ,已 经 在 
本 章 第 二 节 中 作 了 详细 介绍 。 

(2) 各 经 验 点 据 的 绘 点 公式 ， 也 很 重要 ， 直 接 影响 结果 。 

(3) 拟 合 好 坏 如 何 确定 ， 这 同样 也 很 重要 。 拟 合 好 坏 标准 也 有 很 多 种 ， 有 的 人 认 
为 应 主要 看 左 端点 据 的 拟 合 好 坏 ; 有 的 人 则 认为 看 理论 频率 曲线 与 所 有 点 据 拟 合 好 
坏 。 此 外 ， 有 人 认为 应 以 纵 标 离 差 为 评价 拟 合 好 坏 的 标准 ， 有 人 则 认为 应 以 横 标 离 差 
为 评价 拟 合 好 坏 的 标准 ， 那 么 到 底 应 该 选 哪 个 ? 因 不 同 拟 合 标准 ， 适 线 结果 不 一 样 ， 
后 面 将 介绍 有 关 结 论 。 

(二 ) 了 P- 亚 型 分 布 参数 估计 的 适 线 法 

下 面 用 一 个 例子 说 明 适 线 法 估计 P- 亚 型 分 布 参数 的 具体 步骤 。 

$110 表 7 -3 为 某 水 文 站 年 平均 流量 资料 ， 假 定 总 体 服从 P 了 一下 型 分 布 ， 试 用 适 
线 法 估计 参数 E(X) ,Cv,Cs。 





























表 7-3 

1976 1676. 0 1984 614.0 1992 343.0 2000 1029.0 
1977 601.0 1985 490.0 1993 413.0 2001 1463.0 
1978 562.0 1986 990.0 1994 493.0 2002 540.0 
1979 697.0 1987 597.0 1995 372.0 2003 1077.0 
1980 407.0 1988 214.0 1996 214.0 2004 571.0 
1981 2259.0 1989 196.0 1997 1117.0 2005 1995.0 
1982 402.0 1990 929.0 1998 761.0 2006 1840. 0 
1983 777.0 1991 1828.0 1999 980.0 












































М (1) 将 表 7-3 中 的 流量 按 从 大 到 小 顺序 列 于 表 7 -4 中 第 @ 栏 。 
(2) 计 算 表 7-4 中 第 @ 至 第 @ 各 栏 数值 。 

(3) 将 表 7 -4 中 的 经 验 点 据 ( Pu。 ,zz ) 点 在 几率 格 纸 上 ， 如 图 7-4 中 x 所 示 。 
(4) 参 数 的 初 值 由 矩 法 公式 计算 ， 由 表 7 -4 得 


1-Е = 
== п Уу = зр х 26447 = 853.1 


га ту уу В, 
Су = тк 1)? = \/36 х 13.0957 = 0.66 
е з 








以 上 公式 是 纠偏 后 矩 估 计量 ， 来 源 详细 见 本 章 第 五 节 。 
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表 7-4 























































































































13 777.0 0. 9108 -0. 0892 0. 0080 0. 0007 40. 625 
14 761.0 0. 8920 -0. 1080 0.0117 —0. 0013 и 43. 750 
15 697.0 0. 8170 Г -0. 1830 0. 0335 -0. 0061 46. 875 
16 614.0 0. 7197 - 0. 2803 0. 0786 =0. 0220 50. 000 
17 601.0 0. 7045 - 0. 2955 0. 0873 = 0. 0258 53. 125 
18 597.0 0. 6998 -0. 3002 0. 0901 0. 0271 56. 250 
19 571.0 0. 6693 =0. 3307 0. 1094 -0. 0362 = 59. 375 
20 562.0 4 0. 6588 | =0. 3412 0. 1164 - 0. 0397 62. 500 
21 540.0 0. 6330. -0: 3670 0. 1347 =0. 0494 65. 625 
22 493.0 | 0. 5779 -0. 4221 0. 1782 =0. 0752 68. 750 
23 490.0 0. 5744 -0. 4256 0. 1811 -0. 0771 71. 875 
24 413.0 0.4841 — 0. 5159 0.2662 0. 1373 75. 000 
25 407.0 0.4771 -0. 5229 0. 2734 — 0. 1430 78. 125 
26 402.0 0.4712 - 0. 5288 0.2796 —0. 1479 81. 250 
27 372.0 0. 4361 - 0. 5639 0. 3180 - 0. 1793 84. 375 
28 343.0 0. 4021 -0. 5979 0. 3575 87. 500 
29 214.0 0. 2508 — 0. 7492 0. 5613 90. 625 
30 214.0 0.2508 — 0. 7492 0. 5613 93. 750 
31 196.0 0.2298 —0. 7702 0. 5932 96. 875 
У 26447.0 31.001 0. 0011 13. 0957 8. 9100 
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(5) 在 概率 格 纸 横 坐标 上 均匀 地 选择 一 些 P， 根 据 矩 估计 的 x，Cr 和 С», ЯВ 
论 频率 曲线 ， 见 表 7 -5。 


















































表 7-5 
= 线 Р (%) 0.1 1 5 10 20 40 
F2853.1 Ф 4.694 | 3.093 | 1.895 | 1.341 | 0.744 | 0.069 
第 一 次 配 线 а К, =ФСу+1 | 4.10 | 3.04 | 2.25 | 1.89 | 1.4 | 1.05 
С5/Су =1. 68 я, =K,x 3497.7 | 2593.4 | 1919.5 | 1612.4 | 1271.1 | 985.8 
Е 2853.1 Ф 5.478 | 3.542 | 1.986 | 1.312 | 0.629 | -0.065 
第 二 次 配 线 а К, =ФСу +1 Гез | зве | 24 | 198 | 147 | 055 
С8/Су =2.50 =, =К,Я 4530.0 | 3122.3 | 2124.2 | 1689.1 | 1254.1 | 810.4 
е 线 P(% ) 50 70 80 90 95 99 
22883. 1 Ф -0.181| -0.625| -0. 848 | - 1. 105 | -1.276| -1.511 
第 一 次 配 线 ат К, = ФСу +1 0.88 | 0.59 | 0.44 | 0.27 | 0.16 | 0.003 
С3/Су =1.68 好 = 有 750.7 | 503.3 | 375.4 | 230.3 | 136.5 | 2.6 
2853.1 Ф -0. 293 | -0. 645 | -0.789 | -0.925| -0.992| -1.017 
第 二 次 配 线 ен К, =ФСу+1 | 078 | 0.52 | 041 | 0.31 | 0.25 | 0.21 
/ra я, = 665.4 | 443.6 | 349.8 | 264.5 | 213.3 | 179.2 





























(6) 将 表 7 -5 中 的 各 点 (P,%,) 点 绘 在 图 7 -6 中 ， 并 通过 这 些 点 描绘 光滑 曲线 
(图 7 -6 中 虚线 所 示 )。 此 曲线 即 为 E(X) =853.1，Cv =0.66，Cs =1.11 的 P- 亚 型 
分 布 超过 累积 频率 的 理论 曲线 。 

(7) 观 察 上 述 曲 线 与 实测 点 据 吻合 的 程度 ， 如 吻合 满意 ， 则 该 理论 频率 曲线 相应 
的 参数 就 是 要 估计 的 总 体 的 分 布 参 数 。 

(8) 若 第 一 次 计算 得 的 理论 曲线 与 实测 点 吻合 不 好 ， 归 纳 起 来 ， 这 可 能 主要 有 
五 种 原因 引起 : 可 能 是 根据 实测 资料 (样本 ) 由 矩 法 计算 出 的 参数 х, Су, СЕ 
体 分 布 参 数 的 估计 值 有 误差 ; @ 经 验 点 据 的 绘 点 位 置 不 合理 ， 也 就 是 用 于 计算 事件 
(Хех) 的 概率 公式 ， 又 称 经 验 频率 公式 不 符合 实际 ; @ 可 能 是 所 研究 的 随机 变量 
的 概率 分 布 不 符合 P -下 型 概率 模型 ，@ 水 文 数据 观测 误差 较 大 ; @@ 样 本 本 身 抽样 
随机 性 大 。 

根据 我 国 的 研究 ， 由 于 了 - 亚 型 分 布 适应 性 较 强 ， 就 我 国情 况 而 言 ， 可 以 用 P- 焉 
型 分 布 配合 各 种 水 文 变量 ， 因 此 ， 当 用 了 - 亚 型 分 布 研究 各 种 水 文 变量 的 概率 分 布 时 
一 般 可 不 考虑 模型 的 适用 性 问题 。 而 经 验 频率 的 期 望 值 公式 理论 基础 较 强 ， 为 国内 外 
较 普 遍 采 用 (对 经 验 频率 公式 后 面 还 将 作 讨论 ) 。 此 外 ， 实 测 水 文 数据 误差 一 般 不 大 ， 
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图 7-6 
因此 ， 计 算 的 曲线 与 实测 点 吻合 不 好 可 以 认为 主要 是 由 于 参数 估计 的 偏差 或 样本 抽样 





随机 性 引起 的 ， 由 于 抽样 随机 性 是 固有 的 。 所 以 ， 可 以 将 参数 适当 调整 ， 再 重复 
(5), (6) 两 步 计 算 ， 直 到 吻合 满意 为 止 。 由 于 = 估计 误差 小 ， 一 般 不 作 调整 ， 只 调 
整 Cv,Cs 值 。 本 例 第 一 次 配 线 效果 不 好 ， 通 过 增加 Cr,Cs 值 得 到 实 线 ( 图 7-6) ， 由 于 
频率 曲线 与 点 据 拟 合 好 ， 因 此 适 线 完毕 。 

以 上 讨论 的 是 简单 随机 样本 时 的 适 线 法 ,如果 水 文 样本 是 如 式 (7 -39) 所 示 ， 则 
此 时 要 解决 的 是 非 简单 随机 样本 时 的 适 线 法 。 非 简单 随机 样本 的 适 线 法 与 简单 随机 样 
本 的 适 线 法 步骤 一 样 ， 前 者 需要 解决 主要 问题 是 非 简 单 随机 样本 时 的 绘 点 公式 。 根 据 
研究 ， 目 前 非 简单 随机 样本 ( 即 不 连 序 样本 ) 主要 有 两 种 不 同期 望 值 绘 点 公式 : 

(1) 统 一 处 理 法 。 由 于 特大 值 与 普通 值 不 是 等 可 能 的 ， 因 此 各 点 的 经 验 频率 不 能 
统一 用 简单 样本 的 经 验 频 率 公式 计算 。 钱 铁 导 出 ， 对 式 (7 -39) 中 前 a 个 特大 值 ， 其 
频率 Py 可 用 期 望 值 公式 估计 ， 即 


Pu = Е(Р;) = 5. М ne WR (7-49) 
而 对 于 式 (7 -39) 中 后 面 n -i 个 实测 期 普通 值 ， 其 频率 P。 可 以 用 以 下 期 望 值 公式 估 
Р, 即 
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Ee вела 0) 


在 水 利水 电工 程 设计 洪水 计算 规范 中 该 方法 被 称 为 频率 计算 的 统一 处 理 法 。 

(2) 分 别处 理 法 。 在 规范 中 还 推荐 采用 另 一 种 方法 称 为 分 别处 理 法 ， 其 计算 公式 
如 下 : 

对 式 (7 一 39) 中 前 a 个 特大 值 ， 其 频率 Py 仍 用 式 (7 -49) 期 望 值 公式 估计 ， 而 对 
于 式 (7 -39) 中 后 面 n -i 个 实测 期 普通 值 ， 其 频率 Р, 采用 以 下 公式 估计 ， 即 
Р = E(P:) =", т = 1,2,---,8 -1 (7-51) 
该 公式 说 明 ， 在 计算 n -i 个 实测 期 普通 值 频率 时 ， 实 测 期 n 年 中 的 1 个 特大 洪水 仍 占 
有 /个 位 置 ， 即 实测 期 一 般 洪 水 最 大 值 在 п 年 中 排序 为 1+1， 而 不 是 1。 换 句 话说 ， 
考虑 前 后 两 个 样本 是 独立 的 。 

上 述 适 线 法 俗称 目 估 适 线 法 ， 目 估 适 线 优点 直观 方便 ， 可 以 考虑 专家 经 验 。 但 其 
经 验 点 据 与 理论 曲线 拟 合 的 好 坏 全 任 人 们 的 目测 来 判断 ， 因 此 ， 估 计 结果 往往 因 人 而 
异 。 随 着 计算 机 技术 的 普及 ， 可 以 根据 某 种 优选 准则 ， 由 计算 机 进行 自动 优选 参数 ， 
这 为 适 线 法 开辟 了 一 条 新 的 途径 。 

计算 机 优化 适 线 法 ， 目 前 已 经 写 和 水 利水 电工 程 设计 洪水 计算 规范 ， 也 作为 水 文 
频率 计算 主要 方法 。 根 据 理论 研究 ， 曲 线 拟 合 好 坏 标 准 有 以 下 两 种 : 

4, = $, Гаа, = ў сан)" 

式 中 : Дл, 为 各 经 验 点 据 与 理论 频率 曲线 纵向 离 差 ; A, 为 各 经 验 点 据 与 理论 频率 曲线 
纵向 离 差 绝对 值 之 和 ; Д, 为 各 经 验 点 据 与 理论 频率 曲线 纵向 离 差 平方 之 和 。 

当 用 A, 指标 配合 期 望 值 绘 点 公式 来 适 线 时 ， 称 该 适 线 法 为 绝对 值 准则 适 线 法 ; 
当 用 以 上 д, 指标 配合 期 望 值 绘 点 公式 来 适 线 时 ， 称 该 适 线 法 为 平方 和 准则 适 线 法 。 

怎么 利用 以 上 拟 合 指标 优化 求 参 数 E(X) „Су „С? 可 以 这 样 理解 ， 假 定 一 组 参数 
E(X) .Cv.Cs， 得 到 一 条 频率 曲线 ， 可 计算 出 一 个 点 和 线 的 拟 合 指标 Д, 或 4,， 不 同 


组 参数 可 以 得 到 不 同 的 拟 合 指标 值 。 如 能 找到 一 组 参数 ВОХ) .Cv、Cs 使 得 拟 合 优化 指 
标 达 最 小 ， 这 时 所 对 应 参数 即 为 优化 适 线 结果 。 显 然 E(X) .Cv、.Cs 取 值 有 无 穷 多 解 ， 
人 工 做 十 分 复杂 ， 工 作 量 极 大 ， 通 常 在 计算 机 上 利用 优化 方法 寻 优 ， 找 到 一 组 参数 


Вох) .6y Cs， 使 得 某 种 拟 合 目标 函数 值 达到 最 小 ， 这 时 的 ВХ) .Cy、Cs 称 为 某 种 准 
则 适 线 结果 。 以 上 两 种 计算 机 适 线 比 目 估 适 线 更 客观 ， 不 受 人 为 因素 影响 。 

优化 适 线 时 ， 一 般 不 对 E(X) 作 适 线 调整 。 不 过 ， 还 可 能 有 其 他 点 线 拟 合 准 则 ， 
甚至 还 可 以 考虑 不 同 的 绘 点 公式 ， 但 理论 研究 结果 表明 ， 绝 对 值 准则 加 期 望 值 
(Weibull) 经 验 频率 计算 公式 是 可 以 接受 的 较 好 组 合 。 

(三 ) 几 种 经 验 频率 公式 

关于 经 验 频率 公式 ， 长 期 以 来 ， 水文 工作 者 进行 了 大 量 的 研究 ， 推 荐 了 许多 公 
式 。 以 下 介绍 简单 随机 样本 时 的 经 验 频率 公式 。 

(1) 等 概率 公式 
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Р, = 1% (7-52) 


п 
等 概率 公式 是 根据 概率 的 古典 定义 ， 假 定 样本 中 各 项 是 等 可 能 发 生 的 。 对 于 实测 
样本 中 的 最 小 项 x* ， 由 式 (7 -52) 得 其 经 验 频率 P, = P(X> xz ) = =100% ， 这 表 


明 样本 中 的 最 小 值 几乎 就 是 总 体 中 的 最 小 值 ， 这 显然 是 不 合理 的 。 
(2) 海 森 公式 

р. = "222 (7-53) 

海 森 公式 正好 是 按 式 (7 -52) НИ к: а 两 项 频率 的 平均 值 。 因 此 又 称 平均 公 

式 。 对 于 样本 最 大 项 *? ， 其 重 现 期 7= Их =2n， 这 就 是 说 ，" 年 观测 资料 中 的 最 


大 项 的 重 现 期 为 2”， 偏 于 不 安全 。 

(3) 期 望 值 公式 

т 

ЕТ (7-54) 
期 望 值 公式 具有 较 强 的 理论 基础 ， 而 且 偏 于 安全 ， 被 广泛 采用 。 但 是 ， 该 公式 实际 上 
是 假定 现 有 样本 系列 各 项 的 经 验 频率 等 于 各 样本 同 序号 理论 频率 的 平均 值 ， 这 一 假定 
未 必 符 合 实际 。 

(4) 切 哥 达 也 夫 公 式 

-т-0.3 
"^п+0.4 
式 (7-55) 中 的 Р, 相当 于 Р(Х>Х, ) 的 中 位 数 ， 所 以 ， 又 称 中 值 公式 。 在 数理 统计 
中 ， 常 认为 现 有 样本 处 于 总 体 中 全 部 样本 的 中 间 位 置 上 ， 因 此 ， 采 用 中 值 公式 是 合理 
的 。 但 是 中 值 公式 头 尾 两 项 的 频率 间隔 与 样本 中 间 部 分 不 同 ， 这 不 符合 样本 各 项 为 等 
可 能 独立 事件 的 基本 假定 。 

除 上 述 经 验 频率 公式 以 外 ， 国 内 外 水 文 工 作 者 还 从 不 同 角度 ， 导 出 了 许多 公式 ， 
由 于 使 用 不 广泛 ， 而 且 都 有 一 定 的 局 限 性 ， 在 此 不 再 一 一 介绍 。 

二 、 权 函数 法 

了 - 亚 型 分 布 的 参数 估计 方法 ， 除 了 前 面 介绍 的 适 线 法 以 外 ， 我 国 水 文科 技 人 员 
又 提出 了 一 些 新 方法 。 

马 秀 峰 从 分 析 和 矩 法 的 求 矩 差 出 发 ， 提 出 了 一 种 新 的 估计 方法 一 一 权 函 数 法 。 这 种 
方法 增加 了 均值 附近 数据 的 权重 ， 减 小 了 远 端 数据 的 作用 ， 减 少 了 丢失 的 端 矩 面积 ， 
同时 用 低 阶 和 矩 估 计 高 阶 矩 ， 减 小 了 估计 误差 ， 从 而 提高 了 参数 Cs 的 估计 精度 。 


将 P- 焉 型 密度 函数 式 (7 -4) 取 对 数 后 求 导 ， 再 利用 关系 式 co =Е(Х) ВМ, 
可 得 


р 





(7-55) 








(ха) (х) = – 1 +В[#-Е(Х) Хх) (7-56) 
+ Д»)ЯР-ИНЕВЕЖ, ЖИ ф(х) ВЕРОНА 
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б (5-а) ф(х) (x) de == Г {1 +815 — ECX)]} p(x)/(x) dr (1-57) 


式 中 权 函数 p(z) 连 续 且 处 处 可 导 ， 并 有 “обедах = 1. 
将 式 (7- 57) 左 边 分 部 积分 ， 则 式 (7 -57) 可 化 为 
о p's) ds +В [С ЕО) еа) = [чуда de 








(7-58) 
以 常用 参数 go，Cs，E(X) 表 示 a。 和 BpB， 则 由 上 式 可 解 得 
A 
4) [C(x -ECX)]p(x)f(x) dx - о?) ф’(х) х) dx 
а Ш бі 上 } (7-59) 
[с -EC 1’) в 
经 分 析 ， 权 函数 p(x) 可 取 正 态 密度 函数 ， 即 
1 ир 
= 20? 7-60 
Ф(х) 2 ( | ) 
2 
由 于 фа) = ЕТ.) 
代入 式 (7-59) 可 得 С.= -40 08) (7-61) 
其 中 
B(x) = 人 [x -ECX) 1) ад 
| (7-62) 


Со) =- 0 - ЕО) 2С) а 
它们 实际 上 就 是 以 p(z) 加 权 的 一 二 阶 中 心 矩 。 由 正 态 密度 函数 的 特性 可 知 ， 上 述 
加 权 矩 增加 了 均值 附近 数据 的 权重 ， 减 小 了 远 端 数据 (总 体 中 较 大 和 较 小 数据 ) 的 作用 。 
因此 ， 用 样本 矩 代 蔡 总 体 矩 时 ， 就 减少 了 丢失 的 端 矩 面积 ， 从 而 降低 了 求 矩 误差 。 
用 样本 矩 代 痊 式 (7 -62) 中 的 积分 得 





во) = У (нЕ) (5) 
ЕН | (7-63) 
С) ~ У (а - 19) 
式 中 p(x) 可 用 下 述 方法 计算 ; 
令 0 (7-64) 
КЕ Е е У; 
о = хаб = и (7-65) 


式 中 : g(t) 为 标准 化 正 态 概率 密度 函数 。 
以 样本 均值 * 和 样本 均 方差 5 代替 E(X) 和 a， 对 任 一 样本 值 x, 代入 式 (7 -64) 


182 


第 四 节 参数 点 估计 的 水 文 统计 方法 





求 得 tt， 由 标准 化 正 态 概率 密度 表 查 得 p(t;), 代入 式 (7 -65) 得 到 p(x;)， 于 是 由 
式 (7-63) 可 求 得 B(x) 和 G(x)， 再 利用 式 (7 -61) 可 求 得 Cs。 

马 秀 峰 权 函 数 方法 的 实质 是 用 一 二 阶 矩 来 估计 三 阶 和 矩 ， 由 于 一 二 阶 矩 误差 较 小 所 
以 提高 三 阶 矩 的 估计 精度 ， 但 并 没 解决 一 二 阶 矩 〈 即 二 和 Су) 的 估计 精度 问题 。 

以 上 是 马 秀 峰 提出 的 仅 可 考虑 简单 样本 时 的 权 函 数 方法 。 为 了 扩大 该 法 的 应 用 范 
围 ， 我 国学 者 提出 了 可 以 考虑 历史 洪水 的 权 函 数 方法 参数 估计 公式 。 

设想 水 文 非 简单 样本 如 式 (7 – 39) БК, ДЖ Е(Х), ，Cr(c ) 仍 按 矩 法 估 
计 式 (7-40) 和 式 (7 -41) ， 而 参数 C* 则 用 以 下 公式 估计 。 

Cs =-40B/G (7-66) 


LT TY .) .М- 
В = му: = 81) +) 























т: - (ху ]Ф(х:)} (1-67) 








C= {EX - ТФ + МЕРУ (хр - ECX) J GX)} (7-68) 

近年 来 ， 我 国学 者 对 权 函 数 法 的 估算 精度 评价 和 改进 作 了 研究 ， 并 取得 了 可 喜 进 
展 ， 从 而 使 P- 亚 型 分 布 参数 估计 的 权 函 数 法 更 加 完善 。 

=. жеж 

概率 权重 矩 法 简称 РИМ 法 ， 由 格林 伍德 ( Greenwood ) 等 于 1979 年 提出 。 概 率 权 
重 矩 的 定义 是 





м, = [F(x)ar, ј =0,1,2, --- (7-69) 
式 中 : М, 为 总 体 概率 权重 矩 ，F(x) 为 概率 权重 。 
同 传统 矩 法 一 样 ， 用 样本 概率 权重 矩 作为 总 体 概率 权重 矩 的 估计 量 ， 而 样本 概率 
权重 矩 与 分 布 无 关 。 在 简单 随机 样本 情况 下 ， 样 本 概率 权重 矩 计算 公式 为 


м; Тук (7-70) 
式 中 : ;为 将 样本 按 由 小 到 大 顺序 排列 的 序号 ;x” 为 相应 于 序号 ;的 样本 值 ， 以 为 


хг 的 概率 权重 ， 一 般 取 如 下 形式 


1) (2) 0р)  ，，。， Є 
ОУ СЕРИЯ СЕТ ВАМ (2770 


于 是 式 (7-70) 变 成 


№ (2-1)(1-2)...(1-ј) . = 
Wi -2)- = -7* Е 


令 j=0、1 及 2， 可 得 





м; = 二 
м = LT ls (7-73) 
п ёп 
。_ 1х (i-1)(i-2) . 
М: пы (а 1) (922) 
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对 于 一 般 分 布 ， 都 可 以 导出 总 体 分 布 参数 与 概率 权重 矩 之 间 的 关系 ， 从 而 可 用 概 
率 权重 和 矩 法 作 参 数 估计 。 其 方法 与 传统 方法 类 似 ， 即 以 样本 概率 权重 矩 代 蔡 总 体 概率 
要 权重 矩 ， 由 分 布 参数 与 概率 权重 矩 的 关系 式 求 得 参数 的 估计 量 。 

原来 认为 ， 概 率 权重 矩 法 只 适用 于 分 布 函数 的 反 函 数 能 解析 表达 的 分 布 ， 如 耿 贝 
尔 分 布 、 威 克 比 分 布 等 。 宋 德 敦 、 丁 晶 等 已 解决 了 将 概率 权重 矩 法 应 用 于 分 布 函数 的 
反 函 数 不 能 解析 表达 的 Р 一下 型 分 布 的 问题 。 

经 过 推导 和 数值 计算 ， 得 出 分 布 参数 与 概率 权重 矩 的 关系 式 为 








Е(Х) =M, (7-74) 
М, Е 
с =н(, 12) (7-75) 
Cs =16. 41и – 13. 5и? + 10. 72и? +94. 54и* (7-76) 
其 中 
Н =3. 545 +29. 850 -29. 155? +363. 8u + 6093,* (7-77) 
_(R-1)” _ 
"=1435 куви(1 < <4/3) (7-78) 
ART Е 
и 73 Св) (7-79) 
_М, - Mo/3 
Ку, м (7-80) 


为 了 确保 参数 估计 有 足够 精度 ， 要 求 计算 样本 概率 权重 矩 时 至 少 要 有 五 位 有 效 

该 法 的 特点 是 在 求 矩 时 不 仅 利用 序列 各 项 大 小 的 信息 ， 而 且 还 利用 序 位 信息 ， 特 
别 是 只 需 序列 值 一 次 方 的 计算 而 避免 高 次 方 ， 估 计 出 的 参数 ， 其 抽样 误差 明显 比 一 般 
和 矩 法 减少 。 

为 了 扩大 该 方法 的 适用 范围 ， 可 以 考虑 历史 洪水 信息 ， 以 下 是 在 非 简单 随机 样本 
时 的 样本 概率 权重 矩 计算 公 式 。 

设 水 文 样 本 最 大 重 现 期 是 Y， 历 史 洪水 个 数 为 =， 实测 期 历史 洪水 个 数 为 2， 实 
测 期 样本 长 度 是 m， 且 由 小 至 大 排列 的 样本 为 (入 ， m=1,2,…,n -1+a) 则 计算 公式 


б „а= Ро 2] 








а. 

ГОИ ЕЕ О 

нар, мт =. + хе + 

7А (т 1) (т-2)_ (М-а-1)(%-а-2),, 

73 Я (NI(N-2) “" 

(М-п+1-а+т-1)(М-п+1-а+т- 2) в 

„а СМ) 09-2) | 0-80) 

四 、 线 性 和 矩 法 

1. Еж Хх 

1990 年 ，Hosking ЗЕ Х 7 ЕЯ А, (1. – Moment) 。 
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XN [ру F(x)dF(x) (7-82) 
ОТТИ 
252 РШ = уурт“ 
一 般 而 言 ， 这 种 定义 的 线性 矩 与 概率 权重 矩 的 关系 如 下 
Е ; 
А = у 01589) 
具体 地 讲 ， 两 种 矩 的 前 三 阶 关系 是 
А, =М 
Аз =2М, -Mo (7-84) 


А» =6М, -6М, +М, 
从 以 上 式 子 可 知 ， 线 性 矩 是 概率 权重 矩 的 线性 组 合 ， 因 此 ， 它 们 之 间 应 该 具有 非 
常 密切 的 联系 。 
为 了 便于 定义 无 因 次 的 线性 矩 ，Hosking 还 定义 了 线性 矩 系数 (L- Мотелі ratios) 
T=A/As, j=3,4 (7-85) 
т, 反映 形状 ( 偏 态 ) 特征 ， 故 也 称 工 - skewness。 此 外 ， 还 定义 了 反映 尺度 特征 的 
ЖШ Су, Врт, 
т =А,/А, (7-86) 
2. 线性 矩 与 分 布 参数 关系 
对 于 如 式 (7-4) 所 示 的 P- 亚 型 分 布 ， 由 于 密度 函数 中 参数 a,B,ao 与 线性 矩 关 
系 复杂 ， 故 Hosking 等 给 出 近似 算法 ， 其 误差 可 控制 在 10 “以 下 ， 因 此， 具有 足够 高 
的 精度 。 
(1) 已 知 a,B,ao ЖАН А, ,A, „ть 
Ат + Ghd (+) Ta) (7-87) 
а 
ааа саз) (7-88) 
te gi 
式 (7-88) 和 式 (7- 89) 中 系数 4 4 А, А, „В, „В, Е, „Е, „Е.Е, Е, .Е, 取 值 分 别 
是 : 0.32573501，0. 16869150, 0.078327243, -0. 0029120539， 0. 46697102 0.24255406, 
2. 3807576, 1. 5931792, 0. 11618371，5. 1533299, 7. 1425260，1. 9745056。 
(2) ЕТА, ‚А, ‚т, 求 忆 (下 ) ,Cv,Cs 或 a,B,aoo ВЯТА,,А,,тз, Д ЕСХ) ,Cv,Cs 计 
算 公 式 如 下 : 
当 |m | <1/3， 则 


T3 =а 


тз 


1 +0. 29062 


2=3л12, a=— 1+0.29062 —__ 
0, 188272 +0.0442 万 


(7-90) 
34 1/3 < |m | <1, 则 
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0. 360672 -0. 595672? +0. 253612° 





=1- = 7-91 
2=1- [151,975 788617 +2. 560967? -0. 7704527 ( ) 
Е(Х) =A1, Су= Атой Г(а)/Г(а +12) (7-92) 

С, =2a sign(73) (7-93) 


其 中 ，sign 为 符号 函数 。 

3. 样本 线性 矩 的 计算 

由 于 线性 矩 与 概率 权重 矩 的 关系 如 同 式 (7 - 84) ， 故 样本 线性 矩 可 以 通过 式 (7 - 
84) 由 样本 概率 权重 和 矩 转换 而 得 到 (包括 简单 随机 样本 和 非 简单 随机 样本 ) ， 根 据 研 
究 ， 上 述 转换 是 合适 的 。 

同时 据 分 析 ， 线 性 矩 法 和 概率 权重 矩 法 理论 上 具有 一 致 性 ， 但 它们 实际 估计 结果 
可 能 存在 一 些 差异 ， 是 在 计算 过 程 上 存在 数值 计算 误差 所 致 。 不 过 ， 线 性 矩 法 的 主要 
优点 是 便于 区 域 频率 计算 与 分 析 。 


第 五 节 ”估计 量 好 坏 的 评价 标准 


从 前 面 几 节 的 讨论 中 ， 可 以 看 到 ， 参 数 估计 的 方法 很 多 ， 对 于 总 体 的 某 一 参数 ， 
可 以 构造 出 许多 不 同 的 估计 量 。 例 如 ， 对 于 数学 期 望 的 估计 ， 可 以 用 样本 平均 值 X = 


ТУ 区 估计， 也 可 以 用 样本 的 加 权 平均 外 完 = У, ад Ы, Дра = 1,2,…,n) ДЫМ 


хуа = 1 的 任意 一 组 实数 。 于 是 就 产生 了 一 个 问题 : 哪 种 估计 量 比较 好 呢 ? 为 此 ， 


必须 有 一 种 衡量 估计 量 好 坏 的 标准 。 

显然 ， 一 个 好 的 估计 量 ， 应 当 有 较 小 的 误差 。 由 于 估计 量 是 随机 变量 ， 当 用 不 同 
样本 代 人 估计 量 的 公式 时 ， 所 得 到 的 估计 值 是 不 同 的 ， 因 此 各 估计 值 的 误差 也 是 不 同 
的 。 那 么 怎样 描述 估计 量 的 误差 呢 ? 

一 、 抽 样 误差 

由 于 估计 量 是 样本 的 函数 ， 对 于 样本 (和 ,X,,…,X,) 的 不 同 取 值 ， 由 该 估计 量 求 
得 的 估计 值 的 误差 是 不 同 的 ， 因 此 ， 在 描述 估计 量 的 误差 时 ， 应 当 用 平均 误差 来 表 
示 ， 即 








Wu=E[L(U-w)’] (7-94) 
并 称 Wu 为 估计 量 UV 的 抽样 误差 。 而 称 
ши = МЕ[(И-и)?] (7-95) 





为 U 的 (抽样 ) 均 方 误差 。 
由 于 


Жо =Е[(0 и")? ] =Е\[(0-ЕСО)) + (ЕСО) -wu) ]?| 
=ЕГИ-Е(и) ]? + Е[Е(и) –и°]? +2[Е(0) – и] хЕ[О-Е(0)] 
=Е[И-Е(О) ]?+[Е(и) – 0]? +0 


从 而 有 wu= Vov +[E(U) - ш]? (7-96) 
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АН: оу 为 U 的 方差 。 
жав 
b=E(U) -wu (7-97) 
则 称 6 为 估计 量 U 对 ww 的 偏 。 
二 、 估 计量 的 评选 标准 
从 抽样 误差 的 分 析 中 可 以 看 出 ， 一 个 好 的 估计 量 应 当 满足 以 下 几 点 要 求 。- 
(一 ) 无 偏 性 
设 U 是 未 知 参数 w 的 估计 量 ， 如 果 对 任意 自然 数 n 都 有 
E(U) =u" (7-98) 
ДИКО Ж и’ 的 无 偏 估计 量 。 当 只 在 趋 于 无 穷 大 时 才 有 E(U) = шо, ДШ О у ио 的 
渐 近 无 偏 估 计量 。 
通俗 地 讲 ， 无 偏 估计 量 是 没有 “系统 误差 ”的 估计 量 ， 如 果 E(U) >и, ИИ 
有 偏 大 于 w 的 倾向 ， 如 果 E(U) <w ,说 明 UV 有 偏 小 于 w 的 倾向 ,而 当 E(U) =w 
时 ,说 明 UV 与 无 系统 的 偏差 。 对 无 偏 估计 量 U 来 讲 ， 虽 然 不 同 的 样本 ， 它 的 取 值 
也 不 同 ,但 这 些 取 值 的 平均 数 等 于 参数 и. 
从 式 (7 -96) 看 ， 对 于 无 偏 估计 量 ， 其 抽样 误差 就 等 于 统计 量 方差 ,U0 的 取 值 在 
真 值 w 附近 摆动 。 
#11 设 (X,,X,,…,X,) 为 X 的 样本 ，E(X) =a，D(X) =о?, 试问 下 列 统 计量 
Е а, о? 的 无 偏 估 计量 ? 


解 (ат = х) а. МЫ. = Ух во НИНЫ. 


(2) 式 (6-21) 已 证 明 

п-1 2 

а СД 

所 以 $ ЖЖ с? 的 无 偏 估 计量 ， 为 了 得 到 o? 的 无 偏 估 计量 ， 可 将 样本 方差 公式 修 
改 为 


Е($) = 











п п 


апе п 1х _ 2 
5*? = 215 = тъ 500 х) 





= у, -ю (7-99) 





еу _ п о\_ п 2) п п-125_ 2 
则 Е(5 ) = (6) = 09) = ит Be 


即 S" 是 的 无 偏 估计 量 。 这 就 是 人 们 常 将 二 诡 (ОЕ, 


187 


第 七 章 水 文 频率 计算 





另外 ， 由 于 样本 三 阶 中 心 矩 W; 的 数学 期 望 为 





E(M,) "Зи, 
所 以 WD (7-100) 


是 js 的 近似 无 偏 估计 量 。 把 一 个 有 偏 估计 量 修改 为 无 偏 估 计量 的 方法 称 为 纠偏 。 

应 当 注意 的 是 ,车 U 的 w 是 无 偏 估计 量 ，g(w ) 是 w 的 任意 函数 ， 一 般 来 说 ， 
8g(U) 不 是 g(w ) 的 无 偏 估计 量 ， 即 一 般 E[g(U)] zg[E(U)]。 例 如 ， 虽然 5 是 
а? 的 无 偏 估计 量 ， 但 样本 均 方差 5* 不 是 总 体 均 方差 e 的 无 偏 估计 量 ， 事 实 上 由 于 

0(5*) =Е(5*?) - [Е(5*)]?>0 
所 以 Е(5*) < /Е(8') = (7-101) 
这 说 明 用 $ "估计 от 时， 平均 而 言 总 是 偏 小 的 ， 但 在 实际 中 常用 S "估计 со 
对 于 C+，Cs， 实际 计算 中 常用 纠偏 式 来 估计 
8* С А Е 
т = 1506-0 (7-102) 
EK- Tk 
С; = 1 = = (7-103) 
1 < 222 (п-3) СР 
62156-19] 


它们 分 别 是 Cr，Cs 的 近似 无 偏 估 计量 [ 式 中 天 = >). 
非 简单 随机 样本 估计 总 体 参数 Cy ХС, кы 


о, = т Пк -1)2 + гегу -1)?] (7-104) 


< = т: О = маку =10°} (07-105) 


各 式 中 Xi 的 值 按 式 (7 -39) 规 定 。 
(二 ) 有 效 性 
仅仅 要 求 估 计量 无 偏 还 不 够 ， 事实 上 ， 总 体 的 同一 个 未 知 参数 可 能 有 许多 无 偏 估 


НЧЕ, 例如, 7 ЕО) У ду, ВЕЛЕВ ЕО =", ПХ 的 无 人 


с; = 




















估计 量 ， 若 一 组 常数 w(i=1,2,…-,n) 满 足 条 件 У. а, = 1 ， 则 容易 验证 , 立 - Ух, 


也 是 总 体 期 望 值 a 的 无 偏 估 计量 。 因 此 ， 就 要 在 同一 参数 的 几 个 无 偏 估计 量 之 间 比 较 

好 坏 ， 由 于 各 无 偏 估计 量 的 取 值 都 是 围绕 待 估计 参数 摆动 ， 其 好 坏 标 准 自然 应 当 是 在 

样本 容量 相同 时 ， 摆 动 愈 小 愈 好 ， 而 刻画 摆动 程度 的 指标 是 方差 方差 愈 小 ， 摆 动 傅 

小 ， 抽 样 误差 也 就 愈 小 。 因 此 方差 愈 小 的 无 偏 估计 量 愈 好 ， 这 就 是 有 效 性 的 概念 。 
设 0.0, 都 是 参数 w 的 无 偏 估 计量 ， 若 对 任 一 
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D(U,) < D(U,) 
成 立 ， 则 称 估 计量 О, 较 VU。 有效。 


作为 数学 期 望 的 估计 量 ， 可 以 证 明 , ХН ХАК. ЗЕЕ, ВР 


14 = (То) 
因此 
200 = 00У ах) = 200 (5.4) = DOD (аа = DD 
ВТБ Хаа НХ ЯГА, 


可 以 证 明 ， 在 满足 某 些 条 件 下 ， 对 一 般 的 总 体 P(xizm) ， 都 存在 一 个 正 数 D,， 
Чи? 的 任何 无 信人 计量 的 方差 (0) 都 不 会 小 于 D.， 这 个 0, 称 为 无 偏 估计 量 的 
方差 下 界 。 它 的 数值 与 总 体 概率 密度 (x;w) 及 样本 容量 有关 ， 表 这 式 为 

1 
六 (7 -106) 
па[н} 


而 不 等 式 (0) > 一 一 一 一 一 (7 -107) 
"Е зах.) } 
称 克 拉美 - 罗 不 等 式 。 
如 果 一 个 无 估计 量 的 方差 恰好 等 于 D,， 则 称 此 估计 量 为 w 的 有 效 估计 量 。 例 
如 ， 正 态 总 体 的 样本 均值 就 是 数学 期 望 的 有 效 估计 量 。 因 为 
ам 1 а Са о == 
20 с 


代 人 式 (7-106) 得 








(三 ) 一 致 性 
若 参 数 ww 的 估计 量 U， 对 任意 a >0 具有 性 质 ， 即 
limP( |U-w <=) =1 (7-108) 

则 称 0 为 w 的 一 致 性 估计 量 。 

估计 量 作为 样本 的 函数 ， 与 样本 容量 wn 有 关 ，n 越 大 ， 包 含 信息 越 多 。 一 个 好 的 
估计 量 应 随 着 的 增 大 而 更 精确 ， 当 n 无 限 增 大 时 ， 估 计量 的 取 值 与 参数 真 值 十 分 接 
近 几 乎 是 必然 的 ， 这 就 是 一 致 性 的 含义 。 

前 面 已 经 证 明 ， 样 本 均值 是 总 体 均值 的 无 偏 估计 量 。 利 用 大 数 定律 ， 还 可 证 明 ， 样 
本 均值 X 也 是 总 体 均值 的 一 致 性 估计 量 ， 所 以 ， 在 实际 工作 中 总 是 用 了 作为 总 体 均 值 


EC2D 的 估计 量 。 而 且 ,样本 的 不 阶 原 点 矩 人 = >, Х 也 是 EC ) 的 一 致 性 估计 量 。 
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第 六 节 参数 的 区 间 估 计 


一 、 置 信 区 间 的 概念 

前 面 介绍 了 参数 的 点 估计 ， 即 选择 一 个 统计 量 ， 然 后 将 实际 样本 值 代入 该 统计 量 
的 表达 式 ， 即 得 到 待 估 参 数 的 估计 值 ， 将 这 个 估计 什 作 为 未 知 参数 的 近似 值 。 但 是 ， 
一 般 无 法 知道 这 个 近似 值 的 误差 有 多 大 。 在 实际 工作 中 ， 有 时 不 一 定 要 了 解 待 估 参 数 
的 确切 数值 ， 只 希望 能 估 出 一 个 范围 ， 并 给 出 这 个 范围 包含 参数 的 可 靠 程度 。 例 如 ， 
检验 工厂 生产 的 一 大 批 灯泡 的 使 用 寿命 ， 人 们 不 一 定 要 知道 这 批 灯泡 确切 的 平均 使 用 
寿命 ， 只 希望 知道 这 批 灯泡 平均 使 用 寿命 可 能 所 处 的 范围 以 及 可 能 性 的 大 小 ， 这 就 是 
参数 的 区 间 估计 问题 。 

设 ww 是 总 体 X 的 未 知 参数 ，(X, ,入 ，…,X.) 为 样本 ， 对 于 给 定 的 a, 0 <a <1， 若 
存在 统计 量 U = U(X, 各，…,X,) 、UVs = Us(X1,X，…,X,) ， 使 得 

P(U, <и <U,) =1-а=Р, (7-109) 

则 称 区 间 ( Ui ,0,) № 8% w 的 置信 区 间 ，U, 与 Us 分 别称 为 置信 下 限 与 置信 上 限 ， 
1 ~a 称 为 置信 概率 或 置信 度 。 式 (7 - 109) 的 意义 是 ， 若 从 总 体 中 反复 抽取 许多 容量 
相同 的 样本 ， 就 可 得 到 许多 区 间 ( Ui ,U) ， 其 中 有 的 包含 *， 有 的 不 包含 ww， 但 车 试 
验 次 数 很 多 ， 则 大 约 有 100P。 个 区 间 包含 邮 ， 有 100(1 - P.) 个 区 间 不 包含 wm 

=. 总 体 均值 的 区 间 估计 

(一 ) 正 态 总 体 均值 a 的 区 间 估计 

正 态 总 体 均值 e 的 区 间 估计 方法 ， 根 据 总 体 方差 已 知 或 未 知 两 种 情况 分 别处 理 。 

1. 方差 已 知 时 正 态 总 体 均值 a 的 区 间 估 计 方 法 

ЧАИ о’ 已 知 时 ， 样 本 均值 ~ 入 (a, 气 分布， 从 而 统计 量 => 服从 
СИР 
其 满足 下 式 


人 (7-111) 
车 用 具体 样本 的 平均 值 代替 上 式 中 的 六 ， 就 得 到 a 的 一 个 具体 估计 区 间 
(E+ =): жо Жи, 但 样本 容量 很 大 ， 可 用 样本 方差 ? 代替 oz， 仍 
可 用 式 (7 – 110) +. 
2. 方差 未 知 时 正 态 总 体 均值 a 的 区 间 估 计 方 法 


统计 量 志和 服从 自由 度 ”-1 的 :分 布 ， 因 此 可 用 分布 给 出 轩 信 区 间 。 











)=1-e (7-110) 





由 此 可 解 得 
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即 对 给 定 的 置信 概率 1 -a， 以 自由 度 n-1 查 :分 布 表 得 坞 ,使 满足 











X-a 3 
а= 1- 7-12 
(|5 т <ч) 1-а ( ) 
从 而 有 
P(x- <а < +123) 1-а (7-113) 
М1 1 


$112 对 一 段 距离 测量 16 次 ， 测 得 数据 (单位 : къ) Ж: 2.14, 2.10, 2.13, 
2.15, 2.13, 2.12, 2.13, 2.10, 2.15, 2.12, 2.14, 2.10, 2.13, 2.11, 2.14, 


2. 11。 设 测量 值 了 服从 N(a,o”) 分 布 , 试 在 下 列 情况 下 求实 际 距离 a 的 95% 的 置信 


区 间 : 
(1) 已 知 o=0.01。 
(2) 未 知 。 
解 (1) 由 a=1-P.=0.05 查 正 态 分 布 表 得 us =1.9%6， 又 由 题 给 数据 算得 x =2. 125, 


于 是 所 求 置信 区 间 ( 2 125 1.96.2. 125 +1 96x 0 ， 即 (2 120,2.130)。 


(2) 因 go 未知 ， 以 自由 度 n-1=15 查 :分 布 表 得 号 =2.131， 又 由 题 给 数据 算得 
S=0.017， 代 入 式 (7-113) 求 得 置信 区 间 为 (2. 116 ,2. 134) 。 
(二 ) 一 般 总 体 均值 的 区 间 估 计 


对 于 一 般 总 体 ， 当 样本 容量 一 中 时， 
是 ， 只 要 样本 容量 n 足够 大 ， 可 近似 地 有 
EI Хна) =1-а (7-114) 
三 、 正 态 总 体 方差 的 区 间 估计 
大 家 知道 ， 若 8 为 抽 自 正 态 总 体 的 样本 方差 ， 则 统计 量 号 服从 自由 度 -1 的 
№, ых 分布 表 得 % 和 估 ， 使 得 





Х-а 二 
总 近 似 于 标准 正 态 分 布 N(0,1) ,于 





2 

PY< 90) =1-а (7-115) 
ххх 

PO >) =1-5 

и (7-116) 

Р(Х >Х,) = 全 

于 是 ,由 式 (7- 115) 可 解 得 
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а а 
?F< <) 1-а (171-117) 
x х, 


ЯНИЕ, БЕН ТАА АИА, Я, ФЕ, 
例 13 ”对 某 商品 的 价格 进行 10 次 调查 ,该 商品 的 价格 与 规定 价格 之 差 如 下 ; 
2,1, -2, 3, 2, 4, 5, -2, 3, 4 
设 该 商品 的 价格 与 规定 价格 之 差 了 服从 正 态 分 布 W(a,oz) а,’ 均 未 知 ,， 求 X 的 方 
差 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 。 


解 n=10, @=0.05, = у, =2 
2.1% гоу = 
5 = 105 (= 2)? = 5.20 
查 分 布 表 得 №, (9) =2.10,Х, (9) =19.0 
+ + 
Й п5? 10 х5.20 _ 
所 以 ji 9 =2.74 
+ 
15? 10 х5.20 _ 
人 = -19.26 


x 


所 以 ，D(X) 的 置信 区 间 为 (2. 74,19. 26) 。 

四 、 事 件 概率 的 区 间 估计 

设 事件 4 发 生 的 概率 为 P， 为 n 次 重复 独立 试验 中 ，4 出 现 了 m 次 ， 由 德 葛 佛 - 
拉 普 拉 斯 定理 可 知 ， 


у =- ВЕР 
Мпр(1 -р) 


渐 近 于 正 态 N(0,1) ， 因 此 ， 当 足够 大 时 ， 近 似 地 有 
Р( 一 La < 


т- 


= ЕЕ 
ру 8) =! Е 
化 简 后 可 得 


т т(п —т) т = 
н Ера та) to 


9114 对 某 事 件 4 作 了 1000 次 试验 ， 发 现 4 发 生 了 600 次 ， 以 0. 95 的 置信 度 估 
计 4 发 生 概率 P 的 置信 区 间 。 


解 这 里 全 = 人 =0.6， usa =1.96。 


m 7 
тп т) _ =( сэ 60.4 0.015 
п Е п х 1000 


所 以 P 的 0.95 的 置信 区 间 为 
792 











习 题 





(0.6 –1.96 x0.015,0.6+1.96 x0.015) = (0. 57,0. 63) 
就 是 说 ， 有 95% 的 把 握 相信 А 发 生 的 概率 在 57% ~ 63% 之 间 。 
应 当 指出 的 是 ， 水 文 频率 计算 除了 本 章 所 述 的 采用 参数 估计 途径 ， 即 先 假定 总 体 
分 布线 型 ， 再 根据 观测 样本 估计 其 未 知 参数 从 而 推 求 出 设计 值 外 ， 还 有 非 参数 估计 途 
径 ， 即 不 需 事先 假定 总 体 分 布线 型 便 可 估算 出 设计 值 。 


> м 
7-1 设 X 服 从 [0,9] 上 均匀 分 布 , 分 布 密 度 为 


1 
fx10) |8" 0<х<0 
0, 其 他 

Ж: 
(1) 未 知 参 数 9 的 矩 估 计量 ; 

(2) МЖ 0.3, 0.8, 0.27, 0.35, 0.62, 0. 55 时 , 求 9 的 矩 估 计 值 。 
7-2 设 X 服 从 指数 分 布 ， 密 度 函数 为 

Ае", x>0 


Ne = {0 х<0 
A >0 为 未 知 参数 ， 求 A 的 极 大 似 然 估 计量 。 
7-3 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


6-1 
о 
ХХ, „Ху 为 天 的 样本 ， 求 : 
(1) 未 知 参数 9 КАНН, 


(2) 极 大 似 然 估计 量 。 
7-4 设 下 在 [1,2,…,N] 上 均匀 分 布 ， 即 
Р(Х=Ю = 1, 6=1,2,-,0 
其 中 М 为 未 知 正 整数 ， 若 互 ,X,，…,X 为 X 的 样本 ， 试 求 N 的 矩 估 计量 。 
7-5 设 总 体 世 的 概率 密度 为 


(8+1)xs，0<x<1 
дю = 


其 中 09> -1 ЖЯ, Ху, 是 来 自 下 的 样本 ， 求 ; 
(1)6 的 逢 估计 量 ; 
(2) 极 大 似 然 估计 量 。 
7-6 设 总 体 X 的 概率 密度 为 
Лае ex"-!, х>0 
A = 
0, х=<0 
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其 中 a 为 已 知 常数 ， 和 为 未 知 参数 ， 求 A 的 极 大 似 然 估计 量 。 


7-7 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


2 (а-к), 0<х<а 
а 


Кх,о) -| 
0, 其 他 


试 求 的 矩 估 计量 。 


7-8 设 总 体式 的 概率 密度 函数 为 


ДО) 5 
mo П ТРО 
0 х<С 


其 中 0 为 未 知 参数 ， 且 0 <g <1,C >0 为 已 知 常数 ， 求 的 矩 估计 量 。 
7-9 设 b, ,0, 是 参数 9 的 两 个 独立 的 无 偏 估计 量 ， 且 D(6, ) =2D(6,)， 试 求 常数 


Б, Ыб, +40, 也 是 6 的 无 偏 估计 量 ， 并 且 使 它 在 所 有 这 种 形式 的 估计 量 
中 方差 最 小 。 
7-10 设 总 体 X 在 [0,9] 上 均匀 分 布 ，9 > 0 为 未 知 参数 ，X, ,X,，,…,Xy 为 的 样本 ， 
试 证 明 
в, = (n+1)min(X, ,Х,,---,Х,) 
6, =" +1 
п 


都 是 0 的 无 偏 估 计量 ， 哪 个 更 有 效 ? 





ши(Х,,Х, ,**,Х,) 


7-1 #Х-М№Ма,1) ЯБ, Х,, Х, 是 X 的 样本 ， 验 证 


元 = 





2х, +-ЖЬ, Х, = +2, =, +, 

都 是 a 的 无 偏 估计 量 ， 哪 个 方差 最 小 ? 

7-12 设 总 体 X~N(a,o ) 分 布 ， 其 中 心 未 知 ，o ВЯ, ЖХ,,Х,,-.-,Хь  Х В 
本 ， 问 w 为 多 大 时 才能 使 a 的 置信 度 的 100(1 -а)% 的 置信 区 间 长 度 不 大 
тм 


7-13 为 确定 某 种 溶液 中 甲醛 浓度 ， 取 样 得 4 个 独立 测定 量 的 平均 值 *=8.34% ， 样 


本 均 方差 S”= 0. 03% ， 并 设 被 测 总 体 近似 服从 正 态 分 布 ， 求 总 体 均值 c( 甲醛 
平均 浓度 ) 的 95% 的 置信 区 间 。 





7-14 求 上 题 中 总 体 方差 о? 的 100(1 -a)% 的 置信 区 间 (a =0. 05), 
7-15 随机 地 从 一 批 钉子 中 抽取 16 支 ， 测 得 其 长 度 (em) Ж, 2.14, 2.10, 2.13, 


2.15, 2.13, 2.12, 2.13, 2.10, 2.15, 2.12, 2.14, 2.10, 2.13, 2.1, 
2.14, 2.11, ИНК Х-Ма,07) Я, АЖ а 的 90% 的 置信 区 间 : (1) 若 已 知 
в =0.01(cm); (2) 若 oa ЖЯ, 


7-16 已 知 随机 变量 服从 P 一 五 型 分 布 ,，E(X) =100, о? =400，Cs =0.60。 求 


P=1% ННЯ х. 


7-17 已 知 随机 变量 服从 P 一 看 型 分 布 , 且 Е(Х) =100, Су =0.4, С; =2С,, ЖЖ 
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几率 格 纸 上 画 出 频率 曲线 。 
7-18 某 河流 断面 年 最 大 洪峰 流量 记录 如 表 7 -6 所 示 : 
若 年 最 大 洪峰 流量 服从 Р -下 型 分 布 ， 试 用 适 线 法 推 求 满足 1000 年 一 遇 的 设计 






































值 0,。 
表 7-6 
一 一 
же А 年 份 и же и в а 
1956 1676 1965 490 1974 493 1983 980 
1957 601 1966 990 1975 372 1984 1029 
1958 562 1967 597 | 1976 214 1985 1463 
1959 697 1968 214 1977 1117 | 1986 540 
1960 407 1969 196 1978 618 1987 1077 
1961 2259 1970 929 1979 820 1988 571 
1962 402 1971 1828 1980 715 1989 1995 
1963 т 1972 343 1981 1350 1990 1840 
1964 614 1973 413 1982 761 
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жле 假设 检 验 


第 一 节 基 本 概 念 


假设 检验 是 统计 推断 方法 之 一 ， 它 的 基本 思想 是 根据 实际 需要 ， 对 所 研究 的 随机 
现象 的 某 种 统计 性 质 作出 某 种 假设 ， 然 后 通过 实验 或 观测 获得 该 现象 的 样本 ， 利 用 这 
个 样本 对 所 作 的 假设 作出 统计 推断 。 假 设 检验 有 参数 检验 和 非 参数 检验 两 类 。 

在 实际 工作 中 ， 常 会 遇 到 这 样 一 类 问题 ， 例 如 ， 已 知 样本 (zx ,x,,…,%,) 来 自 正 
态 总 体 ， 如 何 判断 该 样本 是 否 来 自 均值 E(X) 为 某 个 已 知 常量 o 的 正 态 总 体 ? 或 者 说 
怎样 根据 样本 ， 推 断 总 体 均值 E(X) 与 已 知 常量 oo 是 否 存 在 显著 差异 ? 因为 样本 出 自 
总 体 ， 自 然 想 到 利用 样本 均值 来 对 总 体 均值 E(X) 作 出 推断 ， 但 由 于 抽样 的 随机 
性 ， 即 使 恰好 等 于 a。， 也 不 能 肯定 E(X) =ao; 反之 ,如果 * 与 ao 相差 甚 远 ， 也 不 
能 否定 E(X) =а, 的 可 能 性 。 再 例如 ， 设 (zi ,za ，… ,x ) 和 (7 ,ys，… ,yw ) 是 分 别 来 自 
两 个 相互 独立 的 正 态 总 体 的 样本 ， 怎 样 利用 样本 判断 这 两 个 正 态 总 体 的 均值 相等 与 
否 ? 或 者 说 两 总 体 的 均值 是 否 有 显著 差异 ? 人 们 也 会 想到 利用 样本 均值 进行 分 析 ，, 但 
是 ， 与 上 述 同样 的 理由 ， 由 于 抽样 的 随机 性 ， 即 使 x 与》 相等 ， 也 不 能 肯定 两 个 总 体 
的 均值 相等 。 如 果 * 与 7 不 相等 ， 也 不 能 排除 两 总 体 均值 相等 的 可 能 。 那 么 ， 该 如 何 
分 析 ， 才 能 作出 合理 的 推断 呢 ? 这 属于 假设 检验 中 参数 的 假设 检验 所 研究 的 内 容 。 

假设 检验 还 包含 另外 一 类 内 容 ， 非 参数 的 假设 检验 。 例 如 ， 已 知 某 个 样本 ， 能 否 
说 明 该 样本 来 自 某 个 已 知 分 布 的 总 体 ; 或 者 根据 样本 ， 要 检验 随机 变量 的 独立 性 ; 有 
时 还 要 判断 两 个 样本 是 否 属于 同一 总 体 等 ， 讨 论 的 对 象 不 是 参数 ， 而 是 分 布 等 。 

假设 检验 的 内 容 很 多 ， 讨 论 的 对 象 不 同 ， 依 据 的 条 件 不 同 ， 就 有 不 同 的 研究 方 
法 , 但 是 ， 研 究 的 基本 思想 都 是 类 似 的 。 下 面 简要 介绍 一 下 假设 检验 的 基本 思想 。 

一 、 基 本 思想 

(一 ) 小 概率 原理 (实际 推断 原理 ) 

实际 推断 原理 ， 在 假设 检验 理论 中 十 分 重要 ， 本 节 作 具体 的 说 明 。 如 果 一 个 事件 
А 发 生 的 概率 P(4) 很 小 ， 很 接近 于 0， 则 称 该 事件 4 为 小 概率 事件 ， 那 么 P(4) 要 小 
到 什么 程度 才能 当 作 小 概率 事件 呢 ? 这 没有 一 个 严格 统一 的 标准 ， 通 常 与 所 研究 的 问 
题 性 质 及 其 重要 性 有 关 。 在 假设 检验 中 ， 一 般 采用 P(4) =0.05, 0.01 等 数值 ， 可 根 
据 实际 需要 决定 。 

例如 ， 一 个 人 出 门 遇 到 车 祸 的 概率 很 小 ， 是 一 个 小 概率 事件 ; 又 例如 ， 若 某 种 彩 
票 中 头 奖 的 概率 为 /5000000 ， 则 买 一 张 彩票 就 中 头 奖 的 事件 是 一 个 小 概率 事件 。 

然 ， 小 概率 事件 并 非 绝 对 不 可 能 事件 ， 但 实践 经 验证 明 ， 小 概率 事件 在 一 次 观 

测 或 试验 中 ， 几 乎 是 不 可 能 发 生 的 ， 实 际 上 可 以 看 作为 不 可 能 事件 ( 称 为 实际 不 可 能 
事件 ) ， 这 就 是 所 谓 的 小 概率 原理 ， 也 称 为 实际 推断 原理 。 


796 





第 一 节 基 本 ж А 





小 概率 原理 是 假设 检验 的 灵魂， 任何 假设 检验 都 是 以 这 一 基本 原理 为 基础 的 。 

(二 ) 假 设 检 验 的 基本 方法 

假设 检验 的 基本 方法 是 所 谓 概 率 反 证 法 。 大 家 知道 ， 在 数学 及 逻辑 推理 中 经 常 使 
用 反 证 法 。 先 假定 某 一 命题 成 立 ， 然 后 经 过 一 系列 严格 的 逻辑 推理 ， 推 出 一 个 与 假设 
相反 的 结果 ， 这 就 反 过 来 证 明 原 命题 不 可 能 成 立 ， 从 而 否定 原 命题 。 

在 假设 检验 中 也 广泛 使 用 反 证 法 ， 它 是 一 种 具有 概率 性 质 的 反 证 法 。 其 基本 方法 
是 ， 对 所 研究 的 问题 先 提出 某 种 假设 (狂想 、 看 法 ) ， 并 假定 该 假设 成 立 ， 然 后 经 过 
严格 推理 ， 推 出 一 个 小 概率 事件 ， 把 它 看 成 实际 不 可 能 事件 ， 然 后 通过 一 次 试验 ， 看 
该 小 概率 事件 是 否 发 生 ， 如 果 发 生 ， 则 反 过 来 说 明 原 假设 实际 不 可 能 成 立 ， 从 而 否定 
原 假设 。 

下 面 通过 前 面 提 到 的 一 个 例子 ， 说 明 如 何 根据 小 概率 原理 和 概率 反 证 法 进行 参数 
的 假设 检验 。 设 (xi ,x,,…,x,) 是 来 自 正 态 总 体 的 样本 ， 现 要 判断 该 样本 是 否 来 自 均 
值 E(X) 为 某 个 已 知 常量 m 的 正 态 总 体 。 先 假定 该 总 体 均值 B(X) 等 于 已 知 常量 oo， 
记 为 所 :E(X) = au， 在 此 前 提 下 ， 构 造 一 个 事件 4， 在 Н, 为 正确 的 条 件 下 ， 或 者 说 
н, 为 真 、 也 就 是 E(X) 确 实 等 于 а, 条 件 下 ，4 是 小 概率 事件 。 现 在 做 一 次 试验 ， 如 
果 在 这 一 次 试验 中 ， 事 件 4 没有 发 生 ， 则 就 接受 假设 加 ， 因 为 在 Н, 成 立时 4 是 小 概 
率 事件 ， 按 实际 推断 原理 ， 在 一 次 试验 中 ， 它 是 不 会 发 生 的 ， 这 个 试验 结果 与 小 概 
率 原理 符合 ， 所 以 没有 理由 否定 Н, 的 正确 性 。 反 之 ， 若 在 这 一 次 试验 中 事件 АЕ 
然 发 生 了 ， 则 就 有 理由 拒绝 假设 加 ， 因 为 在 Н, 成 立时 ，4 是 一 个 小 概率 事件 ， 它 
在 一 次 试验 中 一 般 不 应 发 生 ， 而 现在 恰恰 发 生 了 ， 这 就 与 小 概率 原理 相 矛 盾 。 为 什 
么 会 矛盾 呢 ? 追究 原因 ， 只 能 是 假设 Н, ЖА, НН, 不 成 立 ， 因 此 ， 在 这 个 条 
件 下 4 就 不 是 小 概率 事件 了 ， 因 此 ， 就 应 拒绝 假设 Н,, ЩАЗ Н, 不 成 立 。 

从 上 述 过 程 可 以 看 出 ， 概 率 性 质 的 反 证 法 并 非 严格 意义 上 的 反 证 法 ， 它 的 结论 并 
非 绝对 可 靠 ， 因 为 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 也 还 是 有 可 能 发 生 的 ， 而 一 旦 发 生 ， 我 们 
就 否定 原 假设 的 正确 性 ， 这 就 产生 一 个 错误 结论 。 所 以 假设 检验 是 有 可 能 出 错 的 ， 关 
于 这 个 问题 下 面 还 要 详细 讨论 。 

=. 假设 检验 的 一 般 步骤 

下 面 通过 例子 来 说 明 假设 检验 的 一 般 步 又 。 

例 1 ， 某 车 间 用 一 台 自动 包装 机 包装 奶粉 ， 额 定 标准 为 每 袋 净重 0. 5kg， 设 包装 
机 称 得 的 奶粉 重量 服从 正 态 分 布 ， 且 根据 长 期 的 经 验 知 其 标准 差 r = 0. 015kg, 某 天 开 
工 后 ,为 检验 包装 机 的 工作 是 否 正常 ， 随 机 抽取 它 所 包装 的 奶粉 9 袋 ， 称 得 净重 为 ; 
0. 497, 0.506, 0. 518, 0.524, 0.488, 0.511, 0.510, 0.515, 0. 512。 问 这 天 包装 
机 的 工作 是 否 正常 ? 

解 ” 设 这 天 包装 机 所 包装 的 奶粉 重量 为 X， 根 据 题 意 , 已 知 闵 ~ N(a,0.0152) ， 
现在 的 问题 是 ，a 是 否 等 于 0.5kg( 或 者 说 a 与 0.5kg 是 否 存在 显著 差异 )? Ш а 等 
于 0. 5kg， 则 包装 机 工作 正常 ， 否 则 ， 包 装机 工作 不 正常 。 

首先 假设 a。=0.5， 记 作 

р Но:а =0.5 
ЯЫ ЧЗ, ЯВ, Х - (0.50.0157), ВЯ 
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0. 5kg。 但 是 ， 如 果 假 设 a。=0.5 成 立 ， 则 样本 均值 忒 与 0. 5kg 不 应 该 有 显著 差异 ， 
即 | 无 -0.5 | 不 应 该 很 大 ， мт |203, ожа 该 很 大 。 因 此 ， 考 虑 统计 量 
_ Х-0.5 


^ 0. 015/65 


根据 假设 ， 可 知 ， 如 果 Н, 成 立 ， 则 统计 量 
_ Х-0.5 
0.015//9 


виб, нах, 则 101 = | 


| 大 于 临界 值 是 小 要 来 事件。 








~N(0,1) 





| 不 应 太 大 ， 因 此 ， 可 以 选取 一 临界 值 ， 





使 之 在 加 成 立 条 件 下 ，| i 
та, в 





и 
в 


Х-0.5 
如 0.015//9' >) 
其 中 0<a<1， 当 wa 很 小 时 ， 比 如 取 a =0. 05, №] 





| 0.5 >и, 

Я ( 0.015//9 ) 

是 一 个 小 概率 事件 ， 由 附 表 三 查 得 и, =1.96。 Си. 称 为 临界 值 ) 。 
对 于 所 给 的 样本 值 ， 计 算得 到 x =0.509， 因 为 








_ | =-0.5 Й 0. 509 -0.5 =. ; 
Шеке ОВ | 0.01576 |25 < 站 
这 表明 小 概率 事件 人 [2 7 ТУ Е хи, аята оле НВ, 


只 能 认为 原 假设 成 立 ， 接 受 H。， 即 认为 这 天 包装 机 工作 正常 。 这 种 检验 又 称 显著 性 
检验 。 
例 2 在 例 ! 中 的 包装 机 在 另 一 天 仍 按 例 1 中 的 规格 包装 奶粉 ， 从 中 任 取 9 49, 
如 果 算 得 xz=0.511kg， 问 这 天 包装 机 的 工作 是 否 正 常 ， 仍 取 a =0. 05. 
解 ” 仍 假设 
Н,:а=0.5 
因为 一 切 条 件 都 与 例 1 相同 ， 所 以 采用 同样 的 方法 来 检验 。 这 时 
lul=|z-05 | - |з -0.5 
0.015//9 


ВА т 
这 就 是 说 小 概率 事件 ( РЕ 8 只 居然 发 生 了 ， 这 与 小 概率 事件 原理 相 巴 


盾 ， 因 而 ， 认 为 原来 的 假设 =0.5 不 成 立 ， 拒 绝 好， 也 就 是 说 这 天 包装 机 工作 不 
正常 。 
下 面 给 出 假设 检验 中 的 基本 术语 。 
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称 例 1 中 的 “A: a =0.5" 为 原 假设 
或 零 假设 ， 而 把 相反 的 结论 称 作对 立 假 
设 或 备 择 假设 ， 例 1 中 的 备 择 假 设 为 
“Н,: а*0.5”, ЖЕ Н, 52 
HH, 。 称 给 定 的 小 概率 a 为 显著 性 水 平 。 
拒绝 原 假设 有 的 区 域 称 为 拒绝 域 或 否 


定 域 ， 如 例 1 нв |205. 
接受 原 假设 及 коням, м 
例 1 中 的 | 入 | <4s， 如 图 8-1 所 示 。 


根据 样本 ， 如 果 求 得 的 统计 量 的 观察 值 落 人 否定 域 ， 则 认为 原 假设 不 成 立 ， 称 
作 在 显著 性 水 平 a 下 拒绝 加， 否则 认为 原 假设 成 立 ， 称 作 在 显著 性 水 平 a 下 接 
ЗЕН, 

由 此 可 见 ， 否 定 域 的 大 小 与 a。 有关， 对 同一 组 样本 ， 在 不 同 的 显著 性 水 平 a 下 ， 
可 能 得 出 完全 相反 的 结论 。 

假设 检验 的 内 容 和 形式 尽管 很 多 ， 但 检验 步 又 一 般 如 下 : 

(1) 提 出 原 假设 Н, 和 备 择 假设 及。 如 例 1 中 的 印 : а=0.5, Н,: az0.5。 

__X-0.5 

(2) 选 择 统计 量 。 如 例 1 Ф И = O15 所 

(3) 根 据 显著 性 水 平 ,确定 临 界 值 。 如 例 1 中 的 a=0.05， 查 表 得 w=1.96。 

(4) 根 据 样本 ， 计 算 统计 量 的 观测 值 。 如 例 1 中 的 w=1. 8。 

(5) 比较 统计 量 的 观测 值 与 临界 值 ， 对 原 假设 作出 判断 。 如 例 1 中 的 |u| = 
1.8 <u，=1.96， 故 接受 好， 反之, 拒绝 如。 


=. 检验 结论 可 能 存在 的 两 类 错误 

从 前 面 介绍 的 假设 检验 的 过 程 可 以 看 出 ， 在 原 假设 7, 为 真 的 情况 下 ， 如 果 一 次 
试验 中 ， 小 概率 事件 4 发 生 了 ， 就 拒绝 Н,, ЗЬ, ЧЕН, 成 立 的 条 件 下 ， 虽 然 事件 
А 发 生 的 概率 很 小 (等 于 显著 性 水 平 a) ， 但 是 ， 它 还 是 有 可 能 发 生 的 ， 一 旦 发 生 ， 就 
拒绝 矶 ， 即 把 一 个 正确 的 假设 给 否定 了 ， 这 种 错误 称 作 第 一 类 错误 ， 又 称 为 “以 真人 
假 "错误 ， 或 称 " 弃 真 "错误 。 很 明显 ， 犯 第 一 类 错误 的 概率 恰 为 a。 

在 进行 假设 检验 的 时 候 ， 当 接受 原 假设 Н, 时 ， 并 不 能 保证 一 定 是 正确 的 。 在 
例 1 中 ， 当 ax0. 5kg(ao) ,实际 上 a=a 时 ， 统 计量 О 的 观测 值 也 有 可 能 落 在 接受 
域 [ -地 ,us] 内 ,只 要 |u| <us， 就 接受 Н: a=0.5kg， 而 实际 上 ， 这 是 一 个 错误 
的 推断 ， 因 为 。=a,。 这 样 的 错误 称 为 第 二 类 错误 ， 又 称 为 “以 假 作 真 "错误 ， 或 称 
“ 取 伪 " 错 误 ， 犯 第 二 类 错误 的 概率 为 图 8 -2 中 的 B。 

当然 ， 人 们 总 希望 尽 可 能 地 减 小 犯 两 类 错误 的 概率 。 但 是 ， 在 样本 容量 一 定 的 情 
ИТ, а ФИЛ, ЯМЫ КВ; 反之 ， 若 减 小 6， 则 必 增 大 s， 不 可 能 两 者 同时 都 减 
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图 8-2 


Л. а 和 都 变 小 ,必须 增 加 样本 容量 ， 因 为 越 大 ， 呈 越 小 ， 分 布 越 集中 。 


对 同一 个 原 假设 ,根据 同一 组 样本 ，a 不 同 ， 可 能 有 不 同 的 判别 结果 。 因 此 ，a 
的 选择 也 很 重要 ， 一 般 须 根据 实际 情况 来 确定 。 例 如 ， 在 检验 药品 中 ， 某 种 成 分 是 否 
等 于 规定 指标 ， 因 为 关系 到 人 民 的 生命 安全 ， 情 愿 犯 " 以 真 作假 " 的 错误 ， 而 不 愿 犯 
“以 假 作 真 "的 错误 ， 即 宁可 将 合格 药品 判 为 不 合格 药品 ， 而 不 愿 将 不 合格 药品 判 为 
合格 药品 ， 此 时 ， 应 把 a 取 大 一 些 。 而 在 另外 一 些 场合 ， 例 如 ， 检 查 盒 装 螺丝 钉 的 
重量 ， 就 不 必 那 么 严格 ，a 值 可 以 取 小 一 些 。 


第 二 节 ” 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 


一 、 一 个 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 
设 X~N(a,o )，(xi,xy,…,x,) 为 的 样本 ,XX 和 s"? 分 别 为 样本 均值 和 方差 ， 


现 要 检验 总 体 均值 a 是 否 等 于 已 知 常量 oo。 
lo 已 知 
Ho:a=ao, Н, :а7 ао 
选择 统计 量 
无 -oo Я 
Е) еН 


м Н, 成 立时 ，U ~N(0,1) 。 对 给 定 的 a， 由 PC | 1>и,) а АЯНА и,. НЯ 
Я 9-а 
样本 ， 计 算 0 的 观测 值 名。 

а >и, ВНЕ 名; 否则 接受 有 ， 上 述 假设 检验 方法 又 称 u 检验 。 例 子 见 
例 1 和 例 2。 Е 

着 X 不 服从 正 态 分 布 ， 当 很 大 时 ， 因为 0- 名 的 极限 分 布 为 N0,1) ， 所 以 

Р 
仍 可 用 上 述 检验 方法 。 
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2.0? 未 知 
Ho:a=a0, Н,:азау 
选择 统计 量 ， 
Х-а 
= 8-2 
т S Am М 


Н, 成 立时 , Т-Кт-1). 
对 给 定 的 a， 由 P( |Т| >1,) =а, 确定 临界 值 :s。 根 据 样本 ,计算 7 的 观测 值 


和 ao . а, 
ЕЖ >1., ДНЕВ 加， 否则 接受 Н, РАТОВА ВА г 分布， 所 以 上 述 假 
设 检验 方法 又 称 上 检验。 
例 3 由 生产 经 验 知 ， 某 种 钢筋 的 强度 服从 正 态 分 布 X(a,o*)， (Ва, о? 均 未 知 ， 
今 随机 抽取 6 根 钢 筋 进行 强度 试验 ， 测 得 强度 分 别 是 (单位 : kg/mme ) : 48.5, 49.0, 
53.5，49.5，56. 0，52. 5， 问 能 否认 为 该 种 钢筋 的 平均 强度 为 52. 0(aw =0. 05)? 
аи а =52.0, Н, ;аз52.0 


= 52.0 


在 名 成立 条 件 下 ， 7= 气 Е ~it(n-1)。 


Ња =0. 05, ж.а 
1, =2.57 
$ 


#=1 (48.5 +49.0+53.5+49.5+56.0+52.5) =51.5 
272 = 6111648.5- 51.5)? + (49.0 51.5)? +... + (56.0 -51.5)? 


+ (52.5 -51.5)? = =8.9 


所 以 з" = V8.9 =2.99 


| 2.99//6 

因为 0.41 <2. 537， 所 以 接受 #6， 即 可 以 认为 钢筋 平均 强度 为 52. 0。 

3. 正 态 总 体 均值 的 单 、 双 侧 假设 检验 

在 例 1 中 给 出 的 原 假设 是 Ноза =ao， 备 择 假设 是 有 H,:a 头 ao 的 形式 ， 这 类 假设 检 
验 的 否定 域 分 布 在 接受 域 的 两 侧 。 在 例 1 中 ， 否 定 域 为 (~%，, -1.96)， (1.96, 
+=), ЕЗ 中 ， 否 定 域 为 (-% , -2.57), ，(2.57, +w ) ， 称 这 类 假设 检验 为 双 侧 
假设 检验 。 有 时 还 会 提出 下 述 形式 的 原 假设 

Но:а<ао, 3 Н:а2ау 


对 应 的 备 择 假 设 为 
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Н,:а>а,, Н, :а <а 

称 这 类 假设 检验 为 单 侧 假设 检验 。 

例 4 某 种 柴油 发 动机 ， 每 升 柴油 的 运转 时 间 服 从 正 态 分 布 ， 且 已 知 r = 
1. 20min， 现 测试 10 台 柴 油 机 ， 每 升 柴油 的 平均 运转 时 间 为 30.7min， 按 设计 要 求 ， 
每 升 柴 油 的 运转 时 间 平 均 应 在 30min 以 上 ， 问 在 显著 水 平 <=0. 05 下 ， 这 种 柴油 机 是 
否 符合 设计 要 求 ? 

Ж 取 可 :a<30( 即 假设 这 种 柴油 机 不 符合 设计 要 求 )，H :a >30。 

由 题 意 知 ， 每 升 柴 油 运 转 时 间 XX~ 9 а?), Во =1.20min， 于 是 

Х- 
т: 

但 是 ，a 是 未 知 的 ， 即 使 с ИВЕТ (与 例 1 比较 ， 注 意 单 侧 假设 检 


验 与 双 侧 假设 检验 的 区 别 ) ， 222 


现在 假设 Н, 成 立 ， 即 a<30， 于 是 
Х-а_Х-30 
сл СД 


从 而 随机 事件 (22. > ха >.) 
ти ежи) (> ) 


而 P(e>u.) = 




















故 有 <а (8-3) 





34 а 很 小 时 ， 
可 以 取 和 否定 域 


Х-30 30 、 
Pe 
如 图 8 一 3 所 示 。 
0 и т 由 a=0.05， 查 正 态 分 布 表 得 w。 =1. 64. 
вза | пам Е = =30.7, o=1.2, п=10, Ж 
5-30 -30.7-30 -1 84 >1.64 
图 8-3 aa 1.2//10 
观察 值 落 在 否定 域 ， 从 而 拒绝 名:a<30， 





> им, 





认为 a。 >30， 即 这 种 柴油 机 符合 设计 要 求 。 
从 上 面 的 推导 过 程 可 以 看 到 ， 在 这 里 犯 第 一 类 错误 的 概率 不 会 大 于 a =0. 05。 
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如 果 о? 未知， 则 如 前 述 ， 可 用 5" 代替 ao， 此 时 采用 :检验 法 ， 自 由 度 为 n -1。 

二 、 两 个 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 

#Х-Ма, ,01), Ү- Жа, ,03), ХУ УЖНААЕ. (х.х, УЖ „У, 
分 别 是 来 自 夭 和 了 的 样本 ， 若 oi ,ai 已 知 ， 现 要 检验 两 正 态 总 体 均值 是 否 相等 。 


Ноа, =а,, Н, :а, за 





щн, 成 立时 ,统计 量 


—Х-Р мол) (8—4) 


由 给 定 的 a， 查 表 求 出 满足 P( [И | >и.) =a 的 ws。 

由 样本 计算 U 的 观测 值 ,车 |u| >ws， 则 拒绝 Но; 反之 接受 Н, 

例 5 设 我 国 南方 甲 、 乙 两 市 的 年 降水 量 X、Y 分 别 服从 正 态 分 布 , 和 ~ N(a， 
01), У-№а,,0з), НЕЯ о, =250, о, =260， 根 据 甲 城市 的 15 年 降水 资料 计 
算得 平均 年 降水 量 *=1050mm ,又 根据 乙 城市 13 年 降水 资料 计算 得 平均 年 降水 量 了 
=1000mm， 试 在 a=0.05 下 检验 两 市 年 降水 量 的 均值 有 无 显著 差异 ? 

解 
= Но:а, =а», Н, :а, а 
选择 统计 量 и - 21 





‚ Но, =250, о, =260; п, =15, п, =13。 
ol 0; 
01,203 
т п 


Ња =0.05, ЖИ и, =1.96. 
根据 已 知 条 件 z=1050、7 = 1000， 计 算得 


w= E71050-1000 -0 sy 
al 02 
аот 
т т 
М» [и | =0. 52 <1.96， 所 以 接受 所 :a, = a,， 即 两 市 年 降水 量 的 均值 无 显著 


рот ,260° 
15 13 
差异 。 


如 果 两 正 态 总 体 方差 未 知 ， 但 已 知 两 正 态 总 体 方差 相等 ， 则 在 Н, 成 立时 ， 统 
计量 





те 20а жп, -2) (8-5) 
5, Е 
“Nm п. 
_ [51 +152 
其 中 S.= (8-6) 
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这 样 ， 可 以 采用 :检验 法 。 

三 、 多 个 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 (方差 分 析 ) 

在 分 析 两 个 正 态 总 体 的 平均 数 时 可 以 用 “检验 法 或 :检验 法 ， 但 若 用 它 检 验 多 个 
正 态 总 体 的 平均 数 是 否 相等 时 ， 不 仅 计算 很 麻烦 ， 而 且 还 会 增 大 犯 第 一 类 错误 的 概 
率 ， 例 如 ， 设 村 检验 5 个 正 态 总 体 平均 数 是 否 相等 ， 若 用 前 述 方法 ， 则 要 做 C3 = 10 
次 检验 ， 若 每 次 检验 接受 原 假设 有 (均值 相等 ) 的 概率 均 为 1 -a =0.95， 则 在 各 次 检 
验 相 互 独立 条 件 下 ，10 次 检验 都 接受 Н.С 即 5 个 总 体 均值 都 相等 ) 的 概率 为 (0.95) 9 
=0.60， 这 就 是 说 ， 在 5 个 总 体 均值 都 相等 的 条 件 下 ， 采 用 10 次 上 检验， 结果 否定 
所 ( 即 至 少 有 两 个 总 体 均值 不 相等 )， 而 犯 第 一 类 铺 误 的 概率 将 达到 0, 40， 显 然 这 个 
办 法 不 好 。 本 节 介绍 的 方差 分 析 法 可 各 免 这 种 情况 。 

方差 分 析 的 内 容 很 广泛 ， 这 里 只 介绍 最 简单 的 情况 ， 即 单 因素 方差 分 析 ， 或 称 一 
种 方式 分 组 的 方差 分 析 。 

设 有 5 个 相互 独立 方差 相等 的 正 态 总 体 Na ,oz) (i=1,2,…,5)， 对 每 个 总 体 做 
п, 次 试验 或 观测 ， 得 到 $ 个 样本 ， 以 xuj(=1,2，…,SJ=1,2,，…,mu) ， 表 示 对 第 ;个 
总 体 所 作 的 第 7 次 试验 的 结果 ， 将 这 些 数据 排列 成 如 表 8 -1 所 示 。 


表 8-1 





















































一 一 一 一 一 一 
样 本 序 号 
样本 值 行 和 组 平均 
1 2 =. ji . т 
ЕЕ х. | их [№ 
村 丁 = 
2 Ха х2 Kay а 2 А, Хх, 
总 体 Н : 
序号 i Xi ха ~ х 88 Хм х. х, 
5 Xo Х,а == Х, 54 Xng х: 





记 m=m +л, +: +п,, 8-11 


Х. = Db i (8-7) 
Я 
т 1х А 
Х,. = в 0 i=1,2,.,5 (8-8) 
再 记 х-15 ух, (8-9) 
п ў 
т-у Ух, = Ух, (8-10) 


根据 上 述 数据 检验 这 5 个 正 态 总 体 均值 是 否 相等 的 原 假设 是 Ноа, =а, = … =а, 
=а, ША, ШН, 成 立 ， 那么 这 5 个 总 体 间 无 显著 差异 ， 由 5 个 样本 组 成 的 n 个 观 
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测 值 可 以 看 成 是 来 自 同一 总 体 N(a,o”) 的 容量 为 n 的 一 个 大 样本 , ,而 各 个 XX, 间 的 差 - 
异 只 是 由 随机 因素 引起 的 ,车 Н, 不 成 立 ， 那 么 在 所 有 X;, 的 差异 中 ， 除 了 随机 因素 
的 影响 外 ， 还 包括 了 由 于 各 个 总 体 的 均值 不 完全 相等 而 产生 的 差异 ， 只 要 在 样本 的 总 
变 差 中 ， 把 这 两 种 差异 分 开 ， 然 后 再 进行 比较 ， 就 可 以 得 到 关于 上 述 假设 的 一 个 检验 
方法 。 

记 样 本 的 总 变 差 为 5+， 则 


sr = ED => Уа, - Я. +. - 





=; > и - + ха. х +255 (д, -Х а. -Ю 


т 


因为 ха. -яра, - = ET -DE -Х.) =0 


ям 5-5 50, -DD = Уа - +t, -Х.* 


=S4 +8, (8-1) 

式 中 5, = Уп, - 5) (8-12) 
ё 

Se У у(х -Х. (8-13) 


яй 

这 里 ，S, О ВЕЖБИ Х,. 与 总 的 样本 平均 值 蕊 之 间 离 差 平方 的 加 权 
和 ， 它 反映 了 从 各 不 同 均值 总 体 中 取出 的 各 样本 之 间 的 差异 ， 它 是 由 于 各 总 体 均 值 不 
同 而 引起 的 ， 称 为 样本 组 间 离 差 平方 和 。Ss 为 从 每 个 总 体 中 所 取样 本 内 部 的 离 差 平 
方 和 ， 它 排除 了 由 于 各 总 体 均值 不 同 而 对 观测 结果 的 影响 ， 只 反映 由 于 抽样 的 随机 波 
动 引起 的 差异 ， 称 为 组 内 平方 和 或 剩余 平方 和 。 

可 以 证 明 , 在 Н 成 立 条 件 下 ，Sr/g? ~ 好 (nm -1) Б, 5/0? ~ (5-1) 分 布 ， 
Ss/g? -Х(п-5) А, Н. 5, 与 Se 相互 独立 。 


还 可 以 证 明 ,在 多 成 立 条 件 下 ， ,二 








а 


АНЫ 1, пен, 不 成 立 ， 则 -24 应 比 -3 大， 因此 取 统计 量 


_S/(s-1) 
^ 5=/(п-$) 
显然 在 Н, 成 立 条 件 下 ，F ~ F(s -1 -s) 分 布 ， 于 是 对 给 定 的 显著 性 水 平 ， 查 
Е($-1,п-5) 8, ПАМА Е,, 205008 14) АФ Р>Е,, ДНЕ Н, ВИНЕ 
ЗЕН, 
上 述 分 析 和 检验 过 程 可 列 成 表 8 -2， 称 为 方差 分 析 表 。 





(8-14) 
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表 8-2 
方差 来 源 离 差 平方 和 自由 度 均 方 ЕН Е, 
5 
5, (5 2 5. к= 3-1 |, (:-1,а-) 
组 间 5, Уп. -2 s-1 Ба = [кб 
ns 
组 内 з, = ў > 元) п-з Еа 
в = 加 
a = 
总 和 Sr = рый һ-1 2: | 




















在 水 文 研究 中 ， 方 差分 析 主要 用 于 分 析 水 文 现象 的 周期 性 。 具 体 用 法 在 有 关 专 业 
课程 中 介绍 。 
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一 、 一 个 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 

设 X~N(a,g?)，(zi ,zxy，,…,%,) 为 了 的 样本 ,车 和 ss" 分 别 是 样本 的 均值 和 方差 ， 
现 要 检验 总 体 方差 o? 是 否 等 于 已 知 常量 cl。 

1. 均值 a 已 知 


Ну:а? =0?, Н, :а? 05 
因为 当 a 已 知 时 ， тх (Xi - а)? 是 总 体 方差 а? 的 无 偏 估计 ， 如 果 Н, 成 立 ， 则 比值 
15 (Х; - а)? 
е 若 此 比值 很 大 或 很 小 , 说明 一 гў (Х, -а) Но 
差 很 大 ， 这 时 ， 原 假设 Н, 是 不 能 接受 的 。 现 将 上 述 公 н, 选择 如 下 统计 量 
Ха -а)? 


К (8-15) 
oo 


ЕН ин, 上 述 统计 量 服从 自由 度 为 n 的 X 分 布 。 由 给 定 的 a， 查 xX ДЕ, 得 
满足 下 列 关系 式 的 三 (n) А. +(п) Вр 
PIX < -+(п) 1 =P[X > (п) ] = 和 
(8-16) 
_ Шив -4 所 示 。 


Ў (а - а)" 


车 由 样本 算出 的 Xx 观测 值 所 я 
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小 Xx?_a(n) 或 大 于 妖 (n) ， 则 拒绝 加， 否则 ， 就 接受 Н. 
2. 均值 a 未 知 
Ho:o =03, Hi:o +05 
此 时 ， 用 样本 均值 去 代 痊 式 (8 -15) 中 未 知 的 总 体 均值 a。 在 Н, 成 立 的 条 件 
下 ， 统 计量 
,HD 


x (8-17) 


aa 
服从 自由 度 为 (n -1) 的 X 分 布 。 
由 给 定 的 a， 查 X 分 布 表 ， 求 得 满足 下 列 关系 式 的 准 (n 1) АЙ, (п -1)。 


РГА? <Xi-¥(n-1)] ЕР >А%(1-1)1= (8-18) 
, Fa-D  ， А 
着 由 样本 算出 的 1 的 观测 值 1 — Ай 60-1) ВЕ (а 1), Д 
拒绝 Но; 否则 ， 就 接受 Н, 
由 式 (8 -15) 和 式 (8 - 17) 作为 检验 统计 量 的 方法 利用 了 2 分布， 所 以 称 为 XY 


例 6 某 车 间 生 产 的 钢丝 折断 力 在 正常 情况 下 服从 N(a,o?)， 按 规定 生产 精度 
а? =64， 某 天 抽取 10 根 钢丝 作 折断 试验 ， 结 果 为 (单位 : kg)578，572，570，568， 
572，570，572，596，584，570。 试 问 该 天 生产 的 精度 有 无 显著 变化 ?( 取 a =0. 05) 
解 


Ну: а? =64, Н,: а? 64 
ЖЕ Но 成 立 的 条 件 下 
у - х)? К 
а ~X (9) 


由 a=0.05， 查 X 分 布 表 得 如 -8(9) =2.7, (9) =19.0。 
ю 

根据 样本 算得 *=575.2，》 (л,-)? =681.6， 所 以 
& 


因为 2. 7 <10.65 <19.0， 故 接受 原 假设 Н, ， 即 认为 该 天 生产 的 精度 符合 要 求 。 

二 、 两 个 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 

有 时 候 ， 人 们 需要 对 两 个 正 态 总 体 的 方差 是 否 相等 (又 称 方差 的 齐 性 ) 作 检验 ， 
下 面 就 来 建立 这 种 检验 法 。 
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设 X-~N(al,oi)，Y~N(Ca,o3) ,天 与 了 相互 独立 ，(m ,xy，…,x,,) 为 X 的 样本 ， 
(уз, 5 避 ) 为 了 的 样本 ， 现 检验 xi 和 сз 是 否 相等 。 即 


| 2..2 
Но: ор=02, Н: о 02 








选择 统计 量 
вя 
ға (8-19) 
其 中 5? = 115,04 -ў) (8-20) 
а 1х У) 
едет) (8-21) 


在 成 立 的 条 件 下 ,FF 服从 自由 度 为 (n, -1,n, -1) 的 下 分 布 。 шж 
А 
487%, Н, 都 不 太 可 能 成 立 。 因 此 ， 由 给 定 的 w， 由 下 分 布 表 和 式 (3 -78) 求 得 满足 
下 列 关系 式 的 Fs 和 Fs。 
Р(Е<Е, 4) =>. (8-22) 


Р(Е>Е,) = 全 (8-23) 


若 由 样本 算出 的 眉 值 小 于 Е, „КТ Fe， 则 拒绝 H。， 否 则 接受 Но 
例 7 对 4,B 两 批 同类 无 线 电 元 件 的 电阻 进行 测试 (单位 : 0)， 各 抽 6 件 ， 根 据 


测试 结果 求 得 57?* =7.5х10-°, 55° =7. 1 x10““， 能 否认 为 这 两 批 元 件 电阻 的 方差 相 
等 。(a=0.02) 





解 
Н,:01 =03, Н,:01 о? 
选择 统计 量 
Ги 
5р 


在 成立 条 件 下 , F ~F(5, 5). 
На=0.02, Ж ЕА Е. =11。 所 以 


根据 已 知 条 件 ， 求 得 FF 的 计算 值 为 
7.5 х105% 
7.1х10-° 


因为 0. 09 <1. 06 <11， 所 以 可 以 认为 这 两 批 元 件 电 阻 的 方差 无 显著 差异 。 
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第 四 节 零 相 关 检 验 


设 X 与 了 为 服从 正 态 分 布 的 两 个 随机 变量 ,p 为 它们 的 相关 系数 。(X,X。，,…， 
х,) ЯК, ,Y,，…,Y,) 分 别 为 X 与 Y 的 样本 ，R 为 样本 相关 系数 ， 与 其 他 样本 数字 特 
征 一 样 ， 也 是 随机 变量 。 

一 般 来 讲 ， 如 果 匀 与 了 的 线性 相关 程度 越 高 ， 则 R 的 绝对 值 越 大 ; г, 则 
的 绝对 值 越 小 。 但 是 ， 有 时 即使 下 与 了 不 相关 ， 甚 至 相互 独立 ， 由 于 抽样 的 随机 性 
仍 有 可 能 有 较 大 的 样本 相关 系数 。 因 此 ， 常 常 有 必要 对 相关 系数 是 否 为 零 进 行 检验 ， 


这 种 检验 称 为 零 相关 检 验 。 
提出 原 假设 
Нур =0, Hi:p#0 
4 т=К 2-2 (8-24) 





#7 Но 成 立 ， 则 7 了 服从 自由 度 为 (n -2) 的 :分 布 。 

由 给 定 的 a， 查 ;分布 表 得 她 ， 根 据 样本 求 得 "， 代 入 式 (8 一 24)， Янь, = 
Га, ЖЕ Но, 5, ТЕЗЕ Но 

在 实际 工作 中 ， 常 采用 另 一 种 等 价 的 检验 方法 。 


|| = 








ryn-2 
vl-r 
得 


?(п-2) >01 -7) 


令 = (8-25) 


则 否定 域 为 |r | > re。 已 制 成 零 相 关 检验 临界 值 = 表 ， 见 附 表 十 ， 检 验 时 ， 根 据 自由 
度 n -2， 由 给 定 的 a 查 表 得 临界 值 "。， 如 果 算得 的 相关 系数 |r | >r。， 则 拒绝 原 假设 
Н,:р=0; 否则 ， 接 受 原 假设 。 

例 8 ”根据 12 年 资料 ， 算 得 某 流域 年 径流 量 与 年 降水 量 的 相关 系数 "=0.88， 试 
检验 该 流域 的 年 径流 量 和 年 降水 量 是 否 显著 相关 (a =0. 05) 。 

解 


Но:р =0, Hi:p#0 


На=0.05, ЖАНЕ п -2 =10， 查 附 表 十 得 r =0. 576 
因为 |r| =0. 88 >0.576， 所 以 拒绝 原 假设 p =0， 即 该 流域 的 年 径流 量 与 年 降水 
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量 是 显著 相关 的 。 
第 五 节 非 参 数 假设 检验 


前 面 所 讨论 的 检验 对 象 都 是 总 体 的 未 知 参数 ， 所 以 称 为 参数 假设 检验 。 而 在 某 些 
场合 需要 检验 某 个 样本 是 否 来 自 某 已 知 分 布 的 总 体 ， 或 者 根据 样本 ， 要 检验 随机 变量 
的 独立 性 ， 有 时 还 要 判断 两 组 样本 是 否 属于 同一 总 体 ， 等 等 。 这 些 都 属于 非 参数 假设 
检验 ， 本 节 就 来 讨论 这 些 问题 。 

一 、 分 布 的 假设 检验 

对 总 体 分 布 进行 显著 性 检验 的 方法 很 多 ， 这 里 仅 介绍 妇 检验 法 。 

设 总 体式 的 分 布 函数 (x) 未知 ，Fo(*) 为 某 个 已 知 的 分 布 函 数 。F。(x) 中 如 含有 
未 知 参数 ， 先 根据 实测 样本 将 它们 估计 出 来 。 

原 假设 Но: F(x) =Fo(x), Н,:Е(х) #Е,(х) 2 

在 实数 轴 上 取 上 -1 个 点 : мл, аа, ВЕ 个 点 将 实数 轴 分 成 个 半 开 区 
М, (-®,м), ，[x 加) ，…，[%-1,+m)， 每 个 区 间 称 为 一 个 组 。 统 计 样 本 观测 值 
落 人 各 组 的 个 数 ， 记 为 m ，m, 表示 样本 观测 值 落 在 区 间 [x ох) 中 的 个 数 。 

如 果 原 假设 成 立 ， 则 在 n 次 试验 中 ,， X 的 观测 值 落 在 第 i 组 的 理论 次 数 应 为 

PP(xi_i <X<%) = [Е,(х;) -Fo(xi1)] хп=пр, (8-26) 
式 中 : р Я ХЕ 1, х.) 内 取 值 的 概率 。 

显然 ， 在 次 试验 中 ， 第 ;组 的 实际 频数 m; 与 理论 频数 np, 是 有 差异 的 。 但 一 般 

来 说 , 车 所 为 真 ，n 较 大 时 ， 这 种 差异 (mi - mp,) 应 该 较 小 ， 从 而 
em; -пр.)* (8-21) 
гт пр: 

也 应 该 较 小 。 否 则 ， 有 理由 否定 原 假设 。 

由 于 式 (8 -27) 是 样本 的 函数 ， 对 不 同 的 样本 ， 式 (8 - 27) 有 不 同 的 值 ， 所 以 ， 

式 (8 -27) 所 表示 的 量 也 是 随机 变量 ， 用 X 表示 。 
2 Cm пр)? 
X = р г (8-28) 
皮尔 撑 证 明 ， 当 по 时 ， 上 述 统计 量 服从 自由 度 为 上 ~-r-1 的 X 分 布 。 其 中 "是 
Fo(*) 中 被 估计 的 参数 的 个 数 。 
由 给 定 的 a 及 自由 度 ， 查 X 分 布 表 ， 求 得 满足 下 列 关系 式 的 临界 值 和 
P(X >) =а (8-29) 

根据 样本 计算 式 (8 -28) 中 的 Xx ЧН, ЖХ 值 大 于 等 于 如 ， 则 拒绝 Н; 反之 ， 则 
接受 思 ， 即 可 以 认为 样本 来 自分 布 为 F(x) 的 总 体 。 Х 检验 要 求 样本 容量 ”要 足够 
大 ， 各 组 的 频数 不 应 太 小 ， 一 般 要 求 不 小 于 5， 否 则 ， 将 它 与 邻 组 合并 ， 总 组 数 按 
合并 后 的 组 数 计算 。 
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例 9 表 8 -3 为 正 态 分 布 X 检验 计算 表 (*=1.230,s =0.232)， 表 中 (1)、(2) 两 
列 是 某 随 机 变量 X 的 容量 n = 269 的 样本 的 频数 分 布 ， 试 检验 是否 服从 正 态 分 布 
N(a,o)(a=0.05)。 



















































































表 8-3 
三 Е У 
分 组 И „ВЕНЕ | 6 са) пФ) соби) | ЕР било 
组 序 т; В трлр 
0 о (3) (4) (5) (6) а) 
1 <0. 60 1 -2.72 0. 0033 0. 0033 | 0.89 
6 3.04 | 2.8821 
2 0.60 -0.70 5 -2. 28 0.0113 0. 0080 |2 15 
3 0.70 -0. 80 5 -1.85 | 0.0322 0. 0209 5.62 0. 0684 
4 0. 80 ~0. 90 12 -1.42 0. 0778 0. 0456 12.27 0. 0059 
5 0. 90 ~1. 00 16 | -0 99 0.1611 0. 0833 22.41 1. 8335 
6 1 00 ~ 1.10 32 -0. 56 0. 2877 0. 1266 34. 06 0. 1246 
二 一 十 
等 | 1.10 ~ 1.20 50 -0. 13 0. 4483 0. 1606 43. 20 1. 0701 
8 1.20 ~ 1. 30 46 0. 30 0. 6179 0. 1696 45. 62 0. 0032 
9 1. 30 ~ 2401 43 0.73 0. 7673 0. 1494 40. 19 0. 1965 
10 |1.40-1.50 24 1.16 0. 8770 0. 1097 29. 51 1. 0288 
п ов 18 1.59 0. 9441 0. 0671 18. 05 0. 0001 
12 |1.60-1.70 14 | 2.03 0. 9788 0. 0347 9.33 
13 |1.70-1.80 | 2 | 2.46 0. 9931 0. 0143 зви 0. 2554 
а | >L8 |1 | = 1.0000 0. 0069 1:86 
合计 269 1. 0000 269. 02 7. 4689 
№ ”根据 样本 ,用 极 大 似 然 法 估计 正 态 分 布 中 的 两 个 参数 ; а=1.250, 0° 
=0. 2322, 


将 表 中 的 最 前 2 组 和 最 后 3 组 分 别 合并 ,使 每 组 频数 都 不 少 于 5。 总 组 数 k =11。 

Н а =0.05, 自由 度 y=11 -2 -1=8， 查 X 分 布 表 得 X? =15.51。 

由 表 8 -3. 求 得 xX 的 值 为 7.47。 

因为 7.47 <15. 51， 所 以 接受 原 假设 ， 即 可 以 认为 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 。 

二 、 独立 性 检验 

在 水 文 分 析 中 ， 常 常 要 考虑 随机 变量 的 独立 性 ， 一 般 情况 下 ， 可 通过 分 析 物 理 成 
因 和 抽样 方式 作出 判断 。 如 果 资 料 充分 ， 也 可 运用 独立 性 检验 作出 判断 。 

设 X 与 了 为 两 个 随机 变量 ,将 它们 的 取 值 范围 分 别 划分 成 个 和 上 个 互 不 相交 的 
区 间 。 统 计 样 本 观测 值 落 在 各 区 间 的 频数 п, у, п, ,表示 样本 观测 值 中 x 落 在 i 区 间 而 y 
落 在 j 区间 中 的 个 数 ， 见 表 8 -4( 列 联 表 ) 。 
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表 8-4 
了 

Хх 1 2 ј Е У 

1 тд "2 У ту зай тА т. 

2 А] m2 =, 27 ny 

и! 

і пд т2 пу ть п 

r п, п, my пл п,. 

рУ п. п. п.) a п.л А 

ЕСИЛ ЕЕ АБА ЕЕЕ Е 





LE Уи, (8-30) 
пау (8-31) 
525 Уа (8-32) 


Н: 站 与 了 互相 独立 。 
Ўр, =P(Xei 区 间 ，Yej 区 间 )， 若 站 与 了 相互 独立 ， 则 应 有 
Pis =р;.Р.; (8-33) 
式 中 : pi. 和 pp АЖ Х 与 了 的 边际 概率 。 
因此 ，n 次 试验 中 ,Xei 区 间 ，Yej 区 间 的 理论 频数 为 mp, =npi.p is 
可 以 证 明 ， 当 nw 时 ， 统计 量 
= < (ља - npipy) (8-34) 
ит пр:.Р.; 
服从 自由 度 为 站 -1 的 把 分布 。 统 计量 xX ЖИВЕТ АНОНС ИВС 28, ЖЕН, 为 
真 ， 则 X 取 值 不 应 很 大 。 


Жр, 和 未知， 常用 它们 的 极 大 似 然 估计 习 和 代 蔡 ， 式 (8 -34) 成 为 


2 
min, 
2 Ы (=. и < 
т рУ п.п Е ( 名 рУ п.п. Е 1) (8352 
п 


此 时 统计 量 X 服从 自由 度 为 (r-1)(E-1) 的 X 分 布 。 

根据 a 和 自由 度 (r- 1) (k-1) 查 表 得 疙 ， 再 由 样本 计算 xX (Н, ВА >а, 0 
拒绝 Н,, 00, ВЗЕН, 

上 述 检验 独立 性 的 方法 不 仅 适用 于 定量 资料 ， 也 适用 于 定性 资料 。 
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例 10 为 了 研究 太阳 黑子 活动 与 某 地 区 旱 涝 年 发 生 的 关系 ,考证 了 506 年 的 历 
史 资料 ， 列 于 表 8 -5， 试 在 a=0.05 下 检验 太阳 黑子 活动 与 该 地 区 早 涝 有 无 关系 。 


表 8 -5 


4 ЖОР 
低 值 期 平均 期 高 值 期 У 
мая 


Е 28 (24.7) 21 (16.9) 45 (52.4) 94 








正常 90 (93.0) 59 (63.7) 205 (197.3) 354 





15 (15.3) 11 (10.4) 32 (32.3) 58 


# 
Е 133 91 282 | 506 


Ж П, ИВ Жми, 
计算 各 组 理论 频数 ,结果 列 于 表 8 —5 中 的 括号 内 。 


以 w=0.05， 自 由 度 w= (3 -1)(3 -1) =4 查 , XX 分 布 表 得 多 =9. 488。 

由 式 (8 -35) , 求 得 x 值 为 3.27。 

因为 3.27 <9. 488， 所 以 接受 原 假设 ， 即 可 以 认为 该 地 区 旱 涝 状 况 与 太阳 黑子 活 
动 并 无 显著 关系 。 

=. 一 致 性 检验 

用 样本 推断 总 体 的 统计 性 质 ， 当 然 要 求 样本 来 自 同一 总 体 ， 否 则 就 没有 意义 。 例 
如 ， 对 某 水 文系 列 进行 频率 分 析 时 ， 首 先 要 求实 测 资料 具有 可 靠 性 、 代 表 性 和 一 至 
性 ， 这 里 的 所 谓 一 致 性 ， 就 是 要 求实 测 资料 属于 同一 总 体 。 对 于 长 系列 的 水 文系 列 ， 
如 年 径流 量 、 年 最 大 洪峰 流量 等 ， 由 于 时 间 跨 度 大 ， 在 这 期 间 ， 可 能 因为 人 类 活动 的 
影响 ， 造 成 下 垫 面条 件 的 显著 改变 ， 从 而 引起 产 汇流 成 因 机 制 的 变化 ; 或 者 由 于 观测 
地 点 、 条 件 和 设备 等 因素 的 改变 ， 影 响 了 观测 资料 的 一 致 性 。 因 此 ， 能 否 将 所 有 的 实 
测 资料 看 作 来 自 同一 总 体 的 一 个 样本 ， 是 需要 加 以 分 析 的 。 

对 水 文 资料 的 一 致 性 分 析 ， 首 先 应 该 从 物理 成 因 、 自 然 状 况 等 方面 进行 分 析 ， 如 
果 系 列 较 长 ， 也 可 利用 统计 检验 法 ， 检 验 它们 是 否 属于 同一 总 体 。 检 验 一 致 性 的 方法 
很 多 ， 这 里 只 介绍 使 用 较 多 的 斯 米尔 诺 夫 检验 法 。 

设 有 两 个 具有 连续 分 布 函数 F(x) 和 F(x) 的 总 体 ， 从 中 分 别 抽取 两 个 独立 的 容 
量 分 别 为 mm п, 的 样本 ， 现 要 求 检验 原 假设 

Н,:Е,(х) =Е,(х) -om <х < +0 
由 两 个 子 样 的 经 验 分 布 函数 已,(*) 和 F(x) 构造 统计 量 
Dam =sup Е, (ж) -F(x)|, -wm <х < +o (8-36) 


斯 米尔 诺 夫 检 验 的 理论 基础 是 斯 米尔 诺 夫 定理 : 当 样本 容量 n, Я, 分 别 趋向 于 
© 时 ， 统 计量 р, „НЕВЕ 
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0(^) = пар. < Э 


= 区 лье (8-37) 


пп 
пе 

在 原 假设 成 立 条 件 下 ，D。.。 不 应 很 大 。 

由 给 定 的 显著 性 水 平 a， 由 斯 米尔 诺 夫 A 分 布 表 ( 附 表 十 二 ) 查 得 Ms。A。 是 满足 
ОСА.) =1 -a 的 分 位 数 。 

根据 样本 ， 算 出 经 验 分 布 函数 F,,(*) 及 F,,(*) ， 再 求 出 两 者 之 差 的 绝对 值 ， 并 
找 出 最 大 离 差 Do。 若 D。 > As/Wa， 则 拒绝 H。， 反 之 ， 则 接受 及。 

例 11 随机 变量 X~ F(x), 其 25 个 观测 值 为 0.61，0.29，0.06，0.59， 
-1.73, -0.74, 0.51, -0.56, -0.39, 1.64, 0.05, – 0.06, 0.64, -0.82, 
0.31, 1.77, 1.09, -1.28,2.36, 1.31, 1.05, -0.32, -0.40, 1.06, -2.47; 
随机 变量 Y ~ Е, (x)， 其 20 МИЙ Ж 2.20, 1.68, 1.38, 0.20, 0.36, 0.00, 
0.96, 1.56, 0.44, 1.50, – 0.30, 0.66, 2.31, 3.29, – 0.27, - 0.37, 0.38, 
0.70, 0.52，-0.71。P (xz) 与 F(x) 都 为 未 知 函 数 。 试 用 斯 米尔 诺 夫 检验 法 检验 
Но: Е, (х) =F,(x), a=0.05。 

м ” 因 两 组 数据 量 不 相等 ， 为 便于 逐 点 计算 经 验 分 布 函数 的 离 差 ， 故 用 分 组 法 计 
算 经 验 分 布 ， 计 算 过 程 列 于 表 8 -6。 


表 8-6 




































































РШЕ 1 Блан санае ЗО НРС ЕНЕ 
分 组 т Е Pal) |в | [бд -Pals) | 
频数 累计 频数 累计 
< -2.00 1 1 0 0 0. 04 0.00 0. 04 
2.00 ~ 21-50 | 1 2 0 0 0.8 0.00 0. 08 
-1.50- -1.00 1 з 0 0 | 0. 12 0.00 0. 12 
-1.00 ~ -0.50 3 6 1 1 0.24 0. 05 0. 19 
-0. 50 -0. 00 4 10 4 5 0.40 0.25 0. 15 
0. 00 -0. 50 4 14 4 9 0. 56 0. 45 | 0.11 
0. 50 -1.00 4 18 4 13 0. 72 0. 65 0.07 
1. 00 -1. 50 4 22 1 14 0. 88 0. 70 0. 18 
1. 50 ~ 2. 00 2 24 з 17 0.96 0. 85 0.1 
2. 00 ~2. 50 1 25 2: 19 1.00 0. 95 0. 05 
2.50 -3. 00 0 25 0 19 1.00 0. 95 0. 05 
3.00 ~ 3. 50 0 25 1 20 1.00 1.00 0.00 
А =. = _ mm _ 20х25 _ 
以 1- a =0.95 查 附 表 十 二 得 А, = 1.36, ни: 20525 = И.1, 8% 
8 -6 得 


习 题 





D, „, = тах | Е, (х) -Е,,(х) | =0.19 


| 
1.36 

А./ = =0. 41 
VIL1 


， 所 以 不 否定 下 与 了 具有 相同 分 布 。 





Аа 
Жр, < 


= м 


设 随 机 变量 X~ №а,5*), Х=27.3 为 X 的 容量 n=100 的 样本 均值 。 试 在 w = 
0.05 下 ,检验 H,:a =26. 
某 产品 在 正常 情况 下 ， 每 件 重量 X 服 从 正 态 分 布 N(100,1.15?)， 某 日 开工 后 ， 
随机 抽查 10 Е, 重量 如 下 (单位 :g): 99.3, 98.9, 100.5, 100.1, 99.9, 
99.7，100.0，100.2，99.5，100.9， 问 该 日 工作 是 否 正常 ， 即 该 日 产品 的 数 
学 期 望 与 100 是 否 有 显著 差异 (a =0.05, НЖН о? =1. 15°)? 
独立 测量 一 段 道路 正常 5 次 ， 各 得 长 度 为 1.27，1.34，1.26，1.31， 
1.29(km) ， 设 测量 值 X~ №(а,0”) 278, ВЕ а =0.05 下 ,检测 Н,: 该 道路 
长 1.30km。 
100 

有 容量 为 100 的 样本 ,其 =2.7, 而 DD = 225 ， 试 以 a =0. 01 检验 假 
Ў Но:Е(Х) =3。 
某 厂 对 废水 进行 处 理 ， 要 求 某 种 有 毒物 质 的 浓度 不 超过 19 ( mg/L) ， 抽 样 检查 
得 到 10 个 数据 ， 其 样本 均值 x*=17. 1( mg/L) ， 假 设 有 毒物 质 的 含量 服从 正 态 
分 布 ， 且 已 知 方差 0? =8.5(mg/L)  ， 问 在 显著 水 平 w = 0. 05 下 处 理 后 的 废水 
是 否 合格 ? 
已 知 甲 、 乙 两 煤矿 的 含 灰 率 分 别 服从 Ма, ,7. 5?) 及 (oa ,2. 6 ) ， 现 从 两 矿 各 抽 
几 个 试 件 ， 分 析 其 含 灰 率 为 : 
甲 矿 : 24.3, 20.8, 23.7, 21.3, 17.4(%); 
乙 矿 : 18.2, 16.9, 20.2, 16.7(% ) 。 
取 a =0.10， 问 甲 、 乙 两 矿 所 采 煤 的 含 灰 率 的 数学 期 望 有 无 显著 差异 ? 
对 习题 8 -4 的 样本 ， 以 a=0.01 检测 假设 有 :0? =2.5。 
设 有 两 个 来 自 不 同 正 态 总 体 的 样本 : 

А: -4.4, 4.0, 2.0, -4.8 

в: 6.0, 1.0, 3.2, -0.4 
试 在 =0.1 条 件 下 ， 检 验 两 个 样本 是 否 来 自 方差 相同 的 总 体 。 
甲 、 乙 两 台 机 床 ， 生 产 同一 型 号 的 滚 球 ， 从 甲 机 床 生 产 的 滚 球 中 抽 8 个 。 从 乙 


， 机 床 生产 的 滚 球 中 抽 9 个 ， 测 量 直径 得 数据 如 下 (单位 : mm) 。 


甲 : 15.0, 14.5, 15.2, 15.5, 14.8, 15.1, 15.2, 14.8 
乙 : 15.2, 15.0, 14.8, 15.2, 15.0, 15.0, 14.8, 15.1, 14.8 
滚 球 直径 是 服从 正 态 分 布 的 ， 问 在 a =0.05 下 ， 两 台 机 床 产品 的 直径 可 否认 为 
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第 八 章 假 设 ж 验 












具有 同一 分 布 ? 
8-10 根据 表 8 -7 数据 计算 х 与 y 的 相关 系数 >， 并 进行 零 相关 检验 (a =0. 05) 。 
#8-7 
= | 1230.4 | 1405.0 | 1600.0 | 1552.1 | 1220.0 | 1530.8 | 1800.0 | 1515.5 | 1850.0 














683.2 710.4 





564.6 


8-11 从 随机 数 表 中 取 150 个 二 位 数 ， 抽 样 结果 如 表 8 -8 所 示 。 试 检验 其 是 否 服从 均 
匀 分 布 (a =0.05)? 

















表 8-8 
组 限 я 数 组 限 频 数 
0-9 16 50 ~ 59 19 
10-19 15 60 -69 14 
20-29 19 70-79 11 
30 ~39 13 80 -89 13 
40-49 а 9-9 | в 
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第 九 章 回 归 分 析 


第 一 节 基 本 概 念 


一 、 变 量 间 的 关系 
自然 界 中 的 许多 变量 ， 它 们 之 间 的 关系 可 概括 为 三 种 类 型 。 第 一 种 类 型 是 确定 性 
关系 ， 即 一 个 变量 的 值 完全 由 另 一 个 或 另 几 个 变量 的 值 所 确定 ， 这 种 关系 可 以 用 函数 
式 来 表述 。 例 如 ， 自 由 落体 运动 中 ， 物 体 下 落 的 距离 与 下 落 时 间 ! 之 间 就 有 如 下 的 
函数 关系 
таг (9-1) 
变量 5 的 值 完全 由 + 值 所 确定 (其 中 5 是 重力 加 速度 ， 为 常量 ) АЛ, 
则 $ 只 有 唯一 的 值 与 之 对 应 。 
在 水 力学 中 ,水 下 压强 与 水 深思 之 间 存在 如 下 的 函数 关系 
p=dh(d 为 常数 ) (9-2) 
压强 P 随 着 水 深 六 的 变化 而 变化 ， 当 上 给 定 以 后 ， 值 就 由 式 (9 -2) 完 全 确定 了 。 
电流 、 电 阻 、 电 压 之 间 的 关系 ， 在 封闭 的 容器 中 ， 气 体 体积 、 气 压 、 温 度 之 间 的 
关系 等 ， 都 属于 确定 性 关系 。 
变量 之 间 关 系 的 第 二 种 类 型 是 一 个 变量 的 取 值 与 另 一 个 变量 的 值 毫 无 关系 。 
例如 ， 自 由 落体 运动 中 ,物体 下 落 的 距离 5 与 物体 质量 m 之 间 的 关系 ， 就 属于 
这 种 类 型 。S 的 大 小 由 + 来 决定 ， 而 与 m 值 完全 无 关 。 
又 例如 ， 广 州 市 的 福利 彩票 年 销售 量 与 北京 市 的 年 降水 量 之 间 的 关系 也 属 这 种 
类 型。 
变量 之 间 的 关系 还 存在 第 三 种 类 型 ， 一 个 变量 的 到 值 既 不 像 确定 性 关系 中 那样 完全 
由 另 一 个 变量 值 决定 ， 也 不 像 第 二 种 类 型 所 述 的 与 另 一 个 变量 值 完全 无 关 ， 它 与 另 一 个 
变量 有 一 定 的 关系 ， 这 种 关系 称 为 相关 关系 ， 又 称 非 确定 依赖 关系 。 具 有 相关 关系 的 两 
个 变量 中 ， 一 个 变量 的 到 值 ， 除 受到 另 一 个 变量 值 的 制约 之 外 ， 还 受到 其 他 变量 的 影 
响 ， 因 此 ， 它 不 完全 由 另 一 个 变量 确定 。 例 如 ， 人 的 体重 与 身高 之 间 的 关系 ， 一 般 说 
来 ， 身 高 者 ， 体 也 重 。 但 体重 除了 受 身 高 因素 影响 外 ， 还 与 人 的 胖 症 有 关 。 因 此 ， 体 重 
与 身高 有 关 ， 但 又 不 完全 由 身高 确定 ， 所 以 ， 体 重 与 身高 之 间 的 关系 具有 相关 关系 。 
在 水 文学 中 所 研究 的 变量 ， 很 多 属于 相关 关系 。 例 如 ， 河 流 某 断 面 处 的 流量 与 水 
位 的 关系 ， 对 某 个 确定 的 水 位 ， 流 量 是 不 确定 的 ， 而 是 在 一 个 数值 上 下 变动 ， 如 
图 9 -1 所 示 。 这 是 因为 影响 流量 大 小 的 ， 除 了 水 位 以 外 ， 还 有 水 面 比 降 、 河 道 糖 率 
等 因素 。 因 此 ， 同 一 水 位 下 各 次 测 得 的 流量 不 同 。 但 是 ， 从 图 9 - 1 上 又 可 看 出 ， 流 
量 与 水 位 还 是 有 一 定 关系 的 ， 一 般 来 说 ， 水 位 高 ， 流 量 大 ， 水 位 低 ， 流 量 小 ， 因 此 ， 
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жАж 回 归 分 析 





称 水 位 与 流量 之 间 存 在 相关 关系 。 

再 例如 ， 测 流 断 面 的 径流 量 与 断面 以 上 流域 
内 的 平均 降水 量 之 间 的 关系 ， 也 属相 关 关 系 。 由 
于 径流 量 除了 主要 受降 水 量 影响 外 ， 还 受 其 他 因 
素 的 影响 ， 如 土壤 含水 量 、 河 湖 蓄 水 量 以 及 蒸发 
量 等 。 因 此 ， 对 于 相同 的 降水 量 ， 并 不 对 应 着 一 
个 确定 的 径流 量 。 但 是 ， 总 的 来 说 ， 降 水 量 大 
径流 量 也 大 ， 降 水 量 小 ， 径 流量 也 小 。 

相关 关系 虽然 不 是 确定 性 的 ， 但 往往 也 存在 
一 定 规律 ， 若 将 任意 两 个 变量 作为 平面 直角 坐标 
系 中 的 坐标 ,并 按 其 对 应 观测 值 (x,y) (i = 1， 
2,…,n) 标 在 此 平面 上 ， 就 得 出 п 个 样本 点 的 散布 图 ， 这 样 的 图 称 为 观测 值 的 散 点 图 
或 相关 图 。 从 散 点 图 上 一 般 可 以 看 出 变量 间 关系 的 统计 规律 ， 如 图 4-4 所 示 ， 图 4 一 
4(а) 和 图 4-4(b) 中 的 散 点 大 致 围绕 一 条 直线 散布 ; 图 4-4(e) 中 的 散 点 大 致 围绕 一 
条 抛物 线 散布 ; 而 图 4 -4(d) 中 的 散 点 非常 散乱 。 很 明显 ， 除 图 4-4(d) 以 外 ， 其 他 
三 幅 图 中 所 示 的 变量 间 都 存在 相关 关系 。 对 存在 相关 关系 的 变量 ， 虽 然 不 能 用 函数 准 
确 描述 它们 之 间 的 关系 ， 但 可 根据 散 点 图 中 点 分 布 的 特点 ， 用 函数 描述 它们 之 间 的 变 
化 趋势 。 回 归 分 析 就 是 研究 变量 间 相 关 关 系 的 一 种 数学 方法 。 这 种 方法 在 工农 业 生产 
和 科学 研究 中 都 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 在 水 文学 的 研究 和 实践 中 ， 回 归 分 析 是 极其 重 
要 的 工具 。 

相关 分 析 和 回归 分 析 是 研究 变量 间 相 关系 数 的 主要 方法 ， 它 们 之 间 既 有 相似 之 
处 ， 也 有 区 别 。 相 似 之 处 是 它们 都 是 研究 变量 间 相 关 关系 的 ， 都 要 用 到 相关 系数 ， 回 
归 方 程 等 概念 。 它 们 的 差别 主要 有 以 下 三 点 。 

(1) 在 回归 分 析 中 ， 一 个 变量 称 为 因 变量 ， 其 他 一 个 变量 或 多 个 变量 称 为 自 变 
量 ， 因 变量 处 在 被 解释 的 特殊 地 位 。 在 相关 分 析 中 ， 变 量 与 变量 之 间 处 于 平等 地 位 ， 
即 研究 变量 Y 与 变量 X 的 密切 程度 与 研究 X 与 Y 的 密切 程度 是 一 回 事 。 

(2) 在 相关 分 析 中 ， 所 涉及 的 变量 全 是 随机 变量 。 而 在 回归 分 析 中 ， 因 变量 是 随 
机 变量 ， 自 变量 可 以 是 随机 变量 ,也 可 以 是 非 随机 的 确定 变量 ,通常 的 回归 模型 中 ， 
总 是 假定 自 变量 是 非 随 机 的 确定 变量 。 

(3) 相 关 分 析 所 研究 的 主要 是 变量 间 线 性 相关 的 密切 程度 ， 而 回归 分 析 所 研究 的 
则 是 一 个 随机 变量 与 一 个 或 多 个 其 他 变量 之 间 的 依赖 关系 ,不仅 可 以 揭示 自 变量 对 因 
变量 的 影响 大 小 ， 还 可 以 由 回归 方程 对 因 变量 进行 预测 和 控制 。 

二 、 线性 回归 模型 

从 上 面 的 讨论 中 看 到 ， 具 有 相关 关系 的 变量 之 间 ， 因 变量 虽然 不 能 由 自 变量 唯一 
确定 ， 但 因 变 量 的 变化 趋势 却 是 可 以 由 自 变量 确定 的 ， 如 果 能 够 找 出 因 变量 随 自 变量 
变化 的 趋势 函数 ， 无 疑 对 科学 研究 和 生产 实践 都 是 很 有 意义 的 ， 因 为 ， 人 们 可 以 根据 
这 种 趋势 函数 对 因 变量 的 未 来 发 展 作出 预报 或 控制 。 

回归 分 析 的 主要 任务 ， 就 是 根据 因 变量 和 自 变量 的 观测 数据 ， 确 定 它们 之 间 的 趋 
势 函 数 并 对 其 进行 统计 分 析 。 
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第 一 节 基 本 概 念 





在 回归 分 析 中 ， 一 般 都 把 自 变 量 作为 普通 变量 处 理 ， 而 因 变 量 是 随机 变量 。 下 面 
就 来 讨论 趋势 函数 的 一 般 形 式 及 其 性 质 。 
设 随 机 变量 了 与 m 个 自 变量 x ,x,，,…,x。 之 间 存 在 相关 关系 ， 假 定 它们 之 间 可 用 
下 述 关 系 表示 
Y=g(% taxzniBo,B Bo) += (9-3) 
式 中 : g(z xxzni Bo,B1，,…,Bm) 为 了 依 x у, ох 变化 的 趋势 函数 (也 称 为 
主 值 函数 ) ; po ,B,,…,B。 为 参数 ; 为 随机 变量 ， 它 表示 除去 x ,za，…,x。 对 了 的 
影响 外 ， 其 他 随机 因素 对 了 的 影响 ,也 刻画 了 用 趋势 函数 g(x ,*,，…,%。 ;Bo „В, 
B，，,…,B。) 表示 了 的 值 时 产生 的 误差 ， 所 以 也 称 为 随机 误差 。 
实际 上 ， 函 数 g 以 采用 随机 变量 了 关于 自 变量 (x, ,x,,… ,x ) 的 条 件 期 望 为 最 好 。 
但 在 实际 问题 中 ， 要 找到 函数 g 的 准确 形式 常常 是 很 困难 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 。 因 
此 ， 在 回归 分 析 中 ， 常 采用 均 方 线性 回归 ， 即 把 函数 g 限定 为 x, ,x,,… ,x。 均 方 误差 
最 小 的 线性 函数 ， 这 不 仅 使 理论 研究 变 得 较为 方便 ， 而 且 能 够 满足 大 多 数 实际 应 用 的 
要 求 。 此 时 式 (9 -3) 变 成 
Ү=В, +В, +Вьх, + +Вьх +E (9-4) 
上 述 模型 称 为 线性 回归 模型 。Bo ,Bi ,B,,…,B。 称 为 理论 回归 系数 ，e 除 表示 м, 
ха," я, 以 外 其 他 因素 对 了 的 影响 外 ， 还 包括 жа ,x,,… ,x 对 了 的 非 线性 影响 。 而 8, 
+В, + Вох» +… Вх, 仅 表示 x ,x,，,…,x。 对 了 的 线性 影响 程度 。 
应 当 注 意 ， 虽 然 式 (9 -3) 和 式 (9-4) 中 的 e 均 为 随机 误差 ， 但 显然 ， 两 者 为 不 
同 的 随机 变量 。 
将 (zz ，…zn) 的 一 组 观测 值 (xzai…xzni)(i=1,2,…,m) 代 入 式 (9-4) 得 
Y=Bo +В,х, +Byx2s + +Boxzni+Eii=1, 2 (9-5) 


由 于 随机 误差 s 的 干扰 ， 对 给 定 的 一 组 (zi,,x,,;,… ,x。,:) ，Y, 不 是 一 个 确定 值 ， 而 
是 一 个 随机 变量 [注意 : У, 是 对 应 于 自 变量 (x, ,za ,zw) 取 固定 值 (xxz ,xni) 的 
了 值 ]， 它 有 一 个 概率 分 布 ， 也 可 以 把 У, 的 概率 分 布 理解 为 在 自 变 量 (x, ,x, ，……,xw ) 取 值 
амаль ттт) ВУ УЖЕ о 
在 回归 分 析 中 ， 对 =, 有 以 下 假定 : 
(1) 独 立 性 。 即 对 任意 i 与 j，s; 与 є; 相互 独立 ， 从 而 Cov(ei,gi) =0, iz#j。 
(2) 零 均值 性 。 即 对 任意 as 有 Е(=,) =0。 
(3) 共 方差 性 。 即 对 任意 ;有 D(e) =o?。 
(4) 正 态 性 。 即 对 任意 i 有 е, ~ (0,0?) 
以 上 四 点 可 用 一 句 话 概括 为 “随机 误差 е, 是 相互 独立 服从 同一 正 态 分 布 N(0,0?) 
的 随机 变量 ”。 
从 式 (9 -5) #1 У, 是 е, 的 线性 函数 ， 因 此 ， 根 据 上 述 对 е, 的 假定 可 知 ，Y; 是 相 
互 独 立 的 正 态 随机 变量 ， 且 有 
Е(У;) =po +Вих, , +В, +5" +Выхи, i=1,2,.°,n (9-6) 
(У, =0(е) =0; (与 无关) (9-7) 
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它们 是 在 均 方 线性 回归 前 提 下 当 自 变量 (x, ,x,,…,*。) 取 固定 值 (x,,,x,,,…,*,,,;) 时 
随机 变量 ( 因 变 量 )Y 线 性 趋势 值 ， 以 及 了 ; 为 关于 该 趋势 值 的 方差 [注意 区 别 E(Y) 和 
Е(Ү,) Ж D(Y) 和 D(Y,) 的 不 同意 义 ]。 

由 于 i 的 任意 性 ， 通 常 略 去 式 (9 -6) 中 的 下 标 i， 并 将 E(Y;) 写 作 7.， 于 是 式 (9 
-6) 成 为 





У. =Во +Bix! + Вах, +… +В, (9-8) 
式 (9 -8) 称 为 因 变 量 Y 依 自 变量 x, ,x,,…,x。 的 理论 (线性 ) 回归 方程 。 
线性 模型 式 (9 -8) 不 仅 在 实际 中 有 广泛 应 用 ， 而 且 在 用 观测 资料 估计 回归 系数 
Bo,B1,B,，…,B。 时， 方程 中 的 未 知 量 是 参数 Bo ,Bi ,B,,…,B。， 而 自 变量 x1 ,za ，… ,x 
及 因 变 量 у 都 是 已 知 值 ， 此 时 “线性 ”的 含义 变 成 针对 未 知 参数 Bu,B, „В, ,…,B。 了 ， 
所 以 ， 若 回归 方程 的 形式 为 
У, =Во +Bip (х ix) +В (жут) + 8, (дуохо) 
(9-9) 
НН, фа, за, ) (i=1,2,…,m) 是 x) ,x,，,…,x。 的 不 含 未 知 参数 的 函数 ， 则 只 
要 令 新 变量 z= pi(z xx)(i=1,2, ,到 )， 式 (9-9) 就 变 成 式 (9 -8) 了 。 这 
样 ， 对 线性 回归 的 一 套 分 析 方法 也 适用 于 这 种 情况 。 最 后 需 指出 ， 由 于 了 与 自 变量 
аздау 之 间 不 一 定 存在 因果 关系 ， 所 以 在 回归 分 析 中 ， 有 时 又 将 了 称 为 依 变 量 。 


第 二 节 一 元 线性 回归 模型 
一 、 回 归 方程 


如 果 方 程式 (9 -4) 中 只 含 一 个 自 变量 x*， 则 称 为 一 元 线性 回归 模型 ， 此 时 式 (9 – 
5) 、 式 (9-6)、 式 (9-8) 分 别 变 成 


У; =Во + Вах, + є; (9-10) 
Е(У,) =Вь +В,х, (9-11) 
У. = Во +Bix (9-12) 


理论 回归 方程 式 (9 - 12) 的 图 像 称 为 了 依 х 的 理论 回归 直线 。 为 了 利用 回归 方程 
对 因 变 量 的 未 来 发 展 作出 预测 或 控制 ， 必 须 通过 观测 或 试验 ， 根 据 样本 对 回归 系数 作 
出 估计 。 

下 面 介绍 对 一 元 线性 回归 如 何 根据 实测 资料 估计 式 (9 - 12) 中 的 Bo .B,。 为 方便 
起 见 ， 今 后 对 随机 变量 与 随机 变量 的 取 值 在 记号 上 不 作 严 格 区 分 ， 一 般 都 用 小 写字 母 
表示 ， 其 具体 含义 可 根据 上 下 文理 解 。 

设 有 自 变量 的 一 组 观测 值 x, ,x,,… ,x,， 及 与 之 对 应 的 因 变量 了 的 一 组 观测 值 
Уп зу оттун 这 样 就 得 到 自 变量 与 因 变 量 的 n 对 观测 值 (x;,y,) (i=1,2,…,n)， 将 它们 
点 绘 在 直角 坐标 中 ， 如 果 如 图 9 一 2 那样 ， 点 据 大 致 分 布 在 一 条 不 平行 于 x 轴 的 直线 
附近 ， 就 可 猜想 ， 因 变量 与 自 变量 之 间 可 能 存在 线性 相关 关系 。 

若 以 bo, 表示 Bo,B, 的 估计 量 ， 则 观测 值 y; 可 表示 为 
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y=bo +6 +81, i=l,2yn (9-13) > 
式 中 : 5, 0 Б +6, 作为 了 的 真 值 y; 的 近似 值 
时 的 误差 ,通常 称 为 “ 残 差 " 或 剩余 ”。 
而 称 方程 

ў =, thr, i=1,2,,n (9-14) 
为 因 变量 了 依 自 变量 х 的 经 验 回归 方程 ，b。 , b， 
为 经 验 回 归 系 数 。 由 于 i 的 任意 性 ， 通常 省 略 不 
5, 因此 回归 方程 式 (9 — 14) 可 写成 图 9-2 
P=bo+bx (9-15) 

其 图 像 如 图 9 -2 所 示 ， 称 为 经 验 回归 直线 。 显 然 经 验 回归 直线 方程 式 (9 -15 ) 就 是 理 
论 回归 直线 方程 式 (9 - 12) 的 估计 线 。 那 么 ， 应 该 怎样 选择 bo,b, 才能 使 这 种 估计 达 
到 最 好 呢 ? 大 家 知道 理论 回归 直线 是 随机 变量 了 关于 自 变量 х 的 条 件 期 望 值 的 轨迹 ， 
根据 方差 的 定义 及 方差 的 最 小 性 质 可 知 ， 随 机 变量 了 对 理论 回归 直线 上 的 7. 的 离 差 
平方 和 应 该 是 最 小 的 ， 因 此 ， 当 用 式 (9 - 14) ў, 估计 了 的 实测 值 y 时 ， 自 然 也 应 要 
求 观 测 值 对 经 验 回归 直线 的 离 差 的 平方 和 达到 最 小 。 即 应 使 


0 16) 

这 一 原则 称 为 最 小 二 乘 原理 。 根 据 这 一 原理 求 得 的 b 及 Б, 称 为 局 与 8 ВА 
估计 量 。 下 面 来 推 求 bo,6, 的 计算 公式 。 

在 式 (9- 16) 中， 和 (i=1,2,…,n) 都 是 已 知 的 观测 值 ， 而 和 БЫ 是 未 知 

基 ， 根 据 高 等 数学 中 求 极 值 的 原理 可 知 ， 使 @ 达到 极 小 的 Б, 可 由 下 列 方程 组 解 出 


Э (уг = bo - Ба)? 






0 


= гта =-2 (0-6) =0 
ӘУ (иа) 
0 Ар =-2 5 0-8 һа) 20 
或 
并 (Or-o-bx) =0 
Е: (9-17) 
У (у; -bo -bx)x, = 0 
上 述 方程 组 称 为 正规 方程 组 。 
因为 


хо. -bo -bx) = Уу -nbo -bx = пу -nb - пх 
在 1 & 


Ў о-в) = Ў Ў 
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= Es — nbox —b ра 
其 中 


所 以 正规 方程 组 (9 - 17) 可 写 为 
y-bo - х = 0 
аи — nbox – В ўа = 0 
я я 


由 方程 组 (9 -18) 第 一 式 可 知 
bo =У-Ь 
将 式 (9-19) 代入 式 (9 -18) 中 第 二 式 解 得 


三 mr -nxy 
| уе — пх? 
将 式 (9 -19) 代 入 式 (9 -15) ， 可 得 回归 直线 的 另 一 形式 
7-7=b,(x—x) 


式 (9 -21) 表 明 在 相关 图 上 ， 回 归 直 线 的 斜率 为 b, ， 且 通过 散 点 重心 (*,7) 。 


由 于 


= У (% -x)(y -7) 


车 记 
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(жу, ~ ум - ®у, +7) 


У, Ta( 7) ~ aly 7) 


(9-18) 


(9-19) 


(9-20) 


(9-21) 


(9-22) 
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Sy = 7) = 0 тў (9-23) 


= = ния ^ 9-0) 
则 4 的 计算 公式 为 
ыы (9-25) 


其 中 5,, 在 计算 如 ,有 时 并 不 需要 ， 是 为 后 面 的 分 析 作 准备 的 。 
至 此 ， 只 要 有 x 与 y 的 对 应 观测 资料 (xi ,7;)(i =1,2,…,m) ， 即 可 由 式 (9-20) 或 式 
(9 -25) 求 得 b,， 再 由 式 (9 - 19) 求 得 和， 从 而 得 到 样本 回归 直线 方程 式 (9- 14) 。 
事实 上 ， 式 (9 -20) 又 可 改写 为 
EG -xz)(y, -7) 


六 

号 -ao -让 Јо 

Ге [ое Гео 
Ў -#)0,-Ӯ) о» 

= ғу Го" ЈЕ $. = - =)? 


Е " (9-26) 


= 














其 中 


У (5 -=) (у -7) 
Га = (9-27) 


ЖЕШ х 与 y 的 样本 相关 系数 。 即 


1х ке = И Я 
- о-у = Ts, (9-28) 
= Пу уа ЛЕ К 
Ее. = /Ts (9-29) 
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为 x 系列 的 均 方差 。 
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将 式 (9-26) 代 入 式 (9-19) 得 


bo = -re (9-30) 
于 是 回归 直线 还 可 写成 如 下 形式 
Я) (9-31) 
或 了 -7=r 衬 (xz- 习 (9-32) | 


式 (9-15)、 式 (9-21)、 式 (9-31) 和 式 (9-32) 都 是 y Ж х 的 回归 方程 ,仅仅 是 形 
式 不 同 而 已 。 

本 节 所 讲 的 一 元 线性 回归 与 第 四 章 第 四 节 中 所 讲 的 均 方 线性 回归 是 很 相似 的 ， 不 过 
第 四 章 第 四 节 中 所 讲 的 两 个 变量 都 是 随机 变量 ， 而 这 里 所 讲 的 是 自 变 量 为 普通 变量 。 

Ж х 与 y 都 为 随机 变量 ， 则 也 可 将 у 作为 自 变量 ,x 作为 因 变 量 ， 同 理 可 以 推 
ЊН а Ж у 的 回归 方程 

8-е АНУ -У (9-33) 

Шух х у 的 回归 方程 式 (9 – 32) 及 式 (9 -33) ， 可 见 当 r= +1 时， 两 根 回 
归 直 线 完全 重合 。 如 果 го 上 1， 则 两 线 不 重合 ， 由 于 两 线 都 通过 点 (Z,7) ， 所 以 ， 两 


直线 在 该 点 处 相交 。 但 在 回归 问题 中 ， 往 往 是 不 可 逆 的 ， 例 如 大 气 中 气温 随 高 度 的 变 
化 ， 就 不 能 把 高 度 作为 因 变 量 ， 气 温 作为 自 变量 来 建立 回归 方程 。 












































例 1 现 有 河南 省 洛阳 市 瓦 庙 站 和 兴 华 站 的 年 降水 量 同 步 观测 系列 ， 见 表 9- 1。 假 
设 兴 华 站 缺 测 1996 ~ 1999 年 四 年 的 年 降水 量 ， 要 求 建立 两 站 年 降水 量 的 回归 方程 。 

%9-1 单位 ， mm 
年 份 瓦 庙 站 年 降水 量 | 兴 华 站 年 降水 量 Т = 份 瓦 庙 站 年 降水 量 | 兴 华 站 年 降水 量 

1977 558.2 524.9 1989 871.5 796.5 

1978 730.7 624.8 1990 578.1. 503.9 

1979 885.8 843.5 1991 571.2 475.1 

1980 756.4 852.5 1992 788. 1 675.0 

1981 572.5 [№ 595.1 1993 773.7 660. 4 

1982 841.2 858.9 1994 631.3 619.7 

1983 895.6 710.9 1995 531.5 507.6 

1984 1019.9 870.9 1996 974.5 (900.9) 

1985 740.9 616.6 1997 439.2 (380.9) 

1986 569.2 442.7 1998 735.2 (714.3) 

1987 820.6 742.1 1999 630.4 (618.1) 

1988 728.7 699.2 
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ЖЕ ”选择 1977 ~ 1995 年 两 站 同步 观测 资料 „11° 
进行 分 析 计算 。 
设 瓦 庙 站 年 降水 量 系 列 为 x;:， 兴 华 站 年 降 ao 
水 量 系列 为 y,。 700 
点 绘 两 站 年 降水 量 的 散 点 图 ， 如 图 9-3 所  s% 
示 。 两 变量 的 关系 在 图 上 呈 直 线 趋势 ， 故 决定 
建立 у 对 х 的 回归 直线 方程 。 500 600 700 800 900 1000 221100 
计算 按 表 9 -2 进行 。 
表 9 -2 
жж [5 р | я ЕА а: 
1977 558.2 524.9 311587. 2 275520. 0 292999. 2 
1978 730.7 624.8 533922. 5 390375. 0 456541. 4 
1979 885.8 843. 5 784641. 6 711492. 3 747172. 3 
1980 756. 4 852.5 | 572141.0 726756.3 644831.0 
1981 572.5 595.1 327756. 3 354144. 0. | 340694. 8 
1982 841.2 858.9 707617. 4 737709.2 722506.7 
1983 895.6 770.9 802099. 4 594286. 8 690418. 0. 
1984 1019.9 870.9 1040196. 0 758466. 8 888230, 9 
1985 T 740.9 616.6 | 548932. 8 380195. 6 456838.9 
1986 569.2 442.7 323988. 6 195983. 3 251984. 8 
1987 820. 6 742.1 673384. 4 | 550712. 4 608967. 3 
1988 728.7 699.2 531003. 7 488880. 6 509507. 0 
1989 871.5 а 796.5 759512. 3 634412.3 694149. 8 
1990 578.1 503.9 334199. 6 253915.2 291304. 6 
1991 571.2 475.1 326269. 4 225720.0 271377.1 
1992 788. 1 675.0 621101.6 455625.0 531967.5 
1993 773.7 660.4 598611.7 436128. 2 510951. 5 
1994 631.3 619.7 398539.7 384028. 1 391216.6 
1995 531.5 507.6 282492.3 257657. 8 269789. 4 
总 和 13865. 1 12680. 3 10477997.4 8812008. 8 9571448. 8 
平均 729.7 667.4 551473.5 463789.9 503760.5 
由 表 9 -2 得 


5... =10477997. 4 - (13865. 1)?/19 =360050. 1 
5,, =8812008. 8 – (12680. 3)?/19 =349376. 8 
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5., =9571448. 8 – 13865. 1 х12680. 3/19 =318099. 9 
由 式 (9-25) 及 式 (9-19) 得 





bo =У-Ьх =667.4 -0.88 x729.7 =25. 3 


因此 ， 所 配 直线 回归 方程 为 
了 =25.3 +0.88x 


二 、 估 计量 5。、b, 的 性 质 
由 于 Б, ЯЬ, 都 是 样本 的 函数 ， 因 此 ， 当 用 不 同 的 样本 推 求 b。 ЯЬ, 时 ， 所 得 数 
值 一 般 是 不 相同 的 ， 因 此 ， 容 易 理解 ，b。 和 6b, 都 是 随机 变量 。 
因为 y,(i=1,2,…,n) 是 nn 个 相互 独立 的 随机 变量 ,而 且 
E(y.) = Е(а + Вх, + ғ,) = а + Вх, 


8 (ўл) 1 наз 
所 以 


т. А 
Е) = Е 


(а -#)? 


У (9 -#)Е0, =7) 


У (=. -#)* 
У -я)[ (а + Ва,) - (а +Bx)] 
Хе -ғ)» 
E(bo) =E(y -bx) = (а +8х) -Вх=а (9-35) 


即 b。 和 6b, 分 别 是 a #16 的 无 偏 估计 。 
由 于 





= 有 (9-34) 


E(?) =Е(Ь, +bx) =а+Вх = 元 (9-36) 
Юу у, 的 无 偏 估计 。 
因为 


$.-20.-7) 5 #0 7 (4-5) 
Ea | У (а -5) 


я 
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о-в» г =) 


= у т У 
ZE) 7 У -#) 
Р(у,) = (а +Вх, +=) =а? 


:] (9-37) 





所 以 
У [x - #)%0(у)] 
(Ы) = 二 一 一 一 
[ У (= -ғ)р 
Ў (==) ы 
= 201 = № (9-38) 
ГУ (и -=)1] Хғ) 
由 于 方差 反映 了 随机 变量 取 值 的 分 散 程度 ， 式 (9 -38) 表 明 ， 回 归 系 数 b, 的 波动 
大 小 不 仅 与 误差 е, 的 方差 rz 有 关 ， 而 且 还 取决 于 观测 值 中 变量 * 的 分 散 程度 ， 当 > 
的 值 比较 分 散 时 ，b, 值 的 波动 才能 比较 小 ， 所 得 的 估计 比较 精确 。 这 对 于 安排 试验 


有 一 定 的 指导 意义 。 
类 似 地 ， 因 为 





所 以 
У (а-я)? 
ии. 
ГУ -#)] 
2, оу 

=0 [1+— =—— (9-40) 
У (а -ғ)? ву (= -#)? 

式 (9 -40) 表 明 bo 的 方差 不 仅 与 ez 以 及 x 的 分 散 程度 有 关 ， 而 且 还 和 观测 值 
的 个 数 n 有关，n 越 大 ，* 值 越 分 散 ，5o 越 精 确 。 因 此 ， 为 了 求 得 满意 的 样本 回归 


方程 ， 一 方面 应 尽量 增加 观测 资料 ， 扩 大 样本 容量 ， 另 一 方面 ， 应 使 x 的 取 值 尽 可 
能 分 散 。 


D(b) = 102 + 
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已 经 知道 了 be ЖЬ, 的 数学 期 望 和 方差 ， 再 来 分 析 一 下 它们 的 分 布 。 因 为 y; 是 相 
互 独立 且 都 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 由 式 (9-37) 又 知 忆 是 y(i=1,2,…,n) 的 线 
性 组 合 ， 因 此 也 服从 正 态 分 布 。 同 样 ，b。 也 是 y,(i=1,2,…,n) 的 线性 组 合 ， 所 以 ， 
也 服从 正 态 分 布 。 即 


У 
Ба (9-41) 
пУ (x - x) 
台 
ь- м е. (9-42) 
У (х -#)° 
й 


再 计算 b 与 b, 的 协 方差 , 记 
ep 到 (xi 一 元) т (xi -x) 
用 $ <= =)? EG -=)? 
注意 到 式 (9-37) 和 式 (9 一 39) 及 六 нунан 


Соу(6,,Ь,) = Cov( рУ Суу;, 5 diy;) 





не = са 
2$ [1-4 -zh) к (5-9) | 


ея 5‘ 一 元 ) у ‘є 一 无) 
整理 后 得 到 
Cov(bo,b,) ЗЫ (9-43) 
У < -=)? 
И, о? 尚未 知 ， 下 面 证 明 其 无 偏 估计 量 为 
25- (9-44) 


式 中 : Q 为 残 差 平 方 和 ， 如 式 (9 一 16) 所 示 。 
证 明 


= 50-907 = То -9) ha) 


= У -7)? 20У (а, -#) 00-7) +Ы У, (а-я) 
=5,, – 26,5,, + 015, 

=5,, – 2015, + 015, 

=5,, - 5... 
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Е(0) = E(S,,) -5.„Е(Ы) 
Е -в7- 5.„[СЕСЬ))? + D(b)] 


= 5,80) - "Е (у?) $. .[(Е(Ь))* + 0(6)] 


У, [рб + (Е) - (05) + (070997 -5.Д(ЕЬ +661 
У, [02 + (В +В) я а и (2) -5Еору +0052] 
и " 


=поз + [ 5, (В, + Вх)? – п(В, + В, )°]- оз – 5,.СЕСЬ,))? + Б(Ь,)] 


=)*] 5,2806) +006)] 





由 式 (9 一 38) 可 知 РС) ==, й 


$, (в +в? -np +в) 
= пв + 2, n+p? D4 np?-2np, Br -npr 
= ВАЎ, а -nz’)= 855, 


于 是 
Е(0) =поз +В15..-0;-5..В1-0: = (mn-2)as 
从 而 
= 
о 的 无 偏 估计 量 得 证 。 
因为 


D(7) =0(,) +D(b,x) +2xCov( bo ‚В, ) 
根据 式 (9 -40) 、 式 (9 - зву оэ -43), 97009) [+ 可 见 


和 欲 使 7 稳定 ， 需 要 增加 样本 容量 ， 减 少 x 的 外 延 幅 度 。 

三 、 回 归 方程 的 显著 性 检验 

从 求 回归 方程 的 过 程 可 以 看 出 ， 对 任何 一 组 观测 值 (xi ,7 ),(%, ,7 )，…, (а, 
у.), ЖЕ х ту 之 间 是 否 存在 线性 相关 关系 ， 都 可 以 用 最 小 二 乘法 求 得 形 如 式 (9 一 
15) 的 线性 方程 。 但 是 ， 如 果 * 和 y 之 间 根 本 不 存在 线性 相关 关系 ， 则 这 个 方程 就 不 
能 描述 x пу 之 间 的 真实 关系 了 。 因 此 ， 需 要 对 变量 x Яп у 间 是 否 存在 线性 相关 关 
系 ,或 者 说 对 所 得 到 的 回归 方程 是 否 有 实际 意义 ， 进 行 检验 。 
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由 式 (9 -10) 可 知 ， 观 测 值 y,,y,,…,y, 之 间 的 差异 ， 是 由 两 个 原因 引起 的 : 一 
是 自 变量 * 的 变化 ; 二 是 其 他 因素 的 影响 。 为 了 说 明 这 两 种 影响 所 占 的 比重 ， 必 须 把 
它们 所 引起 的 差异 从 y 总 的 差异 中 分 离开 来 。 

7 总 的 差异 可 以 用 观测 值 y; 与 其 算术 平均 值 7 的 离 差 平方 和 5,, 表 示 ， 现 记 为 
Sg， 称 为 总 平方 和 ， 下 面 证 明 Ss 可 以 分 解 成 两 部 分 。 


5а = 5 = 
= 
由 式 (9 -14) 和 式 (9 -17)， 有 
加 7) = 5 0:-500 +0 -у) 
= $1.90 +ы $. (идя =0 
于 是 有 





B07 (9-45) 


式 (9 -45) 右 边 的 第 二 项 是 回归 值 与 平均 值 7 之 差 的 平方 和 ， 由 于 
В 


1 2 1 < а РШЕ 
т а) + Уа еж 


可 见 这 一 项 描述 了 ,为 ,，…, 对 了 的 离散 程度 ， 而 且 它 是 由 变量 * 取 不 同 值 引起 的 ， 
称 为 回归 平方 和 ， 记 为 Sg ， 即 


Sm = $ -7 (9-46) 

由 式 (9- 16) 可 知 ， 式 (9 -45) 中 的 第 一 项 就 是 Q， 它 是 由 式 (9- 10) 中 的 随机 项 
si 引起 的 ， 称 为 残 差 平方 和 或 剩余 平方 和 ， 记 为 Sy ， 即 

Sm = У. -9 (9-47) 
所 以 式 (9 -45) 常 写成 如 下 形式 
Sa = Sm +53 (9-48) 

由 此 可 见 ， 要 判定 x 和 y 之 间 是 否 存在 线性 相关 关系 ， 可 以 把 Sa 和 Sm 进行 比 
较 ， 如 果 在 5s 中 Sm 所 占 的 比重 大 ， 则 Sa 所 占 的 比重 就 小 ， 这 说 明 х 对 у 的 线性 影 
响 较 大 。 从 而 可 以 认为 x 和 y 之 间 存在 线性 相关 关系 。 

如 果 变 量 * 和 y 之 间 不 符合 线性 回归 的 数学 模型 y=B。 +Bx + e， 那 么 一 次 项 系 
ЗАВ: =0。 所 以 ,检验 两 个 变量 x 和 7y 是 否 具 有 线性 相关 关系 ,实际 上 为 检验 下 列 
假设 

Но: В, =0(Н,: Bi#0) 
可 以 证 明 在 假设 成 立时 ， 255, (п -2), 2558 ~X (1), 而且 Sg 与 Sg 相互 独 
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3. НЕ РАЮ ХИ, ЧЕН: В, =0 成 立时 
5} 

а) -РА"-2) (9-49) 

БАКОВ" ИЛ с ВИН, 


ПЖ Но 037, Врх 和 y 之 间 不 存在 线性 相关 关系 ， 此 时 ， 随 机 因素 对 у 的 影响 
较 大 ， 从 而 Sa 0, 5. 较 小 ， 也 就 是 说 5/5 ^^, МИ, 5/5 (п -2) ЖЖ 
应 很 大 。 

于 是 根据 给 定 的 显著 性 水 平 a， 查 表 求 得 满足 关系 式 P(F > F。) = а 的 临界 值 
P。， 如 果 由 样本 求 得 的 下 值 大 于 Fe， 则 否定 原 假设 Ho: В =0, НАЖ х Яу 28] 
有 线性 相关 关系 ， 或 称 回归 方程 显著 (或 称 B, 显著 不 为 零 ) ， 反 之 不 显著 ， 表 示 该 
回归 方程 没有 意义 。 这 种 用 下 检验 对 回归 方程 进行 显著 性 检验 的 方法 也 称 为 方差 
分 析 。 
在 检验 中 ， 为 方便 计 ，S 与 Sm 的 计算 常用 以 下 公式 


= хб -9)* = Zh + bixi Б — bz) 


= У (х -#) = М5,, = 65, (9-50) 


5 = Sa - бы 
=5, 
Sn авлезддехо- 25), 6 =5.,/5.. 
#2 在 例 1 中 , 设 a=0.05 
Sa =5,, =349376. 8 
Sa =6,5,, =0. 88 х318099. 9 =279927.9 
Su =Se – 5, =69448.9 


Ев 2) = б9448.9/17 68:5 


查分 布 表 得 Е, (1,17) =4. 45, 
НТ Е =68.5 > Foos(1,17) =4.45， 故 认为 回归 方程 是 显著 的 。 
人 由 式 (9-50) 知 


5.558, 5 за ， 而 wy 的 相关 系数 


好 „= 
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Е 二 
ПЕР (9-51) 


Е,(1,п -2) _ 
= 2) rh na) (9790) 
ЖИРЕ, (1,п-2) Ф011, Ф609 -52) 可 以 回答 相关 系数 有 多 大 ， 回 归 
方程 才 算 显著 。 容 易 验 证 ， 对 于 同一 a， 由 式 (9 -52) 所 得 结果 与 式 (8 -16) 利 用 + 分 


布 检验 Но: р =0 所 得 结果 是 完全 一 致 的 。 例 如 ， 对 于 =0.05, Е,(1,17) =4.45, 


由 式 (9 -52) 求 得 
4.45 
r+445 0:45 


而 由 相关 系数 检验 表 ， 也 查 得 0.45， 与 7。 相同。 所 以 关于 回归 方程 的 检验 ， 在 一 元 
线性 回归 中 ， 也 即 是 关于 相关 系数 的 检验 。 如 在 例 1 中 
СЕИ 318099. 9 


"Sd 360050. 1 3493768. 
由 于 |r|>7。， 所 以 例 1 中 所 建 回归 方程 是 显著 的 。 


实际 上 ， 由 式 (9 -32) 也 可 以 看 出 ， 式 中 的 + 于 就 是 式 (9 21) 中 的 如 ， 即 = 


如 令 








7 革 ， 而 对 总 体 也 有 类 似 的 关系 


с, 
В, =р 元 

可 见 ， 用 b 检验 假设 B =0 与 用 r 检 验 p=0 是 等 价 的 。 

四 、 预 测 及 其 误差 

回归 方程 通过 检验 ， 如 果 是 显著 的 ， 则 可 以 利用 它 进行 预测 和 捅 补 。 即 对 于 给 定 
的 хо, ӯ, = bo +В, хо 作为 真 值 yo = Bo + Вил + so 的 预测 值 或 插 补 值 。 

例 3 用 例 1 中 建立 的 回归 方程 ， 播 补 兴 华 站 1996 ~ 1999 年 四 年 缺 测 的 年 降 
水 量 。 

解 ” 按 上 述 回归 方程 式 或 直接 从 经 验 回归 直线 图 上 可 插 补 出 兴 华 站 缺 测 年 份 的 年 
降水 量 ， 结 果 如 表 9 -3 所 示 。 











表 9-3 单位 : mm 
年 в БВА =, ия, 兴 华 站 实际 年 降水 量力 
1996 974.5 882.9 900.9 
1997 439.2 411.8 380.9 
1998 735.2 672.3 714.3 
1999 630.4 580. 1 618.1 
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由 表 (9 -3) 可 以 看 出 ， 插 补 出 的 兴 华 站 年 降水 量 广 与 其 真 值 % 是 有 误差 的 ， 该 
误差 可 以 看 作 是 由 其 他 随机 因素 综合 作用 的 结果 。 
在 本 例 中 ， 为 了 说 明 由 回归 方程 求 得 的 因 变量 у 的 插 补 值 7. 与 其 真 值 ; 之 间 存 
在 误差 ,给 出 了 插 补 年 份 的 实际 年 降水 量 ,但 在 实际 问题 中 ,需要 插 补 的 量 是 不 知道 
其 真 值 的 ， 否 则 就 不 必要 插 补 了 。 
下 面 讨论 以 和 估计 真 值 yo 的 误差 。 记 Ay = 和 -yo， 考 虑 到 so 与 bo,b, 相互 独 
立 ， 及 式 (9-38) 、 式 (9-40) 及 式 (9-43) 则 
о, = D(Ayo) = Е(5ь - %)* = E(bo + bxo -Po -Pixo 一 ceo) 
=E[(b, -Bo) + (6, - В) -co 
=E(b, – Вь)? + x2E(b, – В)? + E(e?) +2x0E(bo -Bo)(b, - В,) 
=р(Ь,) + а2р(Ь,) + о? + 2xoCov(bo,b,) 
0 | 1 х? | Р 200% #02 2хохо' 


з и 三 -7 Ba) 





整理 后 可 得 


(9-53) 


5 


以 о 的 无 偏 估计 量 5: = "ЧЕМ ЕАН оз 可 得 到 用 和 估计 зо 的 均 方 误差 为 





п 
元 二 .人 1, в (9-54) 
У (н-# 
й 





~t(n - 2) (9-55) 





于 是 ， 可 以 利用 + 分 布 求 得 加 的 置信 区 间 ， 即 对 给 定 的 信 度 а, Не, 
使 其 满足 








А Зо — Уе < =1-а (9-56) 
5 1+ 二 + а-я) 

У (и -ғ) 

й 


这 里 5= /53/ (п -2) ,于 是 便 得 到 y 的 置信 度 为 1 - a 的 置信 区 间 为 
233 








ў +1.5 1+ 工 + бея) | 
(9-9) 
(9-57) 
该 区 间 以 和 为 中 点 ， 长 度 为 2485 | + 十 + 飞鱼 = ронд, ВЕ 8 
, Ea) 


性 地 变化 ， 区 间 长 度 在 хо = 处 最 短 ，x。 越 远离 区 间 长 度 就 越 长 。 因 此 置信 区 间 
的 上 限 与 下 限 的 曲线 对 称 地 落 在 回归 直线 两 
> 侧 ， 如 图 9 –4 所 示 。 置 信 区 间 越 小 ， 预 测 越 
精确 。 这 个 结果 表明 ， 在 实际 工作 中 使 用 回 
归 方 程 时 ， 不 应 外 延 太 多 。 
式 (9-57) 的 计算 比较 复杂 ， 实 际 应 用 时 
АНИ. ЧЕХ, Но 较 接近 * 
时 ， 即 





>| 
ы 





5 = 1 (ж-ж) 
п ата та 
89-4 У (а-а)? 
因此 式 (9 -57) 就 近似 于 
150-18, 5 +145] (9-58) 


又 因为 n 较 大 时 ， 自 由 度 为 n -2 的 :分 布 接近 NN(0,1) ， 所 以 全 也 可 由 正 态 分 布 表 近 
似 求 得 。 

例 4 在 例 1 中 ， 若 给 定 a =0.05 ,xo =974.5, Ж у, 的 预测 区 间 。 

解 ў, =, +В =25.3 +0. 88 х974. 5 =882.9 


14 (в -2)5 











|. 69248-9 1 (974.5 729.7)? 
2х 17 х 19 * 360050.1 


= 2.11 х63.9х1.1 = 148.3 
所 以 置信 度 为 0.95 的 yo 的 预测 区 间 为 
[$ =148.3] = [734.6,1031.2] 
五 、 假 相关 与 驾 转 相关 
在 实际 工作 中 ， 应 用 回归 分 析 方 法 时 ， 常 见 两 种 不 正确 的 用 法 : 一 是 假 相关 ; 二 
НН о 


234 


第 二 节 一 元 线性 回归 模型 





1. 假 相关 
所 谓 假 相关 ， 是 指 原来 不 相关 或 弱 相 关 的 两 个 变量 ， 通 过 函数 变换 ， 或 两 者 (或 
其 中 之 一 ) 加 入 共同 成 分 ， 而 使 相关 关系 变 得 密切 。 
例如 ， 设 原 有 两 变量 X 和 Y， 它 们 之 间 本 来 不 存在 相关 关系 或 相关 关系 较 差 ， 对 
它们 的 原 系列 进行 一 定 的 变换 ， 若 变换 后 变量 的 数量 级 减少 了 (如 变换 成 logX 和 
logY， 或 VX 和 VY 等 ) ， 就 可 能 出 现 假 相关 的 现象 。 
例 5 表 9-4 列 出 两 变量 X 和 了 的 原 系列 和 对 数 变换 系列 ， 分 别 求 相 关系 数 ， 得 
rry=0.656 
г =0. 851 
6х ову 


可 见 变换 后 ， 其 相关 系数 增 大 了 ， 这 增 大 的 部 分 属于 假 相关 部 分 。 
表 9-4 


















































序 次 х | 于 logX logY 
1 5.48 6.14 0.739 0. 788 
2 | 1.78 1.72 0.250 0. 236 
3 6.72 4.72 0.827 0. 674 
4 1.13 1.14 0.053 0.057 
5 7) 7.26 7.12 0.861 0. 852 
6 3.64 1 5.45 0. 561 0.736 
7 8.71 4.42 0. 940 0. 645 
8 8.39 6.97 0. 924 0. 843 
9 4.72 4.35 0. 674 0. 638 
10 6.22 9.77 0. 794 0. 990 
и 4.43 2.59 0. 646 0.413 
12 6.00 7.48 0.778 0.874 
均值 5.37 5.16 0. 671 0. 646 
均 方差 2.37 2.54 0.270 0.278 














在 两 个 变量 的 原 系列 (两 个 系列 或 其 中 一 个 系列 ) 上 ， 加 入 共同 因子 ， 再 进行 相 
关 ， 也 可 以 得 到 较 大 的 相关 系数 。 例 如 在 变量 忒 和 工 系列 中 ,将 工 系列 加 入 共同 因 
子 X， 变 成 XY、X/Y 或 YAX 等 ， 再 来 与 下 系列 相关 。 这 样 ， 两 个 系列 中 都 具有 相同 
的 成 分 X， 因 此 ， 相 关系 数 提高 了 。 此 外 ， 在 六 和 Y 系列 中 ， 加 入 第 三 变量 2 作为 共 
同 因 子 , 如 X/Z 与 YZ 相关 ， XZ 与 YZ 相关 等 ， 只 要 两 个 系列 中 加 入 了 共同 成 分 ， 
都 能 出 现 假 相关 。 

例如 原 系列 为 X 及 Y， 其 均值 分 别 为 x 和 y， 相 关系 数 为 r, ,， 新 系列 Z =Х+У, 
其 均值 为 =x*+y。 取 Z 与 X 相 关 ， 按 相关 系数 的 定义 ， 有 
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‚ _ Ха-а) 
2х УУС 5 (а, 5)" 

У (а +9:-9-5) (x -x) 
МУ (жу 5-59) У (а, 9)? 
_ У (+ (5-8) (01-9) 
Е + 7) +2(% 3) 0, -7)] (= 


2+r $5 
ХУ ХУ 


式 中 : sx 及 sy 分 别 为 X 及 Y 系列 的 均 方差。 
上 式 可 写成 











5 
ү 
Іт. 

‘Ysx 
r= 


2х я 
1 + 
РН 


若 设 原 系列 间 不 相关 ， 即 r =0, еж 为 





显然 ， 当 号 = 号 时 ，rzx =0.707; 当 号 = 二 号 时 ,mr=0.816。 如 果 号 大 大 地 小 于 
в, ПАРЕ, , 近 于 1。 可见 假 相关 有 时 是 惊人 的 ! 

2. жених 

在 水 文 计算 中 ， 常 需要 由 变量 X( 称 为 参 证 变量 ) ЖИ, ЕЖЕ УС 
目标 变量 ) 系列 。 如 果 变 量 Y 与 X 的 相关 关系 较 差 ， 而 另 一 变量 Z( 称 为 中 间 变 量 ) 
与 X 及 Y 的 相关 关系 都 比较 好 ， 于 是 有 人 先 用 2 依 X 的 回归 方程 ， 由 X 系列 插 补 
展 延 Z 系列 ， 再 用 Y 依 Z 的 回归 方程 由 Z 系列 插 补 展 延 了 系列 。 这 种 方法 称 为 
银 转 相关 ， 仅 有 一 个 中 间 变 量 的 称 为 一 次 轧 转 相关 ， 中 间 变 量 多 于 一 个 的 称 为 多 次 
жн, 

例如 ， 在 水 文 计算 中 ， 欲 用 洪峰 流量 ( 0. ) 系列 延长 30 天 洪 量 ( Wo ) 系列 ， 以 
14, за, 74 及 15d ВЕН СЯ ЯНЕЗ Р, 7 №, 及 于。) 作 为 中 间 变量 系列 。 因 为 8。 与 
Wo 的 相关 关系 可 能 不 好 ， 而 0。 БИ, М, 5, № 5, БР, И, ВИН 
关 关系 可 能 都 比较 好 ， 于 是 可 由 0。 系列 插 补 展 延 Р, 系列 ， 再 由 W, 原 系列 播 补 展 延 
同系 列 ，…， 依 此 类 推 ， 最 后 延长 了 Wu 系列 ， 这 样 做 就 是 加 转 相关 。 

虽然 包 转 相关 的 中 间 过 程 似乎 有 较 好 的 相关 关系 ， 但 是 ， 可 以 证 明 ， 在 一 般 情况 
下 ， 加 转 相关 的 误差 大 于 直接 相关 时 的 误差 。 所 以 ， 试 图 通过 加 转 相关 提高 目标 变量 
估计 精度 的 想法 是 不 正确 的 。 
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在 实际 问题 中 ， 和 因 变 量 相关 的 往往 不 只 是 一 个 自 变量 ， 而 可 能 有 多 个 自 变量 ， 
此 时 因 变 量 与 自 变 量 的 定量 关系 就 是 多 元 回归 问题 ， 与 一 元 回归 一 样 ， 多 元 回归 中 最 
简单 而 又 最 常用 的 是 多 元 线性 回归 问题 。 研 究 多 元 线性 回归 的 思路 和 方法 与 一 元 线性 


回归 基本 相同 ， 只 是 在 计算 上 要 比 一 元 线性 回归 复杂 得 多 。 
一 、 多 元 线性 回归 的 数学 模型 
多 元 线性 回归 的 数学 模型 如 式 (9 -4) 所 示 ， 即 
y=Bo +В. х, +В, +*** +В„х, += 
ЖЖ, ,x,，,…,x。 的 n 组 观测 值 
ржи" Ж ни), i=1,2,.,n 
代入 式 (9 -59) 得 到 
у =В + Вых, +В + +Baxn + El 


у =Во +В, 2 + Вьхьл +" В, + 53 


у, В +В В + + Barn а, 
采用 矩阵 记号 ， 记 
У Тома а т а 


У Тома 2 Яна 


У, 1 д л … а 


в ls, 
则 式 (9 -61) 可 写成 
у= += 
多 元 线性 回归 的 理论 回归 方程 如 式 (9-8) ， 即 
У. =Bo +Вих, + Вх, +: +В, 
二 、 回 归 系 数 的 最 小 二 乘 估计 


(9-59) 


(9-60) 


(9-61) 


(9-62) 


(9-63) 


(9-64) 


与 一 元 线性 回归 一 样 ， 式 (9 一 64) 中 的 回归 系数 Bo „В, ,B:,…,B。 也 要 用 y На, 


和 ,xm 的 观测 资料 估计 。 
1. 回归 方程 的 一 般 形式 


Яя, xm) (i=1,2,…,n) 为 因 变 量 与 自 变量 的 组 观测 值 ， 若 以 bo， 


已 ,bo 表示 Во „Ви ,B,，…,B。 的 估计 量 ， 则 观测 值 y; 可 表示 为 
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yi=bo + Бух + + +В и +е;, =1,2, п (9-65) 
这 里 e; 为 用 代替 观测 值 y; 的 误差 ， 也 称 为 残 差 或 剩余 。 
若 记 
ў = + +5 + + и (9-66) 


则 式 (9 -66) 称 为 经 验 回归 方程 ， 简 称 回归 方程 。b。 ,b, ,…,b。 称 为 经 验 回 归 系 数 。 
与 一 元 线性 回归 一 样 ， 用 最 小 二 乘法 估计 Bo ,B, ,… ,B。, 就 是 选择 go, 六 ,…,b。 使 


о= за = о -= 最 小 (9-67) 
将 式 (9 -66) 代 入 上 式 ， 得 到 
0 = ўа = Ў, Гу = (bo + Бау + Бу + е + Бх, 1) 2 (6-68) 
根据 高 等 数学 中 求 极 值 的 原理 ， 使 0 达 极 小 值 的 bo, ,…,6,。 应 满足 方 程 组 
20 2-Я) =0 


ab = 7 
" (9-69) 


30 2D (у -Fs = 0, hk = 2, 
а. 2 Hs 20, Е = 1,2, т 


将 式 (9-66) 代 人 上 式 ， 整 理 后 得 到 


па ае У = Уи 
ыыы лм әнә әд) 


如 


此 方程 组 称 为 正规 方程 组 ， 其 中 bo ,6 ，…,b。 为 未 知 量 ， 其 他 量 都 可 由 实测 样本 算 
出 。 于 是 可 用 各 种 代数 方法 求解 。 


若 记 
bo 
b 
В, =)! (9-71) 
0 
Е. % 1 
1 ма 5а хд 
хра 2 Е 1 
А =хх= | м1 ty 22. а оя *=2 
2 1 
та Xm,2 mn Яа я 8 
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т Ыб Na Dm 
я я я 
Ух. я ии Ульи 
я я | я 
=| ^ a В a (9-72) 
Уһ. Уа: 2. У ғ.а, 


1 


я 


x' 是 x 的 转 置 矩 阵 ， 可 见 4 就 是 方程 组 (9 -70) 的 系数 矩阵 ， 它 是 对 称 和 矩阵 。 
И 17 ,可 1 ў» 
Е? х х, л n 4 
Di =ху= |а а я. |”? |= Жен | -| | (9-т) 
У, ў а, 
та Xn,2 Е У Ужа 
则 方程 组 (9 – 70) 的 矩阵 形式 为 
АВ, =D, (9-74) 
从 而 可 解 得 
В, =А р, = CiD， (9-75) 


式 中 : Ci =4 -为 4 НЕЕ, 即 


(1) (1) 

Соо Со 

(1) (1) 

С -=4-: C0 Chl 
5 «9 


这 样 


= Уса, &=0,1,2, -:,т 


сил 
СА 
12000), Е=0,1,---,т,=0,1,---,т 
(9-76) 
(9-77) 


#6 某 流 域 年 径流 深 y， 年 降水 量 x, 及 年 平均 饱和 差 x, 的 14 年 观测 资料 列 于 
表 9-5 中 ,试用 回归 方程 的 一 般 形 式 求 y Ж х, ух, 的 线性 回归 方程 。 
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表 9-5 
ву | >” = = в > > 

1932 290 720 1.80 1939 151 579 2.22 
1933 135 553 2.67 1940 131 515 2.41 
1934 234 575 1. 75 1941 106 576 3. 03 
1935 182 т 548 2.07 | 1942 200 547 1.83 
1936 145 572 2.49 1943 224 568 1.90 
1937 69 453 3.59 1944 271 720 1.98 
1938 205 540 1.88 1945 130 700 2.90 
































М 设 7=b+bxi+bax， 根 据 表 9-5 中 的 数据 ， 由 式 (9 -72) 及 式 (9 一 73) 知 
14 8166 32.52 2473 
A -| 8166 4841600 18786 | р, -| вез 


32.52 18786 79. 546. 5340. 1 


bo +209. 8 
В, =| В, оо озо | 
ь, -87.6 


$ =209. 8 +0. 292x, -87. 6х, 
2. 回归 方程 的 中 心 化 形式 
ЗХ (у за 0) (i=1,2,…,n)， 为 因 变量 Y 和 有 自 变量 (x ,x,,…,x,) 的 n 组 
观测 值 ， 令 


代入 式 (9-75) 中 


最 后 得 到 回归 方程 


x = У, Е =1,2,-- т (9-78) 
я 

У: = -7, i = 1,2,--,п 

жа аж, -я,, k=1,2, mi = 1,2, --- п 


则 称 (yi залга гта) 为 原 变 量 (yi;%1i,x2,,… ,xm.i) 的 中 心 化 变量 。 由 式 (9 -65) 
可 得 


yi =bo +0 ху tb жа + tbr дни teisi=1,2, Nn (9-79) 
Ку ЖАЛ лу, х5, 55, х РИН 
9: = Ба + жа tb жа te tb же, 2-е п (9-80) 


因为 此 方程 中 ， 因 变量 和 自 变 量 都 是 以 中 心 化 变量 表示 ， 所 以 称 为 回归 方程 的 中 心 化 
形式 。 

与 对 式 (9 一 66) 的 分 析 过 程 完全 一 样 ， 显 然 其 正规 方程 组 亦 如 式 (9 -70) ， 只 需 
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将 式 中 相关 的 变量 和 系数 作 相应 的 改变 即 可 。 
由 改造 后 的 式 (9 -70) 的 第 一 式 可 解 得 
Та (9-81) 
再 注意 到 式 (9-78) ， 可 知 ， 对 中 心 化 形式 的 回归 方程 而 言 ， 应 有 bs =0。 
把 中 心 化 变量 还 原 为 原始 变量 ， 并 注意 到 bs =0， 则 式 (9 – 80) 变形 为 
ў у= (а) +65 (жд -#,) +5 tb (яи-я„), 121,2, 
(9-82) 
另外 ， 由 原始 变量 的 正规 方程 组 (9 – 70) 的 第 一 式 可 解 得 
bo -7- ый (9-83) 
将 bo 代入 式 (9-66) 可 得 
-y=b (а) +6, (жи 2) +6, (Xm En), 21,2, 
(9-84) 
比较 式 (9 -84) 与 式 (9 -82) ИМЕ: =5,(=1,2,---,т), ЭЛЬ, ВАЖНОЙ 
ЬЬ, 外， 式 (9 一 66) 和 式 (9 -80) 中 其 他 各 项 的 回归 系数 都 是 对 应 相等 的 。 因 此 ， 
只 要 估计 出 b.(k=1,2,…,m) 就 可 以 得 到 中 心 化 形式 的 回归 方程 了 。 
此 时 


© = 16-5) - Хы. a) (9-85) 
令 20-0, 1=1,2,-,т (9-86) 


可 得 
Хи -7) - Хы - Вы Е) 0,05 1,2,,т (9-87) 
展开 上 式 ， 移 项 整理 后 得 到 
Хь (me -5)1 


= Ў) 8), 2m (9-88) 
引用 记号 
3 Fn 一 元 ) (60-5), в=1,2,- ту = 1,2,,m 
(9-89) 
5, BF), em 
则 式 (9 -88) 可 写成 
ЎЫ, = 8,,, 1=1,2,---,т (9-90) 
名 


第 九 章 回 归 分 析 





式 中 : SS,y 也 称 为 协 方差 。 
将 式 (9-90) 展 开 ， 可 写成 
5.511 +6512 + -*- +65, „= 51, 
5. +05, + +0,8,, = 5, (9-91) 
Bsa, +52 + +6 бит = 8, 
式 (9-90) 、 式 (9-91) 称 为 中 心 化 形式 的 正规 方程 组 ， 它 比方 程 组 (9 -70) 减 少 了 


一 元 。 


若 记 
Si S12 ee СЛЕ b, Sy 
рі 5 SS ,B,= ‚р, = 5, (9-92) 
5. 5.2 = бан 5. З, 
则 式 (9-91) 的 矩阵 形式 为 
ТВ, =”, (9-93) 
这 里 工 称 为 协 方差 矩阵 ， 是 一 个 对 称 矩阵 。 由 式 (9 - 93) 可 解 得 
В, =L"'D, =C,D, (9-94) 
С, = 工 -为 了 的 逆 矩 阵 ， 记 为 
> 89 60 2% 
(2) (2) (2) 
с,=17' =| 2 «3 Sm |= (с) в =1,2 ть 21,2 ет 
Па аа 
(9-95) 
由 式 (9-94) 可 得 
Ы, = $25, Е =1,2,-- т (9-96) 
可 以 证 明 с) = (,=1,2,-,т) 


解 出 b.(k=1,2,…,m) 后 ,将 其 代入 式 (9 -80) ， 并 省 略 下 角 标 i:， 即 可 得 到 回归 

方程 的 中 心 化 形式 了 
条 = 和 zf + baxs ++ нд, (9-97) 

若 要 还 原 为 原始 变量 的 回归 方程 ， 只 要 式 (9 -97) 中 以 》- 了 代替 了’, 以 x -x(k 
=1,2,…,m) 代 替 x;， 然 后 化 简 即 可 。 显 然 ， 此 时 所 得 bo 即 为 式 (9-83) 。 

例 7 根据 例 6 中 表 9 - 5 所 列 资料 ， 推 求 y Ж х.х, 的 线性 回归 方程 中 心 化 
形式 。 

解 根据 表 9 -5 数据 容易 算得 

S11 =78500,5,, =4.007, S12 =52.1 = -181.95,Siy =38870,5,, = -404.3， 代 入 
式 (9-92) 即 
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78500 -181.95 38870 
г=[ ува 4.007 | 2, = ( ааа) 
由 式 (9 -94) 知 
К о 0.00061 38870 \ (0. 292 
в, =[›) РЕ D, = |0 ооо 0. 2789 ( аан) =( в] 
故 由 式 (9 -97) 可 得 回归 方程 的 中 心 化 形式 
Я =0.2925; —87. 6а; 

由 表 9 -95 中 数据 得 : 7 =176.6, Я, =583.3, 2, =2. 323. 

将 它们 与 5,，5, 一 起 代入 式 (9 -83) 中 得 

bo =7 -bx ~ bax, =176.6 +0. 292 x583.3 +87.6 x2. 323 =209.8 
可 得 回归 方程 的 一 般 形式 
$=209. 8 +0. 292x; -87. 6x, 

3. 回归 方程 的 标准 化 形式 

由 于 上 述 两 种 正规 方程 组 的 系数 和 常数 项 的 数量 级 及 其 差异 一 般 都 比较 大 ， 以 致 
计算 比较 繁琐 ， 而 且 计算 误差 也 难以 控制 ， 因 此 实际 计算 中 常用 标准 化 形式 的 回归 
方程 。 

设 原 因 变 量 和 自 变 量 的 标准 化 观测 值 为 (y; за: охооо охь), ЖН 

入 -了 


= 
^ 15, 
п 
/Es., 
式 中 : 了 与 分 别 是 因 变量 和 各 自 变量 的 均值 。 
而 


i=1,2, пу 1)2 ут (9-98) 


, 
а, 


5,, = У (у: 7) 
| 加 Е =1,2,--,т (9-99) 
Si = Хы 一 去) 
则 由 式 (9 -65) 得 到 
БЫ + уж я же, 1,2,5, (9100) 

而 

ў = +Ы ды ж Ы rs 51,2, (9-101) 
称 为 回归 方程 的 标准 化 形式 。 显 然 ， 推 求 bo,b1,b;,…, bs 的 正规 方程 组 亦 与 
式 (9 -70) 完 全 相同 ， 只 需 将 变量 和 系数 符号 相应 改变 即 可 。 不 难 证 明 ， 对 标准 化 形 
式 的 回归 方程 而 言 ， 也 必 有 bs =0， 于 是 式 (9- 101) 可 写作 

ў = Ажы te tb, tr, i=1,2,n (9-102) 
将 标准 化 变量 还 原 为 原 变 量 ， 则 有 
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(9-103) 
于 是 
(9-104) 
令 
99 =0, 120,1,2,--,т (9105) 
得 到 
рУ чар - ў ба а) 人 到 а а 
м в, зы is, 
(9- 106) 
记 
5. = У, (лы - 2) (жи -Я,) 
| ы st =1,2, ,mk = 1,2... т (9-107) 
‚= ҳо 7) (а. = &) 
整理 式 (9 -106) ， 并 注意 到 式 (9 – 107) ， 可 得 正规 方程 组 
5. = (9-108) 
式 中 
Sy 
та = 
УЗ, #=1,2,---,т; Е=1,2,-- т (9-109) 
т = 
Eg м$, 
它们 分 别 为 自 变 量 x, 与 +， 及 因 变 量 y 与 自 变量 x, 间 的 相关 系数 。 
展开 式 (9 - 108) 14$ 
ГА та +6, тү +6. т. 7, 
ГА 1 和 三 和 7 (9110) 
Бут ЖБТ ВТ =г., 


车 记 
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па ат Ы п, 
| ий 
тд Тала в та Ь Tn,y 


则 式 (9- 110) 的 矩阵 形式 为 


ВВ, =D, (9-112) 
于 是 可 解 得 
В, =RD, = C:D， (9-113) 
其 中 
а ай == ад 
(3) с) ... с) 
CR | 
сті енд =" сб 
(9-114) 
由 式 (9 -113) 解 得 
b= Ут ,Ё=1,2,-- т (9-115) 
1 


可 以 证 明 ，C, 5 С, 中 的 元 素 间 存在 关系 of? = of УБ бе = 1,2, 6, т, 
#=1,2,***,т)о 

ЖАНРЕ: Бу 2,6. Е, КАЗКСО - 102) ， 略 去 下 角 标 i， 可 得 到 回归 方 
程 的 标准 化 形式 





ў = а Ы а Ы хи, (9116) 
若 要 还 原 为 原 变量 的 回归 方程 ， 可 将 式 (9 -98) 代 信 式 (9 -116) 得 到 
FY ұрса 
Ts #15 
п” п к, 
解 得 
Ех „Ух - < 1 yy = 
ў =7 ая + ан (9-17) 
比较 式 (9 - 117) 和 式 (9 -66) 可 知 
VS 
SA 2 
ъ= у ис (9 -118) 
дш, Е=1,2,--,т (9-119) 


а 
由 此 可 知 ， 标 准 化 形式 回归 方程 中 的 回归 系数 与 一 般 形式 的 回归 方程 中 的 回归 系 
数 并 不 相等 。 另 外 ， 应 注意 的 是 ， 式 (9 -116) 中 的 了 是 因 变量 y 的 标准 化 变量 y' 的 估 
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计 值 ， 而 不 是 ?的 标准 化 变量 ， 因 为 虽然 ? = 了 7， 但 5;.; 关 5,,,。 这 里 














555 = $9- ӯ)? = 70-7 (9-120) 

т Е 
=== Ўл (9-121) 
Ры 根据 本 章 例 6 中 表 9 -5 所 列 资料 ， 推 求 y л, ох, 的 线性 回归 方程 标准 化 


解 由 表 9-5 数据 算得 
11 = 78500, 5,; = 4.007, S,, = - 181.95, $,, = 52900, 5, = 38870, 5,, = 


- 404.3, 5 =176.6, х, =583.3, х, =2.323， 于 是 由 式 (9-109) 得 


-Sa 2181.95  -_0324 
?SV 518500 /4.00 
А 5 38870 __0 603 
Еа 8. /5,, 578500 V52900 
-404.3 
Е ганца -0. 878 
YY MSV 2. 2.0017 х230.0 = 
由 式 (9-111) 知 
一 0.324 0. 603 
[оз 1 ], 2, = - 0. 878 
代入 式 (9 -113) 知 


СД 1.1173 0. 36201г 0. 603 0. 3559 
в, [|= Р, = 0.3620 1.1123] [ 0. ва} = [ 0. 762 


故 由 式 (9- 116) 可 得 回归 方程 的 标准 化 形式 
$ =0. 3559, —0. 76275; 





#5 (9 - 119) Я 
м$, VS2900 
= = =0. 
СЯ ыы Si” 3559 =0. 292 
Зы = 9290 
b= 12-007“ 0.7627) = -87.6 
т Г 4:007 
由 式 (9 -78) 得 


bo =7 - 9, - Вт, =176.6 -0. 292 х583. 8 +87.6 x2. 323 =209.8 
可 得 到 回归 方程 的 一 般 形式 
$=209. 8 +0. 292x, -87. 6х, 
从 本 章 例 6、 例 7 和 例 8 可 知 ， 对 同一 组 观测 资料 ， 不 论 采用 回归 方程 的 中 心 化 
形式 还 是 标准 化 形式 ， 最 后 得 到 的 一 般 形 式 回归 方程 是 相同 的 。 
三 、 回 归 系 数 最 小 二 乘 估计 量 的 统计 性 质 
回归 系数 最 小 二 乘 估计 量具 有 下 列 性 质 。 
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性 质 1 60,b,,…,b。 是 Bo,B,,…,B。 的 无 偏 估计 量 
证 由 式 (9-75)、 式 (9-71)、 式 (9-72)、 式 (9-73) 及 式 (9-62) ， 并 注意 到 
,x',B 为 非 随机 变量 ， 只 有 ? 是 随机 变量 ， 把 式 (9 -75) 写 成 
В, =А`'Р, = (х’х) гу 





于 是 , 利用 式 (9-63) 得 
Е(В,) =(х'х) (了 ) 
= (х'х) ‘хх’ Е[хВ +=] 
= (х'х) 'х'[хВ+Е(=)] 
= (х/х) '(х’х)В + (х'х) х'Е(=) 
є 0 
=В + (х'х) Е = =В + (х'х) | | 


є, 0 


式 中 :由 线性 模型 关于 е 的 假定 可 知 B(ei) =0(i=1,2,…,n)。 
性 质 2 回归 系数 户 与 户 (iy=0,1,2,…,m) 的 协 方差 等 于 zcf7 
Соу(Ь,,6;) = 02, 1=0,1,2,--:,т,ј=0,1,2,---,т (9-122) 
式 中 : cf 为 矩阵 С, 中 的 元 素 ; go? = (е). 
四 、 多 元 线性 回归 的 统计 检验 
在 作 因 变 量 与 自 变 量 之 间 的 回归 分 析 时 ， 选 择 线性 模型 只 是 一 种 假定 ， 一 方面 ， 
这 种 假定 是 否 符合 实际 ， 即 因 变 量 的 变化 趋势 与 自 变 量 之 间 是 否 真 的 存在 线性 关系 ， 
是 需要 检验 的 ; 另 一 方面 ， 回 归 分 析 中 的 自 变量 是 人 们 选择 的 ， 每 个 自 变量 是 否 都 与 
因 变 量 有 显著 关系 也 是 需要 检验 的 。 因 此 ， 在 求 出 回归 方程 以 后 ， 还 必须 进行 统计 检 
验 ， 才 能 确定 所 求 得 的 回归 方程 是 否 有 效 。 
(一 ) 回 归 方 程 的 显著 性 检验 
与 一 元 线性 回归 类 似 ， 对 于 y 与 x ,x,,… ,x 之 间 是 否 存在 线性 回归 关系 的 检验 
称 为 多 元 线性 回 妇 的 显著 性 检验 ， 在 一 元 线性 回归 中 ， 变 量 之 间 是 否 存在 线性 相关 关 
系 可 以 通过 散 点 图 直接 观察 ， 而 对 于 多 元 回归 来 说 ， 要 用 作 图 来 展示 变量 之 间 是 否 有 
线性 相关 关系 就 比较 困难 ， 有 时 其 至 不 可 能 。 所 以 ， 建立 的 多 元 线性 回归 方程 是 否 有 
意义 ， 只 能 通过 检验 作出 判断 。 
多 元 回归 方程 的 显著 性 检验 ， 其 思想 和 方法 与 一 元 线性 回归 方程 的 检验 十 分 相 
似 ， 即 检验 原 假设 
Н,:В, =0,8, =0,…,B。=0 (9 –123) 
如 果 接 受 这 一 假设 ， 就 说 明 所 求 得 的 经 验 回归 方程 无 效 ， 不 能 采用 。 如 果 和 否定 这 一 假 
设 就 说 明 所 求 得 的 经 验 回归 方程 有 意义 。 
1. 回归 问题 方差 分 析 
和 一 元 回归 一 样 ， 为 检验 回归 方程 的 显著 性 ， 需 要 将 因 变 量 的 总 变化 量 分 解 为 两 
部 分 ， 一 部 分 是 由 自 变量 x ,x, ,… ,x。 的 线性 影响 引起 的 ， 另 一 部 分 是 由 自 变量 对 因 
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变量 的 非 线性 影响 及 其 他 随机 因素 的 影响 引起 的 。 
容易 验证 ， 对 于 多 元 线性 回归 ， 亦 有 与 式 (9-45)， 式 (9-46)， 式 (9 一 47) ， 
式 (9-48) 相 同 的 结果 ， 即 


52=5,,= У (5-7) 


Sa= У (7, 3) (9104) 


5а У, (9-7) 
Sg= Sa + Sa 
事实 上 ， 注 意 到 式 (9 84) 及 式 (9 -69)， 则 
Sg= У 0 -7 六 = УГО -50 +09. -7)1 
= 
= о - ў) + $. -7 了)? юу ыы -#))] 


- Ў ў) + 5-2 Ы 0-50 -55 0-30) 


= =) + + 7) = Sm + 3 加 
上 式 中 第 五 个 等 号 后 的 第 三 项 等 于 零 是 因为 式 (9 -69)。 

2. Ss 5 5, 的 计算 

Sa 和 Sw 一 般 不 直接 采用 式 (9 - 124) 计算 ， 而 是 利用 求 回归 系数 过 程 中 的 一 些 
结果 。 

由 式 (9 -124) 及 式 (9 -84) 得 到 


8а = У 9-7)" = Хг, -a 
РРР - ан. -5) 
三 Хе -ae - 


式 中 : 5,, 是 4 与 % 的 协 方差 。 
注意 到 式 (9 -90) ， 可 得 


Sm = У 65, (9-125) 
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式 中 : b, 及 5,,(t=1,2,…,m) 在 求解 回归 系数 时 已 经 算得 ， 所 以 用 上 述 计算 Sm 很 
方便 。 
算出 Sa 后 ， 利 用 式 (9 -124) 可 很 容易 算得 Ss 和 Sw。 
计算 Sa 和 Sw 的 更 方便 的 办 法 是 和 求解 回归 系数 b, ,5b,,…,b。 同时 完成 ， 方 法 
如 下 : а 
当 用 中 心 化 正规 方程 组 (9 -91) 求 解 回归 系数 时 ， 将 式 (9-125) 代 人 式 (9-124) 
的 最 后 一 个 式 子 ， 并 以 5, ,表示 Ss ， 将 所 得 到 的 方程 与 方程 组 (9 - 91) 联 立 ， 得 到 mm 
+1 元 的 线性 方程 组 
biSi +6581 2 + --- +65, „ +0 =5,, 
5,5, 1 +6,5, 2 + +6,5,„+0=5,, 
: (9-126) 
оби +6552 +". +,5,. +0 =5„, 
Ы, +6,8,, +465, + SW = $, 
为 便于 以 后 讨论 ,将 包含 m 个 自 变量 的 回归 方程 的 Sa 和 Sw 分 别 记 为 


ЕЕ 
2009 126) 的 系数 矩阵 的 增 广 矩 阵 为 
「S 52 Я 0 8, 
51 S22 "7 9, 0 5, 
Les : (9 –127) 
Яве ва бб 
Ls, 5, Е 
当 对 工 ”" 进行 高 斯 - 约 当 消 去 变换 至 第 m 步 时 ， 得 到 矩阵 
по - 05 
ого 0 5” 
1 = : (9-128) 
00-10 42 
оо … 015% 





则 Lm 中 的 SY (i=1,2,…,m) 即 为 b.(i=1,2,…,m) 的 解 ， 而 5 В 59 的 解 。 
车 改写 方程 组 (9 - 126) 中 最 下 面 一 个 等 式 为 








is Sa Sb Se 5807 
A VS 5,0525, 5,, 3. УЗ» бу 


再 注意 到 式 (9 -109) 及 式 (9-119) ， 上 式 即 为 
т) 
Ыт +6 + гу и =1 


将 上 式 与 方程 组 (9 -110) 联 立 ， 又 得 到 以 相关 系数 为 系数 的 m +1 元 方程 组 
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Ыта + баа + Ву +0 =, 


Ыт у + та + жг +0 =; 












Е (9-129) 
Ыг + ато + н +0 =, 
500 
Ыт + ть, + у =! 
式 (9 - 129) 系 数 矩 阵 的 增 广 矩阵 为 | 
[та па“ ть бп, 
ао ra … mm 0 my 
ВХ = : (9-130) 
та Tm,2 Гат 0 ту 
ХК 做 m 步 高 斯 - 约 当 消去 变换 ， 得 到 
по … онт 
ого нот 
к = : (9-131) 
0 0 … Г» 02-609) 
шо бог 
(т) 
Д К" у 00 即 为 如 (i=1,2,…,m) 的 解 ， УЗИ НН, 于 是 
S = 5, (9-132) 
由 LW 和 RW 中 倒数 第 二 列 的 各 元 素 在 消去 过 程 中 没有 变化 ， 在 实际 计算 中 可 省 
略 不 写 。 
919 据 分 析 ， 南 京 7 月 降水 量 y УЕЛ”, “АЛ”. “ЛЛА х, Е 
一 年 4 月 降水 量 *, 及 2 月 上 旬 平 均 气温 *,， 因子 关系 较 好 。 根 据 23 年 资料 求 得 


7 =180.9, х, =140.4, х, =12.0, x, =24.5, 5,, =405880. 32, $, , = 50807.00, 5,, = 
173. 94, 5,3 = 265. 88， 以 及 标准 化 正规 方程 组 的 系数 增 广 矩阵 (已 省 去 最 后 第 二 
列 ) 为 


1 0.1244 -0.4817 -0.4542 
ко _| 0.1244 1 -0.0846 -0. 5766 
0.4817 -0.0846 1 0.4011 
0.4542 0.5766 0.4011 1 


试 求 y 与 和 ,za za 的 线性 回归 方程 和 Sm，Sm。 
解 对 RW 进行 一 步 ， 两 步 ， 三 步 消去 变换 ， 得 到 
1 0.1244 -0.4817 -0.4542 


0 0.9845 —0. 0247 -0. 5201 
0 -0.0247 0.7680 0. 1823 
0 -0.5201 0. 1823 0. 7937 


RD = 
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1 0 -0.4788 -0.3884 
КӘ = 0 1 -0.0250 -0. 5283 
|0 0 0.7674 0.1693 
0 0 0.1693 0.5189 
1 0 0 -0.2833 
RY = 0 1 0 -0.5228 
00 1 0.2206 
0 0 0 0.4815 
利用 式 (9 - 119) 得 到 
5, 05880. 32 
= ГР = Г с. 
ъ= к= 50807.00 x( -0.2833) = -0.8012 
5 405880. 32 
= pt — _ ся 
А - ан 173-94 х0 -0.5227) = -25. 2543 
5, 405880. 32 
= р’ = к 
Ь = 53 = 265.88 х0. 2206 =8. 6191 


bo =7 -bx baz, – 
=180.9 +0. 8012 х 140.4 +25. 2543 х 12.0 -8. 6191 х24.5 
=385.27 
最 后 得 到 回归 方程 


$ =385.27 -0. 8012x, – 25. 2543х, +8. 6191л, 
5% =102)5, , =0. 4815 х 405880. 32 = 195431. 37 
50) =5,, 59) = 405880. 32 – 195431. 37 =210448. 95 
3. 复 相关 系数 
前 面 说 过 Sm 刻 划 了 在 因 变 量 y 的 总 变化 中 由 于 自 变量 x, ,x ,…,x。 的 线性 影响 
所 作 的 贡献 ， 而 Sw 刻 划 了 除 x ,x,，,… ,x。 Ру 的 线性 影响 以 外 的 其 他 随机 因素 的 贡 
献 ， 因 此 ， 可 以 用 Sa 在 Sg 中 所 占 比值 来 刻 划 y 与 x ,x,,…,%。 间 线性 关系 的 密切 程 
度 ， 这 个 比值 的 方 根 就 称 为 因 变量 y 与 自 变量 x, ,x,,…,%。 间 的 复 相 关系 数 ， 记 为 


К, Вр 
= Зы =] _ Sm 点 
R= Ss = [1 За (9 – 133) 


现 证 明 ， 式 (9 -133) 所 定义 的 复 相 关系 数 ， 也 就 是 因 变 量 y 与 其 回归 值 ?之 间 的 
简单 相关 系数 。 
按 简单 相关 系数 的 定义 ， 应 有 


三 co - 放 G -有 


[о-о 50-5 





而 利用 式 (9 -83) 可 得 
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НЕТУ бы лане) 


= +, +b x +-- +6, 
=у- Вх, – 8 - "6 - Б.Я, + bx + bx + + bax, = 


< 





8-9: = 6-2 = мв 
利用 式 (9 - 125 ) 得 
总 人 -7)(G -3) = -7 -9) 


Bl 7) ыб, -5)] 


$55. 7) 5) = 565, = sa 


т 


所 以 





4. 回归 方程 的 显著 性 检验 
回归 方程 显著 性 检验 的 原 假设 如 式 (9 - 123), р 
Hh: В, =В, = =В. =0 
可 以 证 明 ， 在 Н, 成 立 条 件 下 ， 统 计量 


到 = Sa/m 


Su/(n-m-1) (9-1) 
服从 Е(т,п-т-1) Я, Рр ЕО ТО, ВТЕ АО ЕК а, 
Ж РЗИН ЯМ Е, З Р, 满足 关系 式 
Р(Е>Е,) =а (9 –135) 

当 用 实测 样本 根据 式 (9 -134) 算 得 的 值 大 于 F。 时 ， 拒 绝 所 ， 认 为 线性 回归 方 
程 是 显著 的 。 否 则 认为 总 体 中 因 变 量 与 自 变 量 不 存在 线性 回归 关系 ， 所 求 得 的 经 验 回 
归 方 程 无 意义 。 

由 式 (9-133) 看 到 Sa = №52, 5и =(1- 尼 )Ss， 将 它们 代入 式 (9-134) 得 到 
> Sa/m Т Е/т 
^5м/(п-т-1) (1-R)/(n-m-1) 


/ mF 
RE (п-т-1) +тЕ (9 -136) 
若 以 检验 的 临界 值 F。 代入 式 (9 – 136), ， 则 得 到 用 RR 作 检验 的 临界 值 Re。: 
тЕ, 


К = (атт) rm (92137) 


Е 





解 得 
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因此 ， 若 用 式 (9 -133) 算 得 的 及 >R。， 则 拒绝 H。， 否 则 ， 接 受 Н. 

显然 ,用 下 检验 与 用 RR 检验 所 得 到 的 结论 应 该 是 一 致 的 。 

应 当 注意 的 是 ， 仅 凭 复 相关 系数 的 大 小 来 判断 у 与 ,x,,…,%。 的 线性 相关 性 ， 
有 时 是 不 可 靠 甚至 是 错误 的 ， 从 式 (9 -136) 看 到 ， 当 m 值 增 大 时 ， 不论 所 增加 的 因 
子 x 实际 上 是 否 对 y 有 作用 ，R 值 增加 ， 特 别 当 m 近似 等 于 n 时 ，R~1， 而 这 显然 不 
表明 у 与 “1 ,x,，,… ,xn 之 间 的 线性 相关 关系 达到 几乎 呈 函 数 关系 的 程度 。 所 以 在 应 用 
中 ,用 尺 作 显著 性 检验 时 ， 必 须 将 由 式 (9- 133) 算 得 的 尺 与 式 (9 -137) 算 得 К, 作 比 
较 ， 而 不 能 单纯 根据 尺 值 的 大 小 来 决定 ， 因 为 К, 的 数值 与 m 和 的 相对 大 小 有 关 。 
щт 相对 于 nn 较 大 时 ，R。 也 较 大 ， 这 时 虽然 尺 较 大 ， 也 不 一 定 显著 。 极 端的 情况 
是 ， 当 m=n-1 时 ，R。=1， 所 以 此 时 算得 的 R 总 是 不 显著 的 ， 因 为 当 m=n -1 时， 
即使 m 个 自 变量 与 7 毫 不 相干 ， 也 有 二 1， 所 以 如 果 不 考虑 R。， 会 得 出 显著 的 错 
误 结 论 。 为 了 避免 出 现 这 种 情况 ， 实 际 计 算 中 一 般 要 求 n 至 少 为 m 的 5~10 倍 以 上 。 

回归 方程 的 显著 性 检验 一 般 用 方差 检验 表 表示 (9-6). 















































表 9-6 
方差 来 源 差 方 和 
回归 Sm = 2.5» 
总 和 so nl в Е. (ти -т-1) 
i 

剩余 Sm = 55 - 5 п-т-1 [5/1 -т-1 | 

例如 ， 对 例 9 的 方差 检验 表 如 表 9 -7 所 示 。 

表 9-7 

方差 来 源 差 方 和 № 自由 度 方差 方差 比 临界 值 
回归 210408. 95 3 70136.32 | 
总 和 405880. 32 22 | F=6.819 Е, =3.127 
ЖА | 195431.37 19 10285. 56 | 














因为 FF 值 >F。， 所 以 否定 #。， 即 所 求 回归 方程 是 有 意义 的 。 如 果 用 RR 检验 ， 则 


Sm _ /210408. 95 

Е = Ss = № 405880. 32 0:2 
Г 3 х3.127 

К, = 19 +3 х3. 127 S037 


因为 R>R。 所 以 否定 所 ， 这 个 结果 与 下 检验 的 结论 一 致 。 
(二 ) 各 个 自 变量 的 显著 性 检验 
如 果 一 个 回归 方程 经 检验 后 认为 是 显著 的 ， 这 并 不 说 明 方程 中 的 所 有 自 变量 与 因 变 
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量 间 的 线性 关系 都 是 显著 的 ， 因 为 此 检验 只 说 明 * 回归 方程 的 矣 个 回归 系数 不 全 为 零 ”， 
但 并 不 排除 其 中 可 能 有 某 些 回归 系数 等 于 零 ， 如 果 某 个 回归 系数 B =0， 就 说 明 自 变 量 
所 与 y 间 不 存在 线性 关系 ， 这 样 的 自 变量 自然 不 应 该 包含 在 回归 方程 中 ， 另 外 ， 各 自 变 
量 之 间 也 可 能 密切 相关 ， 如 果 把 它们 都 放 在 回归 方程 中 ， 对 回归 效果 并 没有 好 处 ， 也 就 
是 说 ， 进 入 回归 方程 的 自 变 量 应 该 都 是 与 因 变量 显著 相关 的 ， 而 且 各 自 变 量 之 间 是 相互 
独立 的 。 所 以 ， 为 了 判明 回归 方程 中 各 个 自 变量 的 作用 ， 在 确认 回归 方程 显著 后 ， 还 必 
须 对 每 个 自 变量 的 显著 性 进行 检验 ， 把 不 显著 的 自 变量 从 方程 中 剔除 掉 。 

检验 某 个 自 变量 xx 是 否 显著 的 原 假设 是 H:B; =0。 如 果 接 受 这 一 假设 ， 则 л, 就 
应 从 回归 方程 中 剔除 ， 反 之 ， 则 保留 不 动 。 

1. 各 个 自 变量 的 方差 贡献 

为 了 对 每 个 自 变量 的 作用 进行 检验 ， 就 必须 弄 清楚 各 个 自 变量 对 因 变量 的 线性 影 
响 程度 。 前 面 讨论 中 已 指出 ，Sg 反映 了 全 部 т 个 自 变量 对 因 变量 变化 的 线性 影响 程 
度 的 总 贡献 ， 那 么 自然 可 以 用 每 个 自 变量 对 Sm 的 贡献 来 反映 它 对 因 变量 影响 的 
程度 。 

设 5 外 和 SW 分别 是 包含 m 个 自 变量 x ,x,，,…,x。 的 回归 方程 的 回归 平方 和 与 剩 
ЯРЫ, БЛ З А А x 后 ， 由 其 他 m -1 个 自 变量 与 y 构成 的 回归 
方程 的 回归 平方 和 与 剩余 平方 和 ， 则 自 变量 x 对 $ 久 的 贡献 ( 亦 即 xx 对 因 变 量 y 变化 
的 贡献 ) 应 为 

W=S8 -S82 = 60000 -5> (9-138) 
ШЙ, И, 表示 在 7 与 * ,x2，… xi-1 ,Xv4，…,%m 这 m 一 1 个 自 变量 构成 的 回归 方程 中 
增加 一 个 自 变量 x 时 剩余 平方 和 减少 的 量 (或 在 包含 x, 的 由 т 个 自 变量 构成 的 回归 
方程 中 减少 一 个 自 变量 xx 时 回归 平方 和 减少 的 量 ) ВАА, И, 的 大 小 反映 了 因 变量 y 
与 自 变量 х, 间 线性 关系 的 密切 程度 ，V 愈 大 表示 关系 愈 密切 ， 所 以 称 V 为 自 变量 x。 
对 y 的 方差 贡献 ， 也 称 为 xx 的 偏 回归 平方 和 。 
与 一 元 回归 的 相关 系数 类 似 ， 可 以 定义 


Ti = = -a ' (9 139) 
Sec 5 
称 为 y 与 % 的 偏 相 关系 数 ， 它 表示 ， 除 去 ma ,和 ,xi податок, Хт -1 个 自 变 量 
的 作用 后 ，x, 可 将 у 的 剩余 平方 和 S 久 进一步 降低 的 程度 。 为 区 别 起 见 ， 有 时 将 不 考 
虚 其 他 因素 而 定义 的 相关 系数 称 为 简单 相关 系数 。 应 当 注 意 ， 在 多 元 相关 分 析 中 ， 只 
有 偏 相 关系 数 才 真正 反映 x, 与 y 的 线性 关系 好 坏 ， 而 简单 相关 系数 则 不 能 。 简 单 相 关 
系数 的 数值 与 偏 相 关系 数 的 数值 可 能 相差 很 大 ， 甚 至 符号 相反 。 
2. 各 个 自 变量 的 显著 性 检验 
为 了 检验 自 变量 xx 的 作用 是 否 显著 ， 可 作 原 假设 
Н, :8, =0 (9-140) 
可 以 证 明 ,在 М, 成 立 条 件 下 ， 统 计量 
Е и 
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服从 F(1,m- 严 -1) 分 布 ， 于 是 ， 对 给 定 的 显著 性 水 平 a， 由 下 分 布 表 可 查 得 满足 P 
(Е>Е,) =a 的， 车 由 式 (9 -141) 算 得 的 F>F。， 则 拒绝 H。， 表 示 % 的 作用 显著 ， 
应 于 保留 ， 如 F<F。， 说 明 x 的 作用 不 显著 ， 应 于 剔除 。 

在 实际 检验 时 ， 可 从 包含 全 部 的 т 个 自 变量 的 回归 方程 中 算出 所 有 т 个 自 变量 
的 Vi(k=1,2,…,m) ， 并 对 其 中 最 小 的 У, 进行 检验 ， 如 果 检 验 结果 认为 该 显著 ， 
就 不 必 再 检验 其 他 变量 了 ; 如 果 检验 结果 认为 该 不 显著 ， 则 应 从 原 回 归 方程 中 吻 
除 x， 并 建立 新 的 包含 其 余 m -1 个 自 变 量 的 回归 方程 ， 再 从 新 的 包含 m -1 个 自 变 
量 的 回归 方程 中 算出 所 有 т -1 个 大， 从 中 找 出 最 小 的 进行 检验 ， 如 此 反复 进行 ， 直 
到 所 剩 自 变量 的 作用 都 显著 为 止 。 

各 个 自 变 量 的 显著 性 检验 也 可 利用 偏 相 关系 数 检验 来 完成 。 

由 式 (9 -141) 解 出 内 ， 再 注意 到 式 (9- 138) 和 式 (9 ~ 139) 可 得 


Е 
т NFrn-m-1 52) 


将 的 临界 值 ,代入 上 式 得 到 7,.。 的 临界 值 

Е, 
Е, +п-т-1 (9143) 
若 计 算 的 7. >т, ма ДИВА Н, М, 3 有。 

3.7, 的 计算 

在 实际 计算 中 ， 方差 贡献 V 并 不 利用 式 (9 - 138) 计算 ， 而 是 在 用 中 心 化 模型 
(9 -84) 求 解 回归 系数 时 ， 利 用 式 (9 -144) 计 算 。 即 


(т) 72 
= 107 -] ‚Е =1,2,. (9-144) 


式 中 : М т 个 自 变 量 的 回归 方程 的 回归 系数 ; сір 03009 -95) 或 式 (9 一 76) 中 
的 元 素 。 

另外 ， 当 从 含 严 个 自 变量 的 回归 方程 中 剔除 x 以后， 全 部 回归 系数 都 要 重新 计算 ， 
但 可 以 证 明 ， 包含 m -1 个 自 变量 的 回归 方程 的 回归 系数 ”GG=1,2,…,k 一 1,k+1,…， 
т) 与 原 回归 方程 的 回归 系数 Бу" РИГИ: 

Ыт? ыт — - ы", 1=1,2, В -1,6 +1, ,т (9145) 
利用 上 式 及 式 (9 一 125)、 式 (9 一 138) 可 以 证 明 式 (9 -144)， 由 式 (9 - 125) 
SH=2 678, 


8-х, 


76 


Т.а) = 





则 
И = SW-SB = УЫ, Ут, 
Е е я 
= У ГЫ – 6-0 15, + 6705, , 


zk 
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Е Е Зы "]s， +78, 


Г т) 
= -G7 De Sy +8, 
д К 
= 15.495. = Г 2 

上 式 最 后 一 个 等 号 是 利用 式 (9 96) , 

对 于 标准 化 模型 (9 -101) ，b'"， 与 ”的 关系 仍 如 式 (9 -145) ， 只 是 其 中 的 
< 各 ，c 四 应 分 别 改 用 c 恕 和 c 如 ,车 记 在 模型 式 (9 -101) 下 各 自 变量 的 方差 贡献 为 六 ， 
则 : 





а 
р] 下 =)2 (9-146) 
с 
将 式 (9 -119) 代 入 式 (9 -146) ， 并 注意 到 of) = VS ИЗ, ИКА Ў, 与 的 
关系 








ЕСА в A ыы 
0) 


о «005,15, 
1 [ве] 1y 
25, < 5, * 
即 У, =5, И, Е=1,2, -* т, (9147) 


又 若 标准 化 模型 下 的 总 平方 和 ， 回 归 平 方 和 及 剩余 平方 和 分 别 为 S8 、5m бы, 
则 不 难 证 明 р 
Sa = 了 LSa =1, Sn = 5%, Sm <3 (9-148) 
此 时 用 式 (9 -141) 作 检验 , ЖАЎ, 5 代替 及 及 Sm。 
五 、 多 元 回归 预测 的 误差 
回归 方程 经 各 种 检验 通过 以 后 ， 已 知 自 变量 的 一 组 值 x o,xxo,…,xwo， 可 用 
P=bo + о + ухо + хо (9 – 149) 
作为 与 该 组 自 变量 值 相 对 应 的 因 变量 的 真 值 y 的 估计 值 。 若 以 Aye = уо -入 表示 此 估 
计 值 的 误差 ， 则 可 证 明 此 估计 的 均 方 误差 为 


сь, = NE(Yo Е ЫЙ 


式 中 : с Ж С, вл. 


容易 推 知 ,为 与 yo 一 样 ， 是 服从 正 态 分 布 的 ， 因 此 ，Ay。 = уо -入 也 是 正 态 变 
м, в 
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Е( Дуо) =E(yo -Nh) =E(yo) – Е(50) 
=Е(%) - Е (во +bxzio+baoxzo++… 二 boxno) 
=Е(уџ) - ГЕ(Ь,) +а,0Е(Ь,) + 0Е(6,) +5" +xn,oE(bn)] 
=Е(уо) – (Bo + Вил +В +" +В.) 
=Е(у%) -Е(у%) =0 
ЯП ду Мо, [1+1 + Ў Ў (о - и - 5) 】} 分 布 。 当 样本 容量 К 
较 大 ，xio(i=1,2,…,m) 分 别 接近 于 x 时, 式 (9 一 150) 近似 有 оь, =. 即 Ду ~ 
М№0,02) 分 布 , 从 而 Дуго, = (yo -为 )《ce 近似 服从 N(0,1) 分 布 。 于 是 ， 对 给 定 的 
显著 性 水 平 a， 可 求 得 yo 的 区 间 估计 ， 即 
PP - ило, < уо < $ +ило,) =1-a (9- 151) 
式 (9-151) 中 о 仍然 是 未 知 的 ， 但 可 以 证 明 ， 在 多 元 回归 分 析 中 ， 它 的 无 偏 估 
计量 为 
(9 -152) 
式 中 : п 为 样本 容量 ;mm 为 进入 回归 方程 的 自 变量 个 数 ; 557 т 元 回归 方程 的 剩余 
平方 和 ， 若 用 5, 代替 re， 则 可 证 明 ，Ayo/6。 = (yo - 50) /6, Ж Кп-т-1) 
布 ， 于 是 对 给 定 的 显著 性 水 平 w， 可 由 上 分布 确定 yo 的 置信 区 间 为 
已 (加 -tbs <у < +1,10,) =1-а (9-153) 
当 较 小 时 ,yo 的 估计 效果 不 稳定 ， 为 了 使 均 方 误差 不 致 太 大 ， 除 了 通常 要 求 n= 
(5 ~10)m 外 ， 外 延 也 不 应 过 大 。 
如 例 9 Ф, 5% =195431.37, т=3, п=23, Р 
6? =195431. 37/(23 -3 -1) =195431. 37/19 = 10285. 86 
д, =101.4 
Ща=0. 05 ,tua(19) =2. 093 ,于 是 у, 的 95% 的 置信 区 间 为 
(ў, -2. 093 х101.4, 5, +2. 093 х101.4) = (3, -212.27, 3, +212. 27) 
在 水 文 、 气 象 等 工作 中 ， 为 了 利用 回归 方程 进行 预测 ， 对 于 研究 的 因 变 量 y， 虽 然 
可 以 从 物理 联系 上 挑选 一 批 对 у 有 影响 的 自 变量 ( 常 称 为 因子 ) ， 但 由 于 自然 和 社会 现 
象 的 复杂 性 ， 这 些 因 子 对 y 的 关系 究竟 如 何 ， 往 往 很 难 单 任 物理 分 析 就 可 判定 的 。 其 中 
可 能 有 些 因子 对 y 有 显著 影响 ， 有 些 则 影响 很 小 ， 为 了 避免 遗漏 对 y 有 显著 影响 的 因 
子 ， 初 选 时 往往 考虑 的 因子 很 多 。 于 是 ， 这 里 就 有 一 个 问题 : 如 何在 这 许多 的 因子 中 ， 
选 出 对 y 影响 最 大 的 一 些 因子 ， 构 成 预测 误差 最 小 的 “最 优 的 线性 回归 方程 ”。 
怎样 的 一 个 回归 方程 才 算是 “最 优 " 呢 ? 这 可 以 从 以 下 两 方面 来 考虑 : 
(1) 由 式 (9-150) 可 知 ， 回 归 方程 预测 的 误差 与 ex МАЕК, оз 虽 为 未 知 ， 但 其 


无 偏 估计 = -2 却 是 可 以 求 得 的 ， 因 此 要 使 回归 方程 预测 的 精度 较 高 ， 应 要 


Жо, 比较 小 。 
(2) 一 个 合理 的 回归 方程 应 该 只 包含 显著 的 因子 ， 而 不 包含 不 显著 的 因子 。 
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综合 这 两 方面 ， 所 谓 最 优 的 回归 方程 ， 就 是 要 回归 方程 包含 的 因子 都 是 显著 的 ， 
тоно, 比较 小 。 根 据 这 一 标准 可 知 ， 虽 然 增加 自 变 量 ，S 总 是 减 小 的 ， 但 由 于 一 
т -1 也 要 减 小 ， 所 以 当 增加 一 些 对 y 没有 显著 影响 的 因子 时 ， 由 于 Sm 减 小 不 多 ， 
而 n-m -1 变 小 ， 可 能 反 使 5。 变 大 。 所 以 最 优 回归 方程 ， 不 一 定 是 包含 自 变 量 最 多 
的 方程 。 从 回归 方程 的 使 用 方便 、 费 用 经 济 的 角度 来 看 ， 也 不 希望 回归 方程 中 包含 的 
自 变量 太 多 。 所 以 上 述 最 优 的 标准 从 实用 方面 来 看 ， 也 是 合理 的 。 

其 次 ， 要 解决 用 什么 方法 来 选择 最 优 回归 方程 。 下 面 通过 一 个 例子 说 明 选 择 最 优 
回归 方程 四 种 可 能 的 方法 。 

9110 某 种 水 泥 在 凝固 时 放出 的 热量 y(Ka/g) 与 水 泥 中 下 列 四 种 化 学 成 分 有 关 : 

ау: ЗСаО + АБО, 的 成 分 (% ) ; 

х,: ЗСаО . 510, 的 成 分 (% ) ; 

х,: 4Ca0 .ALO;. Ее, О, 的 成 分 (% ) ; 

ж: 2Са0 - 510, 的 成 分 (% ) 。 

现 测 得 13 组 数据 ( 表 9 -8) ， 试 建立 y 关 于 这 些 因子 的 “最 优 ”回归 方程 。 



























































表 9-8 
观测 值 和 = = ы у 
1 7 26 60 78.5 
2 1 29 15 52 74.3 
3 п 56 8 20 104.3 
4 11 31 8 47 87.6 
5 7 52 6 33 95.9 
6 11 55 9 22 109.2 
7 3 71 17 6 102.7 
8 р 31 22 44 72. 5 
9 2 54 18 22 93.1 
10 21 47 4 26 115.9 
п 1 40 23 34 83.8 
12 11 66 9 12 113.3 
13 Е! 10 68 8 12 109.4 





方法 1: 从 所 有 可 能 的 因子 组 合 的 回归 方程 中 挑选 最 优 者 。 

这 个 方法 就 是 把 所 有 可 能 的 包含 1 个 ，2 个 ，…… 直 至 所 有 自 变量 的 回归 方程 都 
计算 出 来 ， 并 对 每 个 方程 作 方差 分 析 及 对 每 个 变量 作 偏 回归 平方 和 的 显著 性 检验 ， 然 
后 按 上 述 标准 选择 最 优 者 。 

对 于 表 9 -8 中 的 资料 ， 全 部 可 能 的 回归 方程 共有 15 个 ， 如 表 9 -9 所 示 。 表 中 
“* * ”表示 该 变量 在 a=0. 01 水 平 上 显著 ,“ * "表示 在 a =0.05 水 平 上 显著 ，( * ) 
表示 在 0. 10 水 平 上 显著 ,其 余 表示 不 显著 (在 a=0.10 水 平 上 ) 。 

从 表 9 -9 中 这 15 个 方程 可 以 看 出 ， 满 足 上 述 最 优 标准 的 是 方程 (5) : 所 有 两 个 
自 变量 (x, ,zz ) 都 是 显著 的 ， 且 6 又 比较 小 (5.79) 。 方程 (12), 5? 最 小 (5.33), 但 
% 不 显著 。 方 程 (14) ， 三 个 自 变量 (%, ,zs ,zs) 都 是 显著 的 ， 但 其 9? 较 大 (8.20) 。 因 
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此 方程 (5) ， 即 了 =52. 5773 +1. 4683х, +0. 6623x, 为 最 优 回归 方程 。 













































































表 9-9 
方程 bo Д 加 ь be 5и в г 
2715.76 12 

(1) | 81.4793 | 1.8687 ** 1265.69 11 115.06 
(2) | 57. 4236 0.7891 ** 906. 34 11 82.36 
(3) | 10.2026 - 1. 2558( =) 1939.40 11 176. 31 
(4) | 117. 5679 -0.7382 -*| 883.87 11 80.35 
(5) | 52.5773 | 1.4683 "| 0.6623 -* 57.90 10 5.79 
(6) | 72.3490 | 2.3125" 0.4945 1227.07 10 122.71 
(7) | 103.0973 | 1.4400 ** -0. 6140 **| 74.76 10 7.48 
(8) | 72.0447 0.7313 ** |- 1.10084 ** 415. 44 10 41. 54 
(9) | 94.1600 0.3109 -0.4569 | 868.88 10 86.89 
(10) | 1312824 - 1. 1999 ** | -0.7246** | 175.74 10 17.57 
(1) | 48.1936 |1. 6959°° | 0.6569" | 0.2500 48.1 9 5.35 
(12) 71.6482 | 1. 4519** |0. 0461") -0.2365 | 47.94 9 5.33 
(13) | 111.6844 | 1.0519 ** -0.4100°* >| -0. 6428 ** | 50. 84 9 5. 65 
(14) | 203. 6418 —0. 9234 ** | -1. 4480 ** | -1.5570** | 73.82 9 8.20 
(15) 62.4052 |1.5511(*) | 0.5101 0. 1019 0. 1441 47. 86 8 5.98 





显然 ， 这 种 方法 计算 量 很 大 。 如 果 有 10 因子 的 话 ， 就 将 要 建立 2" -1 = 1023 个 
方程 ， 而 在 实际 问题 中 ， 有 10 因子 是 很 普遍 的 。 这 种 方法 的 主要 优点 ， 是 它 不 会 漏 
掉 最 好 的 回归 方程 。 下 面 要 介绍 的 其 他 三 种 方法 ， 则 都 不 具有 这 种 性 质 。 此 外 这 种 方 
法 还 使 人 们 有 可 能 发 现 某 些 仅 次 于 最 优 的 回归 方程 。 

方法 2: 从 包含 全 部 变量 的 回归 方程 中 ， 逐 次 剔除 不 显著 的 因子 。 

在 本 例 中 ， 首 先 建立 方程 (15) ， 然 后 对 偏 回归 平方 和 最 小 的 因子 x, 作 显 著 性 检 
验 。 因 不 显著 ， 故 剔 去 ， 重 新 建立 包含 x, ,za ,xs 的 方程 (12) ， 再 重复 上 述 的 检验 ， 
找 出 偏 回归 平方 和 最 小 的 zx ， 检 验 后 不 显著 ， 加 以 剔除 ， 再 重新 建立 方程 (5) ， 在 方 
程 (5) 中 所 有 因子 都 是 显著 的 。 于 是 就 采用 这 一 方程 。 

当 所 考虑 的 m 个 因子 中 不 显著 的 变量 不 多 时 ， 利 用 这 种 方法 通过 不 多 的 几 步 就 
可 以 得 到 最 后 方程 。 但 在 m 个 因子 中 包含 有 大 量 不 显著 的 因子 时 ， 则 由 于 一 开始 就 
要 计算 包含 全 部 自 变量 的 回归 方程 (而 多 元 回归 的 计算 量 是 随 着 自 变量 个 数 的 增多 而 
迅速 增加 的 ) ， 再 加 上 需要 剔除 的 因子 很 多 ， 所 以 在 这 种 情形 下 ， 用 这 种 方法 就 不 是 
很 恰当 的 。 

方法 3: 从 一 个 自 变量 开始 ， 把 变量 逐步 引入 回归 方程 。 

先 计算 各 个 因子 与 y 的 相关 系数 ， 将 其 中 绝对 值 最 大 的 一 个 因子 x 引入 方程 ， 得 
方程 (4)。 对 回归 平方 和 进行 检验 ,结果 显著 。 然 后 找 出 余下 的 因子 中 与 y 的 偏 相关 系 
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数 〈 除 去 xs 的 影响 ) 最 大 的 那个 因子 x, ， 经 偏 回归 平方 和 检验 ， 结 果 显 著 ， 将 其 引 人 
方程 ， 得 到 方程 (7) 。 再 找 余下 的 因子 中 与 у 偏 相关 系数 (除去 xs д, 的 影响 ) 最 大 的 x, ， 
经 检验 显著 ， 引 进 后 得 方程 (12) 。 最 后 х, 经 检验 是 不 显著 的 ， 就 不 再 引入 。 

这 种 方法 的 缺点 是 ， 它 不 能 保证 最 后 所 得 的 方程 中 所 有 因子 都 是 显著 的 。 这 是 由 于 
各 变量 之 间 存 在 着 相关 关系 ， 致 使 在 引入 新 变量 后 ， 原 有 的 变量 就 不 一 定 再 是 显著 的 
了 。 例 如 ， 在 方程 (12) 中 ，x 就 不 再 是 显著 的 。 而 且 偏 相关 系数 的 计算 也 比较 麻烦 。 

方法 4: 逐步 回归 分 析 方 法 。 

逐步 回归 分 析 方法 的 基本 步骤 如 下 : 将 因子 一 个 个 引入 ， 引 入 的 条 件 是 该 因子 的 
偏 回 归 平方 和 在 没有 进入 方程 的 其 余 因 子 当 中 为 最 大 且 是 显著 的 。 同 时 ， 每 引入 一 个 
新 因子 后 ， 在 新 的 方程 基础 上 ， 再 在 已 进入 方程 的 因子 中 找 出 偏 回归 平方 和 最 小 的 一 
个 并 作 检 验 。 如 不 显著 ， 则 将 其 剔除 ， 就 是 说 每 一 步 (引入 一 个 变量 或 剔除 一 个 变量 
作为 一 步 ) 的 前 后 ， 都 要 作 Е 检验 ， 直 至 最 后 没有 显著 的 变量 可 以 引 和 人， 也 没有 不 显 
著 的 变量 需 剔除 为 止 。 这 方法 又 称 双重 检验 的 逐步 回归 。 

在 逐步 回归 法 中 ， 需 要 注意 的 一 点 是 ， 要 求 引入 自 变量 的 显著 性 水 平 a РЕЯ 
除 自 变量 的 显著 性 水 平 ca ， 否 则 可 能 产生 * 死 循环 " 。 也 就 是 当 as > au 时 ， 如 果 某 
个 自 变量 的 显著 性 P 值 在 与 aw 之 间 ， 那 么 这 个 自 变量 将 被 引入 、 剔 除 、 再 引入 、 
再 剔除 ……' 循 环 往复 ， 直 致 无 穷 。 逐 步 回归 的 具体 计算 方法 可 参见 有 关 文 献 。 


第 四 节 非 线 性 回归 


前 面 几 节 中 讨论 了 线性 回归 问题 ， 即 总 体 回归 方程 是 线性 的 情形 。 但 在 实际 问题 
中 ， 常 常 遇 到 回归 方程 为 非 线性 函数 的 情况 ， 例 如 ， 水 文 计算 中 ， 设计 洪峰 流量 О 
与 流域 面积 之 间 的 经 验 公 式 0 = СР 就 是 个 非 线性 函数 。 本 节 仅 就 一 元 非 线性 回归 
问题 ， 讨 论 其 参数 估计 。 

一 元 非 线性 回归 方程 参数 估计 的 常用 方法 有 以 下 几 种 。 

一 、 线 性 化 方法 

线性 化 方法 是 建立 一 元 非 线性 回归 方程 最 简便 最 常用 的 方法 。 这 种 方法 是 通过 对 
变量 作 适 当 变换 ， 将 原 变量 的 非 线性 关系 转化 为 新 变量 的 线性 关系 ， 建 立 起 线性 回归 
方程 ， 然 后 再 还 原 为 原 变量 之 间 的 曲线 回归 方程 。 

要 把 一 个 非 线性 回归 问题 转化 为 线性 回归 ， 首 先 要 确定 非 线性 函数 的 类 型 ， 然 后 
再 考虑 能 否 通 过 变量 变换 的 方法 使 之 线性 化 。 确 定 非 线性 函数 的 类 型 ， 可 以 根据 专业 
知识 和 经 验 确定 ， 也 可 以 通过 数学 方法 估 出 。 下 面 列 出 一 些 常用 的 非 线性 函数 的 线性 
化 变换 ， 如 果实 测 数 据 的 散 点 图 大 致 围绕 下 列 的 某 一 曲线 散布 ， 就 可 采用 与 之 相应 的 
变换 ， 使 之 转化 为 线性 问题 。 


(一 ) 双 曲线 上 =a+ 卫 型 
ht 


如 图 9 -5 977, Фи= 1,0-1, ДИВ 


1 
у 
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(Va>0,6>0 (b)a>0,5<0 
图 9-5 


(二 ) 指数 曲线 y =се" 
如 图 9-6 所 示 , 令 w=lIny,v=x,bo =lnc， 则 得 





u=bo+bv 
Е. | 
0 = = 0 = 
<а)5>0 (b)b<0 
图 9 -6 


(三 ) 指 数 曲 线 y=ce* 型 
如 图 9 -7 所 示 ， Фиш = = ше, ДИЗ 
и= 0 + 


у} 








(а)5>0 (Cb)5<0 


(29) ЖА у = cx* 型 
如 图 9 一 8 所 示 , 令 x=lgy,p=lgx,b =lgc， 则 得 
wu=bo+bv 
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(2)6>0 (bb<0 


(五 ) 对 数 曲线 y=bo +blgx 型 
如 图 9 -9 所 示 , 令 w=y,v=lgx， 则 得 


u=bo+bv 
У yh 
0 一 一 -一 二 0 А 
= = 
| | 
<а)5>0 (b)6<0 
图 9-9 
1 
六 )5S = 一 -一 
5 向 线 了 Рту 


如 图 9- 10 所 示 ， Фи 1те", 则 得 





и= +0 
=. 直接 最 小 二 乘法 
类 似 于 建立 线性 回归 方程 的 方法 ， 根 据 *,y 的 原 
始 观测 数据 (x ,7 Саза) о Сану), ， 依 据 最 小 二 er 


乘 原理 ， 直 接 寻 求 方程 中 未 知 参 数 的 最 小 二 乘 估计 。 
设 回 归 方 程 为 (x,a,b) ， 其 中 a,b 为 未 知 参数 ， 记 总 误差 平方 和 为 


Q= - 9 = У Лана 
АВЕ (4.5) =min 的 人 ,了 作为 0,6 的 信 计 值 ， 称 为 线性 最 小 二 和 法 。 
令 
да 
20 =0 
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可 得 到 正规 方程 组 。 例 如 ， 对 于 双 曲 线 方程 y=a + 女 ， 正 规 方程 组 为 


(20У (и -«-#)=0 
ТЕ 
对 于 非 线性 回归 ， 由 于 回归 方程 f(x,a,6) 是 非 线 性 函数 ， 其 正规 方程 组 一 般 是 
超越 方程 ( 即 非 代数 方程 ) ， 不 能 用 代数 方法 求解 ， 只 能 用 数值 解法 ， 和 迭代 计算 出 其 
近似 解 。 
三 、 二 步 法 
线性 化 方法 和 直接 最 小 二 乘法 是 建立 曲线 回归 方程 的 基本 方法 。 前 者 计算 方 
便 ， 但 误差 较 大 ， 而 且 这 种 方法 只 能 保证 对 变换 后 的 回归 方程 满足 总 误差 平方 和 最 
小 ， 而 不 能 保证 还 原 后 的 回归 方程 的 误差 平方 和 最 小 ; 后 一 种 方法 精度 较 高 ， 但 计 
算 量 太 大 ， 必 须 利用 计算 机 才能 完成 。 二 步 法 是 将 两 种 方法 结合 起 来 使 用 ， 渴 望 得 
到 较 好 的 结果 。 具 体 方法 是 先 用 线性 化 方法 求 出 曲线 方程 线性 化 过 程 中 无 须 变换 的 
参数 的 最 小 二 乘 估计 ， 再 用 直接 最 小 二 乘法 求 线性 化 过 程 中 的 必须 变换 的 参数 的 最 
小 二 乘 估计 。 
以 宕 函数 方程 y =ах' 为 例 ， 先 线性 化 ， 取 对 数 
lgy = lga + blgx 
Ф y=lgy, х7 =, a"=lga， 可 得 直线 方程 
у= а`+ х’ 


于 是 按 一 元 线性 回归 方法 ， 可 求 得 





然后 令 
0 = У 0-1)? = пів 
可 求 得 的 非 线性 最 小 二 乘 估计 
в = (о; 
以 上 介绍 的 只 是 一 些 简单 而 常见 的 曲线 回归 问题 ， 对 一 些 比较 复杂 的 或 是 多 自 变 
量 的 方程 ， 其 参数 估计 是 很 困难 的 ， 而 且 也 没有 统一 的 方法 ， 应 当 根据 具体 函数 形式 
及 观测 数据 的 情况 灵活 掌握 。 
四 、 非 线性 回归 方程 的 评价 
对 于 非 线性 回归 方程 好 坏 的 评价 ， 不 能 再 用 评价 线性 回归 方程 的 方法 ， 如 下 检 
验 ， 相 关系 数 * 的 检验 等 。 描 述 非 线性 回归 方程 与 实测 数据 间 拟 合 好 坏 的 指标 称 为 相 
关 指 数 ， 仍 记 为 R， 则 
263 





(9-154) 





式 中 残 差 平方 和 5, (у= 5)° 必须 用 还 原 后 的 曲线 回归 方程 计算 求 出 。 因 为 曲线 的 方 


向 不 定 ， 所 以 一 般 有 0<R<1。R 越 小 ， 表 明 曲 线 与 实测 数据 拟 合 越 差 ， 反 之, R 越 
大 ， 表 明 曲 线 与 实测 数据 拟 合 越 好 ， 方 程 越 具 实用 价值 。 
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я м 


两 相 邻 流域 的 同期 年 径流 模 数 (分 别 以 *,y 表示 ) 观 测 数据 如 下 : 

х: 4.13 4.26 4.75 5.38 5.00 6.13 5.81 4.75 6.00 4.38 6.50 
у: 2.75 2.88 3.00 3.45 3.26 4.05 4.00 3.02 4.30 2.88 4.67 
试 求 y 依 x 的 回归 方程 。 

某 山区 年 平均 径流 深 Y(mm) 及 流域 平均 高 程 h(m) 的 观测 数据 如 下 ， 试 建立 y 
依 h 的 回归 方程 ; 并 进行 检验 (a =0.05) 

y(mm): 405 510 600 610 710 930 1120 

hl(m): 150 160 220 290 400 490 590 

设 有 4， 两 站 的 洪峰 流量 (m/s) 资 料 如 下 ， 试 建立 两 站 洪峰 流量 的 回归 方 
程 ， 并 利用 4 站 资料 插 补 B 站 资料 。 

年 份 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 

4 站 (ms) 98 198 154 30 71 44 184 127 27 54 24 69 36 
B 站 (ms) 76 136 54 18 65 32 182 130 21 46 26 


炼 铝 厂 测 得 所 产 铸 模 用 的 铝 的 硬度 x 与 抗 张强 度 у 数据 如 下 : 
х 68 53 70 8 60 72 51 83 70 64 
у: 288 293 349 343 290 354 283 324 340 286 
Ж: (1) ўа 的 回归 方程 ; 
(2) 检 验 回归 方程 的 显著 性 ; 
(З) 预测 当 铝 的 硬度 x =65 时 的 抗 张强 度 y 值 ; 
(4) 求 a=0.05 时 ，y 的 置信 区 间 。 
设 y 为 依 变量 ，x ,x, 为 自 变量 (列表 如 下 ) , Жу х, 和 x, 的 回归 方程 。 
y: 1 3 2 5 4 
в: 0 1 3 6 8 
3 
设 某 河上 游 站 洪峰 水 位 厅 , 为 x,， 下 游 站 的 同时 水 位 Hi 为 ,， 下 游 站 的 相应 
洪峰 水 位 HF,,w 为 y(t 为 洪峰 水 位 出 现 的 时 间 )， 现 有 观测 资料 如 表 9 - 10 
所 示 。 


习 题 





(1) 试 求 y 依 x ,x 的 回归 方程 ; 
(2) 4х, =24. ббт, х, =19.20m 时 ,估计 y 值 。 


表 9-10 















































序 号 у = Ба 序 号 у Ы] а 
1 17. 58 23. 45 17.08 9 20.91 26.92 20.30 
2 КЕ 18.17 23.99 17.70 10 19. 40 24. 57 19.00 
3 18. 24 24.28 17. 55 п 20.17 25.56 19. 80 
4 20. 13 Г 25. 83 19.71 12 19. 78 24.37 19. 55 
8, 18. 33 23.04 18.10 13 ЦЕ 17.1 22.67 16. 90 
6 16. 74 22.26 16. 60 14 19. 93 25.07 19. 72 
7 19. 02 | 25.03 18. 49 15 19. 12 24. 15 18.95 
8 18. 48 23.44 18. 38 . 


9-7 某 煤矿 10 年 间 原 煤 生产 的 劳动 生产 率 *(Va) ， 产 量 x,(10 和 t) 和 据 进 进 尺 
x(km) ， 有 如 下 统计 数据 ( 表 9-11)。 




















表 9-11 
年 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
а [2.46 | 2.23 | 197 | 231 | 213 | 265 | 250 | 236 [24 | 2.0 
Ра [102 [озо | 130 | 162 = 16.5 | 1.9 | 31 | 18.1 | 207 
у 1.35 | 1.23 | 107 [ви | 1.08 | 12 [ао [12 | 12 | 10% 








试 求 y 与 x ,x, 的 线性 回归 方程 。 

9-8 研究 同一 地 区 土壤 内 所 含 植物 可 给 态 磷 的 情况 ， 得 到 18 组 数据 如 表 9 - 12 所 
示 ， 其 中 为 土壤 内 所 含 无 机 磷 浓 度 ; х, 为 土壤 内 溶 于 K,C0, 溶液 并 受 省 化 
物 水 解 的 有 机 磷 浓 度 ; x, 为 土壤 内 溶 于 KC0, 溶液 但 不 溶 于 省 化物 的 有 机 磷 
浓度 ; у 为 栽 在 20Y 土壤 内 的 玉米 种 可 给 态 磷 的 浓度 。 
Ву ул ,za ,xs 之 间 有 下 述 关系 


у = bo + х + Буца + уз + еі = 12，18 


各 =. 相互 独立 ， 均 服从 N(0,o ) 。 试 求 出 回归 方程 和 Si ,Sa。 
































ж9-10 

土壤 样本 = а >, у 

1 0.4 53 158 64 

+ 

2 0.4 23 163 60 

3 3.1 19 37 71 

4 9.6 34 157 61 

5 4.7 24 59 54 
ee 
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续 表 
土壤 样本 = = = у 
6 7 65 | 123 
1 9.4 44 46 81 
8 10.1 31 117 93 
9 11.6 29 | 173 93 
10 12.6 58 112 51 
п 10.9 十 37 111 76 
12 23.1 46 114 96 
13 23.1 50 134 7 
14 21.6 44 73 93 
15 23.1 56 168 95 
16 1.9 36 143 54 
17 26.8 58 202 168 
18 26.9 51 124 99 

















9-9 在 彩色 显 像 中 ， 根 据 以 往 的 经 验 ， 形 成 染料 光学 密度 y 与 析出 银 的 光学 密度 x 


之 间 有 下 面 类 型 的 关系 式 
y= ае? ,Ь > 0 
现 对 y 及 * 同时 作 И 次 观察 (或 试验 ) ， 获 得 11 组 数据 (y,,%x,)，(t =1 
11) ,11 组 数据 (y,,x,) 如 表 9 -13 В, Жа 及 4 的 估计 值 。 
表 9-13 
0.05 | 0.06 | оо [ою [ом Того 





х 





27, 














7 





1.29 


9-10 已 知 某 种 半成品 在 生产 过 程 中 的 废品 率 y 与 它 的 某 种 化 学 成 分 x 有 下 面 类 型 的 


关系 式 


у= bo +6, х + b,x’ 





























现 将 观察 (或 试验 ) 得 到 的 一 批 数据 ， 记 录 在 表 9 -14 中 ， 试 求 出 y 关于 * 的 回 
归 方 程 。 
表 9-14 
34 36 37 38 39 39 39 40 
у 1.30 | 100 | оз | o% | ом | 00 | ово | 05 
= 40 41 42 43 43 45 47 48 
у 0.44 | 0.5 | озо | 0.4 | 035 | 04 | ом 0.60 
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第 一 节 误差 的 基本 概念 


一 、 测 量 简 述 

人 们 为 了 认识 事物 ， 需 要 对 该 事物 的 状态 进行 测量 ， 以 获取 其 定量 特征 。 这 里 所 
说 的 测量 是 一 个 广义 概念 ， 它 是 指 运用 某 种 设备 确定 客观 对 象 量 值 特征 的 一 种 活动 。 
因此 可 以 说 ， 人 们 在 生产 和 科研 实践 中 的 各 种 计量 活动 都 属于 测量 范畴 。 例 如 ， 水 文 
测验 、 气 象 观测 等 都 是 测量 。 

由 测量 得 到 的 数值 称 为 被 测 对 象 的 测量 值 或 测 得 值 ， 而 被 测 对 象 的 实际 值 称 为 被 
测量 或 真 值 。 

测量 可 按 不 同 原 则 分 为 许多 类 型 。 例 如 ， 按 获得 测量 值 的 方法 不 同 ， 可 将 测量 分 
为 直接 测量 和 间接 测量 。 

运用 测量 设备 直接 量 得 被 测 对 象 量 值 的 测量 称 为 直接 测量 。 例 如 ， 水 文 测验 中 ， 
水 位 、 水 深 、 雨 量 、 气 温 及 测 点 流速 等 的 测量 ， 都 属于 直接 测量 。 

间接 测量 是 运用 被 测量 与 某 些 直接 测量 量 之 间 的 已 知 函 数 关 系 ， 由 直接 测量 值 ， 
计算 出 被 测量 量 值 的 测量 。 例 如 ， 水 文 测验 中 流量 及 断面 输 沙 率 的 测量 等 都 是 间接 
测量 。 

另外 ， 按 被 测 对 象 的 状态 特征 ， 可 将 测量 分 为 静态 测量 和 动态 测量 。 

对 不 随时 间 变 化 的 被 测量 的 测量 称 为 静态 测量 。 例 如 ， 对 地 面 两 点 间距 离 的 测 
量 、 地 面 高 程 的 测量 、 对 某 物 体 体积 或 重量 的 测量 等 都 是 静态 测量 。 静 态 测量 的 特点 
是 : 可 在 相同 条 件 下 ， 对 被 测量 进行 多 次 重复 测量 。 

对 随时 间 变化 的 量 进行 的 测量 称 为 动态 测量 ， 它 与 静态 测量 不 同 ， 被 测 对 象 在 某 
一 时 刻 的 状态 只 能 测量 一 次 ， 而 不 能 重复 测量 。 在 水 文 测验 中 ， 能 进行 静态 测量 的 量 
是 很 少 的 ， 绝 大 多 数 水 文 测量 都 是 动态 测量 。 

二 、 误 差 的 定义 

误差 就 是 近似 值 与 真 值 之 差 。 误 差 有 多 种 ， 如 计算 误差 、 模 型 误差 、 测 量 误差 
等 。 本 章 主要 介绍 测量 误差 。 

众所周知 ， 任 何 一 个 被 测量 都 有 一 个 客观 存在 的 真实 值 ， 这 个 值 称 为 真 值 。 测 量 
的 任务 就 是 要 测 出 这 个 真 值 。 但 是 由 于 测量 设备 、 测 量 方法 、 测 量 环境 以 及 测量 人 员 
的 技术 水 平等 的 限制 和 影响 ， 真 值 实际 上 是 无 法 测 到 的 。 实 际 测 得 的 值 一 般 都 是 近似 
值 ， 它 是 被 测量 的 近似 表达 ， 通 常 称 其 为 测 得 值 或 测量 值 。 

设 被 测量 的 真 值 为 4， 测 量 值 为 x<， 则 称 

A=x-A (10-1) 
为 测量 值 x 的 误差 。 
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应 当 注 意 ， 除 一 些 特 殊 理 论 真 值 (如 三 角形 内 角 和 等 于 180°) 外 ， 一 般 说 ， 被 测 
量 的 真 值 都 是 不 能 确定 的 。 因 此 ， 式 (10 - 1) 只 具有 理论 意义 。 在 实际 工作 中 ， 常 采 
用 约定 真 值 ， 它 是 由 国际 计量 大 会 确定 ， 并 得 到 国际 公认 的 各 种 基准 或 标准 的 指标 
值 。 例 如 ， 米 的 长 度 等 于 光 在 真空 中 1/299792458 秒 的 时 间 间 隔 内 所 经 过 的 路 程 。 许 
多 场合 ， 还 把 高 精度 方法 测 得 的 值 作为 用 低 精 度 方法 测量 的 真 值 ， 或 用 多 次 重复 测量 
的 平均 值 作为 真 值 。 例 如 ， 在 水 文 测验 中 ， 把 用 精 测 法 (多 点 、 多 线 、 长 历时 ) 测 得 
的 流量 作为 近似 真 值 ， 与 用 简 测 法 ( 少 点 、 少 线 、 短 历时 ) 测 得 的 流量 比较 。 这 类 近 
似 真 值 称 为 相对 真 值 ， 实 际 上 ， 也 是 一 种 约定 真 值 。 

三 、 误 差 的 分 类 

从 不 同 角度 出 发 ， 可 将 误差 分 为 不 同类 型 。 按 误差 的 特征 和 性 质 ， 可 将 误差 分 为 
系统 误差 、 随 机 误差 和 粗大 误差 三 类 。 

1， 系 统 误差 

通常 ， 把 在 重复 性 条 件 下 ， 多 次 测量 同一 量 时， 误差 的 绝对 值 和 符号 保持 不 变 ， 
或 在 条 件 改变 时 ， 按 一 定 规律 变化 的 误差 称 为 系统 误差 。 

按 国际 质量 技术 监督 局 颁发 的 国际 计量 技术 规范 ЈЕ 1059 一 1999《 测 量 不 确定 度 
评定 与 表示 》 中 的 定义 ， 系统 误差 是 在 重复 性 条 件 下 ， 对 同一 被 测量 的 对 象 进行 无 限 
多 次 测量 所 得 结果 的 平均 值 与 被 测量 真 值 之 差 。 即 

Е=х. -А (10-2) 
式 中 : г 为 系统 误差 ;zx。 为 无 限 多 次 测量 结果 的 平均 值 。 

这 里 所 说 的 重复 性 条 件 就 是 相同 条 件 。 这 个 条 件 使 得 对 同一 被 测量 进行 的 多 次 测 
量 结果 具有 一 致 性 ， 这 就 要 求 在 多 次 重复 测量 同一 被 测量 时 ， 所 有 影响 测量 结果 准确 
度 的 因素 ， 如 测量 方法 ,测量 设备 ,测量 环境 ， 测 量 人 员 等 ， 在 整个 测量 过 程 中 保持 
不 变 。 

产生 系统 误差 的 原因 很 多 ， 它 们 的 共同 特点 是 具有 确定 的 变化 规律 ， 因 此 系统 误 
差 也 有 确定 的 变化 规律 。 系 统 误差 的 成 因 不 同 ， 变 化 规律 也 不 同 。 按 其 变化 规律 ， 系 
统 误差 可 分 为 定 值 系统 误差 和 变 值 系 统 误差 。 按 对 误差 的 认识 程度 ， 又 可 将 系统 误差 
分 为 已 知 系统 误差 和 未 知 系统 误差 。 

定 值 系统 误差 也 称 恒定 系统 误差 或 常 差 。 其 特点 是 误差 的 大 小 和 符号 在 整个 测量 
过 程 中 保持 不 变 。 

变 值 系统 误差 是 指 在 测量 过 程 中 ， 误 差 的 大 小 和 符号 均 按 一 定 规律 变化 的 误差 。 
按 不 同 的 变化 规律 ， 又 可 分 为 线性 变化 系统 误差 、 周 期 变化 系统 误差 和 复杂 规律 系统 
误差 等 。 

已 知 系统 误差 是 指 误差 的 大 小 、 符 号 以 及 变化 规律 已 确 知 的 系统 误差 。 具 有 已 知 
系统 误差 的 测量 值 ， 可 根据 误差 的 变化 规律 进行 修正 。 

未 知 系统 误差 是 指 误差 的 大 小 、 符 号 以 及 变化 规律 不 明确 的 系统 误差。 

2. 随机 误差 

按 ПЕ 1059—1999 中 的 定义 ， 随 机 误差 是 单 次 测量 结果 与 重复 性 条 件 下 ， 对 同一 
被 测量 进行 无 限 多 次 测量 所 得 结果 平均 值 的 差 。 即 

=xi 一 Xe (10-3) 
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式 中 : 5, 为 第 次 测量 结果 л, 的 随机 误差 。 

实际 工作 中 ， 常 用 有 限 次 测量 结果 的 平均 值 x, 代替 无 限 次 测量 结果 的 平均 什 

x。， 从 而 得 出 x; 的 随机 误差 8: 的 估计 值 w。 即 
Ех, -, (10-4) 
vi 也 称 为 残 差 。 

随机 误差 具有 随机 性 ， 在 重复 条 件 下 ， 各 次 测量 结果 误差 的 大 小 和 符号 不 断 变 
化 ， 没 有 确定 规律 。 

由 随机 误差 的 特点 可 知 ， 它 也 是 一 个 随机 变量 ， 具 有 统计 规律 ， 服 从 某 种 概率 分 
布 ， 因 此 可 用 概率 统计 方法 进行 分 析 。 

3. 粗大 误差 

超出 在 规定 条 件 下 正常 误差 范围 的 大 误差 称 为 粗大 误差 ， 也 称 为 过 失误 差 或 
粗 差 。 

粗大 误差 主要 是 人 为 错误 造成 的 。 例 如 ， 采 用 错误 的 测量 方法 或 有 缺陷 的 测量 设 
#; 测量 人 员 技术 水 平 低下 或 粗心 大 意 造成 操作 错误 或 读 错 、 记 错 、 算 错 等 。 

粗大 误差 明显 至 曲 了 测量 结果 ， 属 非 正 常 测量 结果 。 含 有 粗大 误差 的 测量 值 称 为 
异常 值 。 这 种 测量 值 是 不 能 应 用 的 ， 在 分 析 和 使 用 测量 数据 时 ， 应 将 其 舍弃 。 

水 文 工 作者 习惯 称 含有 粗大 误差 的 测量 值 称 为 “突出 点 "。 这 是 因为 水 文 工 作 中 
常 要 点 绘 各 种 水 文 要 素 间 的 关系 曲线 ( 例如 水 位 流量 关系 曲线 ) ， 带 有 粗大 误差 的 点 
常常 会 明显 偏离 关系 曲线 而 突出 在 外 ， 因 此 称 这 种 点 为 突出 点 。 

对 测量 数据 中 的 异常 值 ， 必 须 认真 分 析 ， 并 尽 可 能 找 出 其 出 现 的 原因 ， 辅 以 统计 
方法 判别 。 凡 是 未 经 严格 分 析 和 判别 的 任何 测量 结果 ， 均 不 能 轻易 舍弃 。 有 了 时候， 个 
别 特殊 的 异常 值 并 不 是 测量 错误 ， 而 可 能 是 被 测量 突然 变化 造成 的 ， 分 析 这 些 数据 的 
产生 原因 ， 有 时 可 能 有 新 的 发 现 。 例 如 ， 水 污染 物 的 测量 时 ， 个 别 异 常 值 可 能 是 因 某 
处 发 生 了 污染 物 的 异常 排放 。 

由、 误差 的 表示 方法 

根据 不 同 需要 ， 误 差 表示 方法 有 多 种 ， 最 基本 的 有 绝对 误差 和 相对 误差 。 

1. 绝对 误差 

绝对 误差 就 是 用 式 (10 - 1) 表示 的 误差 。 绝 对 误差 表明 测量 值 偏 离 被 测量 真 值 的 
大 小 和 方向 。 绝 对 误差 为 正 ， 说 明 测量 值 大 于 真 值 ， 绝 对 误差 为 负 ， 说 明 测量 值 小 于 
真 值 。 

绝对 误差 虽然 意义 明确 ， 但 它 还 不 足以 说 明 测量 的 准确 度 。 例 如 ， 用 钢 尺 测 量 
100m 和 10m 两 段 长 度 ， 绝 对 误差 都 是 3cm， 显 然 ， 前 者 的 准确 度 要 比 后 者 高 得 多 。 

另外 ， 绝 对 误差 与 被 测量 具有 相同 的 量 纲 ， 可 用 于 评定 多 次 测量 同一 被 测量 时 ， 
各 次 测量 值 准确 度 的 高 低 ， 但 对 不 同 的 被 测量 ， 或 不 同 量 级 的 同类 被 测 对 象 ， 就 不 能 
用 它 来 评价 测量 质量 的 好 坏 了 。 

绝对 误差 加 上 负 号 称 为 修正 值 ， 即 

c=-(x-A) (10-5) 
于 是 真 值 4 等 于 测量 值 与 修正 值 的 和 ， 即 
А=с+х (10-6) 
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2. 相对 误差 
为 了 克服 绝对 误差 的 不 足 ， 在 评价 测量 结果 的 质量 时 ， 必 须 将 绝对 误差 与 被 测量 
的 真 值 作 比较 ， 这 就 引入 了 相对 误差 的 概念 。 即 


-А : 
п=4 (10-7) 


式 中 : 7 为 相对 误差 ， 常 用 百分数 表示 。 

相对 误差 不 仅 与 测量 值 的 绝对 误差 有 关 ， 还 与 被 测量 的 量 级 有 关 ， 而 且 相对 误差 
是 无 量 岗 的 ， 所 以 ， 可 用 于 评价 不 同 被 测量 之 间 测 量 质量 的 高 低 。 

对 水 文 要 素 的 测量 属于 动态 测量 ， 同 一 水 文 要 素 在 不 同时 刻 的 状态 应 视 为 不 同 被 
测量 ， 因 此 ， 在 水 文 测验 的 误差 分 析 中 ， 多 采用 相对 误差 。 


第 二 节 随机 误差 


一 、 随 机 误差 的 性 质 

随机 误差 是 由 为 数 众 多 、 相 互 独立 、 无 法 控制 ， 但 影响 微小 的 偶然 因素 造成 的 。 
因此 ， 随 机 性 是 随机 误差 的 主要 特点 。 随 机 误差 具有 以 下 性 质 ， 

(1) 对 称 性 。 随 机 误差 的 符号 可 正 可 负 ， 没 有 一 定 规律 。 但 在 大 多 数 问题 中 ， 绝 
对 值 相 等 的 正 负 误 差 出 现 的 机 会 大 致 相等 。 

(2) 有 界 性 。 随 机 误差 的 绝对 值 有 一 定 上 限 。 

(3 ) 抵偿 性 。 随 着 测量 次 数 的 无 限 增加 ， 随 机 误差 的 算术 平均 值 将 趋 于 零 。 

(4) 单 峰 性 。 除 少数 情况 外 ， 绝 大 多 数 问题 中 ， 绝 对 值 小 的 误差 比 绝对 值 大 的 误 
差 出 现 的 概率 大 。 

二 、 随 机 误差 的 概率 分 布 

鉴于 随机 误差 产生 的 原因 ， 根 据 概率 论 的 中 心 极限 定理 ， 随 机 误差 应 服从 正 态 分 
布 。 事 实 上 ， 高 斯 (C. Е. Gauss) 根据 随机 误差 的 性 质 ， 于 1809 年 导出 的 描述 随机 误 
差 统计 规律 的 解析 表达 式 正 是 正 态 分 布 密度 函数 。 因 此 ， 在 大 多 数 场合 ， 可 以 用 正 态 
分 布 研究 随机 误差 。 

并 不 是 所 有 随机 误差 都 服从 正 态 分 布 的， 有 些 情况 下 的 随机 误差 并 不 满足 中 心 极 
限定 理 的 条 件 ， 因 此 ， 除 正 态 分 布 外 ， 还 有 服从 非 正 态 分 布 的 随机 误差 。 其 中 又 以 均 
匀 分 布 比较 重要 ， 均 匀 分 布 的 性 质 在 第 二 章 中 已 经 讨论 过 。 有 些 测量 中 ， 往 往 只 能 估 
计 出 随机 误差 的 大 致 范围 ， 而 对 其 在 此 范围 内 的 分 布 完 全 未 知 ， 这 时 假定 该 误差 在 此 
范围 内 任 一 处 出 现 的 概率 相等 是 比较 合理 的 ， 而 这 正 是 随机 变量 服从 均匀 分 布 的 条 
件 。 例 如 ， 数 字 式 仪表 在 +1 个 单位 内 不 能 分 辩 的 误差 ;数字 计算 中 的 伟人 误差 等 
都 服从 均匀 分 布 。 

此 外 ， 还 有 三 角 分 布 ， 反 正弦 分 布 ， 截 尾 正 态 分布 等 。 由 于 这 些 分 布 在 水 文 误差 
分 析 中 应 用 不 多 ， 这 里 就 不 介绍 了 。 

三 、 等 精度 测量 的 标准 差 

由 于 测量 值 是 随机 变量 ， 因 此 ， 和 其 他 随机 变量 一 样 ， 可 以 用 均 方差 o 表示 
测量 值 的 取 值 对 于 真 值 的 分 散 程 度 。 在 误差 理论 中 ， 称 o 为 标准 偏差 ， 或 标准 误差 ， 
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简称 标准 差 。 

若 在 对 同一 被 测量 的 重复 测量 中 ， 各 次 测量 的 标准 差 相 等 ， 这 样 的 测量 称 为 等 精 
度 测量 。 

对 式 (10 -1) 两 边 取 方 差 得 到 

D(A) =D(X-A) =D(X) 

可 见 ， 测 量 值 的 标准 差 也 就 是 测量 误差 的 标准 差 ， 今 后 更 多 的 是 利用 测量 误差 标准 差 
这 个 术语 。 

1. 单 次 测量 的 标准 差 

设 ,和 ,xn 为 在 重复 性 条 件 下 ， 对 某 被 测量 4 的 次 测量 结果 。 根 据 数理 统 
计 知 识 ， 当 很 大 时 ， 其 算术 平均 值 * 是 真 值 4 的 最 佳 估 计量 ， 而 测量 标准 差 e 的 无 


偏 估计 近似 为 
Tos-z) /Ta 
= 815 (10-8) 
式 中 : в, 为 x 的 残 差 。 


在 误差 理论 中 ， 称 式 (10 -8 ) 为 贝 塞 尔 公式 。 

根据 抽样 理论 ，xi ,x,,…,%, 是 m 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 且 与 测量 值 X 具有 
相同 分 布 ， 因 此 ， 测 量 值 蕊 的 标准 差 也 就 是 测量 列 x, ,x,,… ,x, 中 任 一 单 次 测量 值 x 
的 标准 差 ， 也 是 各 单 次 测量 之 随机 误差 的 标准 差 ， 所 以 ， 常 把 e (或 *) 称 为 单 次 测量 
的 标准 差 。 

测量 标准 差 * 表示 了 测量 结果 对 算术 平均 值 的 分 散 程度 ， 标 准 差 小 ， 表 明 测 量 值 
中 靠近 真 值 的 测量 值 多 ， 因 而 测量 的 误差 小 ， 精 度 高 ; 标准 差 大 ， 表 明 测量 值 比较 分 
散 ， 精 度 低 。 

应 当 注意 ， 标 准 差 本 身 不 是 误差 ， 它 不 代表 某 个 具体 测量 值 的 实际 误差 ， 它 只 反 
映 测量 值 的 概率 分 布 情况 ， 它 是 反映 测量 值 分 散 性 的 指标 。 

2. 水 文 测验 误差 标准 差 

上 面 的 讨论 说 明 ， 对 满足 重复 性 条 件 的 静态 测量 ( 即 等 精度 测量 ) 而 言 ， 单 次 测 
量 的 误差 标准 差 可 用 不 同时 刻 测 得 的 一 串 测量 值 估 算 。 但 在 水 文 问 题 中 ， 大 多 数 测量 
都 是 动态 测量 ， 各 种 水 文 要 素 的 测量 都 不 具 重复 性 。 因 此 ， 水 文 要 素 的 单 次 测量 标准 
差 不 能 通过 对 同一 被 测量 的 重复 测量 值 来 确定 ， 只 能 运用 不 同时 刻 的 测量 资料 推 求 。 
而 水 文 要 素 不 同时 刻 的 测量 值 属于 不 同 被 测量 的 测量 值 。 现 在 的 问题 是 ， 用 不 同 被 测 
量 的 测量 值 计算 的 标准 差 在 什么 条 件 下 才 可 作为 在 重复 性 条 件 下 ， 同 一 被 测量 误差 的 





标准 差 呢 ? 

首先 分 析 用 不 同 被 测量 的 测量 值 系列 与 用 同一 被 测量 的 重复 测量 值 系列 计算 的 误 
差 标准 差 之 间 的 关系 。 

В лула, еол, 为 在 时 刻 4 ,ts，,…,t, 测 得 的 某 水 文 要素 的 测量 值 。 设 想 在 时 刻 е, 


对 该 要 素 的 状态 重复 测量 т 次 ， 得 到 测量 值 x ,x,,，，,… ,x,,，， 设 t 时 刻 该 水 文 要 素 的 
真 值 为 4 ， 则 # 时刻 重复 测量 值 的 平均 值 
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== ТУ», i = 1,2,6, (10-9) 
х, 可 作为 А, 的 估计 值 。 
于 是 测量 值 xv 的 相对 误差 为 
Dy ,i122 ј=1,2,,т (10-10) 
这 些 相对 误差 可 排列 成 下 列表 式 
时 刻 相对 误差 
1 та 712 т ТТ 
所 та та 77 т (10-11) 
如 Ma 2 Tom 
Зоо 时 刻 重复 测量 相对 误差 的 平均 值 为 万 :， 相 对 误差 方差 为 5 ， 则 
УЕ 1 (10-12) 
5, = Ў 08 12, (10-13) 
Зол УУНУ ЕНУ ЕЗ ВИН 7,, п 个 时 刻 测量 相对 误差 方差 为 8 ， 则 
% = TD mj 12m (10-14) 
Б = т (10-15) 
显然 ，5,, 为 第 i 个 被 测量 单 次 测量 的 标准 差 ，5, 为 用 不 同 被 测量 的 一 次 测量 值 计算 的 
标准 差 。 
记 
р А 2 
9-5 (10-16) 
21 Е 
$ = „5,5 (10-17) 
若 假定 
52 = (10-18) 
9 Я ная = 5 (10-19) 
则 可 以 证 明 
5: (1-р,) =52(1 -р.) (10-20) 


式 中 : р, 为 任意 两 时 刻 不 同 被 测量 重复 测量 值 间 相关 系数 的 平均 值 ; 5. 为 在 重复 测量 
中 ,任意 两 次 测量 的 个 不 同 被 测量 值 ( 即 任意 两 纵 列 ) 间 相关 系数 的 平均 值 。 

从 式 (10 -20) 看 到 ， 只 当 任意 两 时 刻 重 复 测量 值 互 不 相关 ( 即 万 =0) 及 在 重复 测 
量 中 任意 两 次 测量 列 ( 纵 列 ) 互 不 相关 ( 即 Pp. =0) 时 ， 才 有 5, = 5。。 现 行 水 文 误差 分 析 
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中 ， 都 是 采用 不 同时 刻 测量 值 计算 的 误差 标准 差 代 蔡 任 一 时 刻 测量 值 误差 标准 差 .这 
意味 着 上 述 条 件 被 假定 成 立 ， 而 这 又 意味 着 认为 不 同时 刻 水 文 要 素 测量 值 相对 误差 标 
准 差 相等 。 
3. 平均 值 的 标准 差 
简单 随机 样本 的 算术 平均 值 是 随机 变量 数学 期 望 的 最 佳 估 计量 ， 其 标准 差 o; 的 
估计 值 为 
$: => (10-21) 


式 中 : 为 样本 容量 ; 5, 为 随机 变量 下 标准 差 e 的 估计 值 。 

在 重复 性 条 件 下 ， 被 测量 的 ”个 测量 值 就 是 测量 值 工 的 简单 随机 样本 ， 因 此 
其 标准 差 亦 如 式 (10 – 21 ) 所 示 。 此 时 5, 就 是 单 次 测量 的 标准 差 。 

一 般 来 讲 ， 测 量 次 数 越 多 ， 平 均值 越 接近 于 真 值 ， 测 量 结果 的 精度 越 高 。 但 当 
n>20 时 ，5: 随 n 减 小 的 速度 很 慢 ， 而 增加 测量 次 数 ， 就 要 增加 人 力 物力 。 所 以 提高 
测量 精度 不 能 只 靠 增加 测量 次 数 ， 还 应 设法 改善 测量 设备 和 测量 方法 ， 以 减 小 各 次 测 
基 的 误差 。 在 水 文 测验 中 ， 一 般 取 n=20 ~30 为 宜 。 

4. МИНЖ 

测量 误差 主要 有 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 随机 误差 ， 另 一 部 分 是 没有 完全 消除 的 系 
统 误差 。 对 于 随机 误差 部 分 ， 通 常用 估计 其 界限 ， 即 确定 一 个 上 界 的 办 法 来 解决 ， 这 
个 上 界 ， 称 为 极限 误差 ， 简 称 为 限 差 ， 也 称 为 随机 误差 的 不 确定 度 。 

所 谓 测量 的 极限 误差 ， 是 指 测量 结果 ( 单 次 测量 值 或 多 次 重复 测量 的 算术 平均 
值 ) 不 超过 该 值 的 概率 为 P， 并 使 超过 该 值 的 概率 1 -p 很 小 ， 可 以 忽略 。 

极限 误差 A 的 值 可 根据 测量 标准 差 S、 误 差 的 概率 分 布 及 要 求 的 置信 概率 р 确 
定 ， 一 般 令 

Am = 5 (10-22) 
上 由 误差 分 布 及 置信 概率 p 确定 。 

测量 实践 表明 ， 绝 大 多 数 随机 误差 都 是 服从 正 态 分 布 的 ， 即 使 测量 中 存在 非 正 态 
分 布 的 随机 误差 ， 它 们 对 测量 的 综合 影响 也 往往 使 总 随机 误差 接近 正 态 分 布 。 因 此 ， 
在 确定 极限 误差 时 ， 一 般 可 利用 正 态 分 布 。 

水 文 测验 中 ,通常 取 置 信 概 率 p = 95. 0% ， 此 时 丰 = 1.96， 极 限 误差 为 Ai = 
1.965 =2. 05° 

四 、 非 等 精度 测量 的 标准 差 

若 在 重复 测量 中 ， 各 次 测量 的 标准 差 不 相 等 ， 则 称 之 为 非 等 精度 测量 。 

非 等 精度 测量 问题 通常 在 两 种 情况 下 遇 到 。 一 种 是 由 于 测量 次 数 不 同 而 引起 的 非 
等 精度 测量 。 若 在 相同 条 件 下 ， 对 某 被 测量 进行 了 т 组 重复 测量 ， 若 各 组 的 测量 次 
数 不 相 等 ， 则 各 组 平均 值 的 标准 差 就 不 相等 。 当 用 这 т 个 平均 值 推 求 被 测量 的 近似 
值 时 ， 测 量 值 *, ,x,,…,*, 就 是 非 等 精度 的 。 另 一 种 情况 是 由 测量 条 件 改变 而 引起 的 
非 等 精 测量 。 例 如 ， 测 量 过 程 中 采用 不 同 设备 ， 改 变 测量 方法 ， 更 换 测量 人 员 ， 改 变 
测量 环境 等 ， 都 会 使 各 测量 值 的 精度 发 生变 化 。 

设 x ,x,，,… ,x 为 n 次 非 等 精度 的 独立 测量 值 ， 且 x; ~N(a,o?) 分 布 ， 则 (x,， 
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ж 5777,8,) 的 联合 概率 密度 


Lai = Анна, 
= (22) (До) ә у, С =) 0) (10-23) 
这 就 是 被 测量 真 值 а 的 似 然 函数 。 ии. ети 的 最 佳 估 计量 x 为 
ЫР 5/5 2 (10-24) 
Я] о: 的 无 偏 估 计量 52 代替 о? 可 得 到 元 的 实用 计算 公式 
Tm/ 
(ух (10-25) 
为 便于 计算 ， 可 将 上 式 分 子 分 母 同 乘 一 常数 ， 并 记 p, 为 
р = §, ен (10-26) 
于 是 式 (10 -25) 可 写成 | 
я Хр Bn, (10-27) 


由 式 (10-26) 可 知 ，P, 75, 成 反比 ， 即 测量 值 的 标准 差 越 小 ， 相 应 的 p 值 越 大 ， 
而 由 式 (10 -27) 看 到 ，P 越 大 的 测量 值 ， 在 计算 时 所 占 的 比重 就 越 大 。 这 就 是 说 ， 精 
度 高 的 测量 值 ， 在 平均 数 中 占有 较 多 的 份额 ， 精 度 低 的 测量 值 在 平均 数 中 占有 较 少 的 
份额 。 故 称 忆 为 测量 值 x; 的 “ 权 ”。 而 称 式 (10 - 27 ) 为 加 权 平均 值 公式 。 显 然 ， 若 各 
测量 值 的 精度 相同 ， 则 p, =p, =… =p,， 于 是 式 (10 -27) 退 化 为 算术 平均 公式 。 

需要 指出 的 是 ， 权 本 身 是 无 量 纲 的 ， 它 只 反映 各 测量 值 间 的 相对 可 靠 程度 。 又 由 
式 (10-27) 看 到 ， 若 各 测量 值 的 权 同时 扩大 或 缩小 同一 倍数 ， 对 各 测量 值 间 的 相对 
关系 没有 影响 ， 也 不 影响 平均 值 的 计算 结果 。 

容易 证 明 , х 是 a 的 无 偏 估计 量 。 而 对 式 (10 -24) 等 号 两 边 同时 求 方差 ,再 以 5? 
代替 of， 以 号 代替 只 ， 可 得 非 等 精度 测量 加 权 平 均值 的 标准 差 


= АУ = (10-28) 


当知 道 非 等 精度 测量 中 每 个 测量 值 的 标准 差 时 ， 可 用 式 (10 – 28) 计算 加 权 平 均 
值 * 的 标准 差 。 但 有 时 ， 只 知道 每 个 测量 值 的 权 ( 多 数 场合 要 根据 经 验 确定 ) ， 而 不 
知道 它们 的 标准 差 ， 这 时 就 无 法 用 式 (10 -28) 计 算 x 的 标准 差 了 。 

为 了 仍 能 用 式 (10 -28) 计 算 的 标准 差 ， 先 解释 c? 的 意义 。 

由 式 (10 一 26) 可 得 到 

Pp1S? =р,8 =" =р,82 = с? (10-29) 
由 此 ， 可 以 把 c 看 成 为 某 个 权 P =1 的 测量 值 (可 能 是 菜 个 实际 测量 值 ， 也 可 能 是 
一 个 假想 测量 值 ) 的 方差 。 误 差 理论 中 ， 称 等 于 1 的 权 为 单位 权 ， 而 称 与 之 相应 的 方 
差 为 单位 权 方 差 。 因 此 ，c? 就 是 单位 权 方差 。 如 能 确定 测量 值 的 权 ， 并 求 出 o: 的 估 
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计量 ， 则 可 由 5 -= 过 代入 式 (10-28)， 就 可 以 求 出 加 权 平 均值 * 的 标准 差 了 。 为 


此 ， 在 函数 式 (10 -23) 中 ， скот, жЕ Ка, ШИ с 的 似 然 方程 ， 从 
而 可 求 得 зне, о 可 得 到 c 的 无 偏 估计 量 
En 一 元) (10-30) 





а п- ЕТ 
пао - 28) 中 的 8:， 可 得 到 非 等 精度 测量 ， 各 测量 值 标准 差 未 知 时 ， 计 算 
ЕЕ 


(10-31) 





根据 非 等 精度 测量 值 形成 的 原因 ， 各 测量 值 权 的 确定 方法 分 为 两 种 ， 若非 等 精度 
测量 是 由 于 测量 条 件 改变 而 形成 的 ， 则 各 测量 值 的 权 通常 根据 经 验 确 定 ; 若非 等 精度 
测量 值 是 由 相同 条 件 下 ，m 组 不 同 测 次 的 重复 测量 值 的 平均 值 形成 ， 则 可 取 各 组 测量 
次 数 作为 相应 组 平均 值 的 权 。 人 各 组 内 的 测量 标准 差 都 相等 ， 设 记 为 8? ， 











则 各 组 平均 值 的 标准 差分 别 为 5;, = -3_ = 05, = 一， 这 里 ,nm ,my，…， 
п 是 各 组 的 测量 次 数 ， 代 入 式 (10 -26) 得 到 
2 п, 
р, = а гелт (10-32) 
(局 
же =59, ДИ 
pi=m, і=1,2,--,т (10-33) 


于 是 式 (10 -27) 可 写成 





(10-34) 


第 三 节 系 统 误 差 


在 实际 测量 过 程 中 ， 不 仅 存在 随机 误差 ， 而 且 还 存在 系统 误差 。 有 时 系统 误差 还 
比较 大 ， 由 于 系统 误差 不 具有 抵偿 性 ， 又 不 易 发 现 ， 因 此 ， 对 测量 结果 的 影响 比 随机 
误差 更 大 。 

产生 系统 误差 的 原因 是 多 方面 的 ， 主 要 有 测量 设备 不 够 完善 、 测 量 方法 不 够 规 
范 、 测 量 环境 不 合 要 求 、 测 量 人 员 技 术 水 平 不 高 或 操作 习惯 偏向 等 。 
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一 、 系 统 误 差 的 特点 

(1) 系统 误差 有 一 定 规律 ， 许 多 系统 误差 可 用 数学 解析 式 表 达 。 例 如 ， 线 性 变化 
系统 误差 、 多 项 式 变 化 系统 误差 和 周期 变化 系统 误差 等 。 

(2) 系统 误差 具有 重 现 性 ， 只 要 测量 条 件 相同 ， 系 统 误差 就 会 按 相同 规律 再 现 。 

(3) 不 具 抵偿 性 ， 系 统 误差 不 因 取 多 次 重复 测量 的 平均 值 而 消除 。 Е 

(4) 具 有 可 修正 性 ， 若 已 掌握 系统 误差 的 变化 规律 ， 则 可 据 其 对 测量 结果 的 影响 
规律 进行 修正 ， 以 消除 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 。 

二 、 系 统 误 差 对 测量 结果 的 影响 

І. 定 值 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 

设 xi м, ，…,ao 为 在 重复 性 条 件 下 ， 对 真 值 为 4 的 某 被 测量 进行 的 n 次 测量 结果 。 
记 测 量 中 的 定 值 系 统 误差 为 <e， 随 机 误差 为 8。 则 

xi=A+te+6, i=1,2,.,n (10-35) 

于 是 


Яп 足够 大 ， 则 5~0， 因 此 有 
x=A+te (10-36) 
这 说 明 ， 算 术 平 均值 中 含有 定 值 系统 误差 。 
另外 ， 对 残 差 有 
= -5=(А+е+б,) - (А+е+5) =6-2+8,-5=8,-5 
Жп 足够 大 ，5=~0， 所 以 有 
0,=8,,1=1,2,--:,п (10-37) 
由 此 可 见 ， 残 差 中 不 含 系统 误差 。 所 以 定 值 系统 误差 对 测量 标准 差 没 有 影响 。 
2. 变 值 系统 误差 对 测量 结果 的 影响 
由 于 变 值 系 统 误差 对 每 个 测量 值 的 影响 不 同 ， 因 此 ， 式 (10 -35) 应 为 


А+, +6. 151,2, sn (10-38) 
从 而 有 
F=A+T De + Туа = 4+ 二 + (10-39) 
当 n 足 够 大 时 , 5=0, z=4 +5， 可见， 此 时 测量 的 算术 平均 值 中 包含 系统 误差 
的 平均 值 。 
而 对 于 残 差 有 


vi=x -Я=(А+5; +5.) - (А+Е+5) 
=(а:-5) + (5, -5) 
=(2;-5) +8,, #=1,2,- п (10-40) 
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可 见 ， 残 差 中 含有 变 值 系统 误差 ， 因 而 变 值 系统 误差 不 仅 影响 测量 的 平均 值 ， 还 影响 
测量 标准 差 。 

三 、 系 统 误差 的 检测 

由 于 系统 误差 对 测量 结果 的 精度 影响 较 大 ， 因 而 检测 测量 结果 中 是 否 存 在 系统 误 
差 是 非常 重要 的 。 

对 于 随机 误差 ， 可 用 概率 统计 方法 研究 ， 但 对 于 系统 误差 尚 缺乏 普遍 适用 的 方 
法 ， 需 根据 具体 情况 分 析 。 下 面 介绍 一 些 常用 的 方法 。 

(一 ) 实 验 对 比 法 

测量 设备 不 完善 ， 或 测量 方法 不 精细 是 产生 系统 误差 的 主要 原因 。 为 鉴定 某 一 测 
量 设 备 或 测量 方法 是 否 存在 系统 误差 ， 可 将 其 测量 结果 与 精度 高 的 设备 或 方法 测 得 的 
结果 相 比 较 。 这 种 方法 不 仅 能 发 现 所 用 测量 设备 和 方法 是 否 存在 系统 误差 ， 而 且 能 准 
确 确定 系统 误差 的 数值 ， 为 消除 这 一 误差 创造 了 条 件 。 在 水 文 测验 中 常 称 这 种 方法 为 
“检定 ”， 应 用 很 广 。 例 如 ， 新 仪器 出 厂 前 的 检定 ; 仪器 使 用 一 段 时 期 后 的 检定 ; 新 
旧 或 繁 简 测量 方法 的 对 比 检定 等 。 

(二 ) 资 料 比较 法 

资料 比较 法 在 水 文 测验 误差 分 析 中 也 称 为 资料 的 合理 性 分 析 。 例 如 ， 通 过 对 水 文 
要 素 相 邻 时 段 或 相 邻 测 次 测量 数据 间 的 对 比分 析 、 各 水 文 要 素 相 互 关系 的 分 析 以 及 上 
下 游 测 站 间 的 水 量 平衡 分 析 等 ， 都 有 可 能 发 现 测量 结果 中 的 系统 误差 。 

(三 ) 残 差 观察 法 

1. 判断 定 值 系统 误差 

Ў жуул згоду 和 xyxtray тох, 是 在 两 种 不 同 条 件 下 测 得 的 某 被 测量 的 测量 序 
列 。 若 它们 分 别 含有 系统 误差 e 和 в, о 

记 不 含 系统 误差 的 测量 值 为 x: ， 则 有 


xi=x! +8, і=1,2,--,Е 
} (10-41) 

xi=x! жез, 1=#+1,Ё +2, 

则 个 测量 值 的 平均 值 为 
ЕЕ Аа, + (па, (10-42) 
残 差分 别 为 
[3 

" (10-43) 


=, 一 天 三 中 + (1 =) (= —-=,),Е=1,2,---,Ё 
= (а, е), =+1,К+2,--- „п 


式 中 : в, = 入- 和 (=1,2,…)m) 为 不 含 系统 误差 时 ， 测 量 值 的 残 差 ， 即 随机 误差。 
#0: 相对 于 в, ‚в, 很 小 ,可 以 忽略 ， 则 有 


n= (1-6) са -es) ,i120 
大 (10 -44) 
由 = 一直 (el 一 ez) ,= 大 二 1 大 十 2， 
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由 此 可 见 ， 由 于 k<n， 所 以 (1 -二 } 恒 为 正 ，- 生 恒 为 负 ， 据 此 可 得 出 结论 若 在 某 


测量 条 件 下 ， 测 量 值 的 残 差 大 小 大 致 相等 ， 并 保持 相同 符号 ， 而 在 改变 测量 条 件 时 ， 
残 差 的 符号 相反 数值 亦 大 致 相等 ， 则 应 怀疑 测量 中 存在 定 值 系统 误差 。 

例 1 测量 电感 10 次 ,前 4 次 用 一 种 标准 电感 测量 ， 后 6 次 用 另 一 标准 电感 测 
量 ， 所 得 残 差 ( 单 位 : mH) 序列 为 0.00，+0.01，+0.05，+0.07，-0.04，-0.07， 
-0.03，0.00，-0.02，-0.01。 判 断 测量 结果 是 否 存在 系统 误差 。 

显然 ， 前 4 次 测量 残 差 均 为 正 ， 后 6 次 测量 残 差 均 为 负 ， 因 此 判定 ， 测 量 中 可 能 
存在 定 值 系统 误差 。 

2. 判别 变 值 系统 误差 

若 测 量 中 存在 变 值 系统 误差 ， 则 残 差 应 满足 式 (10 -40) ， 即 

Vi=6;+(8; -8), i=1,2,°,n 
车 相对 于 系统 误差 a;:， 随 机 误差 可 和 忽略， 则 有 
0=6;-Е,і=1,2,--,п (10-45) 

于 是 有 理由 认为 : 将 测量 残 差 按 测 次 顺序 排列 ， 如 果 残 差 序列 大 小 有 规律 地 向 一 个 方向 
递增 或 递减 ， 符 号 由 正 而 负 ， 或 由 负 而 正 ， 如 图 10 -1(a) (b) 所 示 ， 则 可 判定 测量 中 
存在 线性 变化 系统 误差 。 如 果 测量 残 差 大 小 和 符号 呈 有 规律 的 周期 变化 如 图 10 - 1(c) 
所 示 ， 则 判定 测量 中 存在 周期 变化 系统 误差 。 


(a) 《b) (<) 


# 10-1 


例 2 测量 恒温 度 10 次 ,所 得 残 差 序列 为 (单位 :C) -0.06, -0.05, -0.06, 
-0.04，-0.02，0.00，+0.02，+0.06，+0.06，+0.09。 判 断 测量 中 是 否 含 系统 








显然 ， 残 差 值 基本 上 是 由 小 到 大 变化 ， 且 符号 由 负 变 正 ， 说 明 测 量 中 含有 线性 变 
化 系统 误差 。 

(四 ) 残 差 校 核 法 

由 式 (10 -40) ， 将 残 差 序列 平分 两 半 ， 则 前 半 之 和 与 后 半 之 和 的 差 为 

A= Du- Pa 
О ра 下 л 
= - У + У (2-2) - У (6 - 2) 

车 n 足够 大 ， 应 有 


В 


ё = 0, рУ = 0 


于 是 
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а= ўа -0- Ў ба-а (10-46) 


如 果 存 在 线性 系统 误差 ， 则 前 后 两 半 之 (s; - 5) 的 符号 相反 ， 因 此 ， 差 值 4 将 随 n 的 
增加 而 显著 异 于 零 。 据 此 可 判断 测量 中 是 否 存在 线性 系统 误差 。 

例 3 仍 以 便 温 箱 10 次 测 温 误 差 为 例 ， 求 得 : 

Д=( -0.06 -0. 05 -0.06 -0.04 -0.02) 
- (0.00 +0. 02 +0. 06 +0. 06 +0. 09) = -0.46 

4 显著 异 于 零 ， 说 明 测 量 中 含有 线性 系统 误差 。 

(五 ) 统 计 检 验 法 

统计 检验 法 的 基本 思想 是 在 “测量 中 不 存在 系统 误差 "的 原 假设 下 ， 检 验 测量 结果 
是 否 符合 随机 误差 的 统计 规律 。 如 果 不 符合 ， 则 说 明 测量 中 可 能 存在 系统 误差 。 假 设 检 
验 中 的 以 -检验 法 ，7 -检验 法 ，F -检验 法 及 分 布 的 检验 法 等 都 可 用 于 检测 系统 误差 。 
只 要 在 上 述 原 假设 下 ， 构 造 符合 各 有 关 分 布 的 统计 量 就 可 以 了 。 现 介绍 几 个 例子 。 

1. UV -检验 法 

若 独立 测 得 同一 被 测量 的 多 组 数据 (或 将 同一 组 数据 分 成 若干 段 ) ， 分 别 计算 得 
各 组 的 平均 值 与 平均 值 的 标准 差 为 (t „5, ),(2,,5,) ,…, (元 ,S,), 各 组 的 测 次 分 别 为 
Путь, то 为 了 判别 测量 中 是 否 存在 系统 误差 ， 只 要 检验 各 组 的 标准 差 和 各 组 的 
数学 期 望 ( 即 被 测量 的 真 值 ) 是否 有 显著 差异 就 可 以 了 。 也 就 是 说 只 要 检验 各 组 样本 
是 否 来 自 同一 总 体 就 可 以 了 。 

显然 ， 对 于 这 个 问题 的 检验 有 多 种 方法 ， 如 U -检验 法 ，7 -检验 法 ，F -检验 法 
及 方差 分 析 法 等 。 现 采用 U -检验 法 。 因 为 在 一 般 情 况 下 ， 当 不 存在 系统 误差 时 ， 测 
量 值 应 服从 正 态 分 布 ， 任 意 两 组 的 平均 值 之 差 * -五 服从 正 态 分 布 W(0,S2 ) ， 其 中 
Su = Si + 8 ， 于 是 统计 量 


и = ———1 (10-47) 


服从 正 态 分 布 W(0,1) ， 从 而 有 





Ви 53) о. 3% (10-48) 


将 实测 值 代入 式 (10 -47) ， 计 算出 и, 车 1V0| >3， 则 应 怀疑 测量 中 存在 系统 误差 。 
雷 莱 用 这 一 检验 法 ， 检验 他 用 化 学 方法 和 从 大 气 中 提取 两 种 方法 制造 的 氮气 的 平 
均 密度 p 和 标准 差 $5， 结果 发 现 了 惰性 气体 ， 是 一 个 有 名 的 例子 。 
化 学 方法 制 氨 р, =2. 29971, $, =0. 00041 
由 大 气 提取 的 氮 рь =2. 31022, $, =0. 00019 
1, -Р. || _ 0.01501 _ 





两 组 结果 差别 很 大 ， 说 明 有 系统 误差 存在 ， 在 排除 操作 技术 造成 这 样 大 的 差异 可 能 性 
后 ， 他 最 终 发 现 大 气 中 存在 惰性 气体 。 

2. 残 差 检验 法 

通过 检验 残 差 是 否 只 含 随机 误差 来 检验 系统 误差 的 方法 很 多 。 现 介绍 几 种 。 
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(1) 残 差 符号 和 检验 。 以 c; 表示 残 差 w 的 符号 ， 令 


+1， 若 w>0 
с=) -1, #1<0,1=1,2,-- в (10-49) 
0, то =0 
构造 统计 量 
с- Ў (10-50) 


则 С 是 随机 变量 ， 因 各 测量 值 相互 独立 ， 故 各 с, 也 相互 独立 ， 又 若 只 存在 随机 误差， 
则 残 差 取 正 号 和 负 号 的 概率 应 相等 。 因 此 ， 应 有 


Е(а) =1x 寺 +( -D x 寺 =0 
所 以 E(C) =0， 而 且 有 
000) =0(У, е) = [+] 


故 有 
о. = (10-51) 

若 测量 中 不 存在 系统 误差 ， 则 | C | 应 接近 零 。 若 显著 异 于 零 ， 则 不 能 排除 存在 系统 
误差 。 一 般 认为 若 | C | >2 Vn 时 ， 应 怀疑 存在 系统 误差 。 

例 4 测量 某 量 ,得 残 差 序列 如 下 ,判别 是 否 存在 系统 误差 。 

+0.27, - 0.78, +0.11, -0.71, +0.03, + 0.07, +0.08, + 0.56, 
-0.91, +0.20, +0.96, +0.86, -0.60, -0.90, –0.17, —0.03 

м 


16 
с= Ус =9-7=2 
я 
2 =2 V16 =8 


121 <8， 故 不 应 怀疑 测量 中 存在 系统 误差 。 
(2) 相 邻 残 差 符号 积 和 检验 。 构 造 统计 量 


в 5а (10-52). 
НЫ с, 如 式 (10 -49) 所 示 。 若 с, 与 ci 同 号 ， 则 积 为 +1; с ус, #8, ДИЮ 
-1; 而 <: 与 cj, 同 号 或 异 号 的 概率 相等 ， вт, 因此 有 E(W) =0, 及 

Ров) = а 0х1 +( -1-0?x 二 =1 

故 

D(W) =п-1 (10-53) 

人 EX (10-54) 
若 不 存在 系统 误差 ， 则 | 下 | 应 接近 于 零 ， 否 则 应 怀疑 存在 系统 误差 。 一 般 取 临界 值 
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2Vn-1, 车 |W|>2Vn -1 应 怀疑 存在 系统 误差 。 
915 仍 用 例 4 中 数据 , 则 


W= Усс =8-7=1 
я 


2/1 = 2 /15 = 7.7 

1 <7.7， 故 不 能 怀疑 存在 系统 误差 。 

此 外 ， 还 有 阿 贝 检验 法 ， 阿 贝 - 赫 梅 特 检验 法 等 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 误 差 
理论 专著 。 

四 、 系 统 误差 的 消除 

为 了 保证 测量 成 果 的 质量 ， 应 尽 可 能 消除 系统 误差 。 由 于 系统 误差 与 测量 设备 、 
测量 对 象 、 测 量 方法 及 测量 人 员 的 经 验 有 关 ， 因 此 ， 消 除 系统 误差 并 没有 普遍 有 效 的 
方法 。 应 视 具体 测量 情况 确定 。 

一 般 说 ， 消 除 系统 误差 常 从 以 下 几 个 方面 着 手 。 

1. 从 产生 误差 的 根源 上 消除 系统 误差 

从 产生 误差 的 根源 上 消除 系统 误差 是 最 有 效 的 方法 。 测 量 人 员 在 实施 测量 前 ， 应 
深入 分 析 可 能 产生 系统 误差 的 因素 ， 并 拟定 出 避免 系统 误差 的 措施 ， 然 后 按 规范 规定 
操作 ， 这 样 就 能 最 大 限度 地 避免 产生 系统 误差 。 

2. 采用 修正 值 消除 系统 误差 

如 果 已 知 系统 误差 的 变化 规律 ， 则 可 根据 其 规律 对 测量 结果 进行 修正 。 例 如 ， 若 
已 知 测量 中 存在 定 值 系 统 误差 ， 则 将 测量 值 与 系统 误差 取 反 号 相 加 ， 即 可 消除 该 误差 
的 影响 。 在 水 文 测验 中 ， 当 用 悬 索 测 量 水 深 时 ， 由 于 水 流 对 悬 索 及 铅 鱼 的 冲击 ， 使 悬 
索 偏离 垂 线 ， 产 生 测 深 系 统 误差 ， 使 测 得 的 水 深 大 于 实际 水 深 ， 因 此 修正 值 (水 文 测 
验 中 称 为 偏 角 改正 数 ) 为 负 。 

3. 采用 适当 的 测量 方法 消除 系统 误差 

在 测量 过 程 中 ， 根 据 不 同系 统 误差 的 特点 ， 采 用 相应 的 技术 措施 ， 使 系统 误差 在 
测量 过 程 中 相互 抵消 ， 而 不 带 人 测量 结果 中 。 这 类 方法 很 多 ， 分 别 使 用 于 不 同 的 测量 
问题 。 水 文 测验 中 常 采用 交换 测量 法 ， 即 在 测量 过 程 中 ， 将 某 测量 条 件 相互 交换 ， 使 
产生 系统 误差 的 因素 在 两 次 测量 中 起 相反 的 作用 ， 从 而 抵消 系统 误差 。 例 如 ， 在 流速 
仪 检定 时 ， 将 标准 仪器 和 被 检 仪 器 在 比 测 架 两 端 吊 杆 上 交换 悬挂 ， 重 复 测量 ， 然 后 可 
计算 出 两 台 流速 仪 在 同一 点 上 的 流速 差 ， 这 样 可 消除 悬臂 不 等 长 产生 的 系统 误差 。 又 
如 ， 用 天 平 测量 物体 质量 时 ， 可 将 物体 与 夺 码 交换 置 于 两 臂 托 盘 中 重复 测量 ， 这 可 消 
除 两 臂 不 等 长 产生 的 系统 误差 。 


ж ж х я ж 


消除 系统 误差 之 后 ， 如 果 在 测量 结果 中 存在 与 大 多 数 测量 值 相 差 悬 殊 的 特大 值 或 
特 小 值 ， 那 么 这 类 测量 值 可 能 含有 粗大 误差 。 含 有 粗大 误差 的 数据 不 能 应 用 ， 应 于 吻 
除 ， 否 则 会 牌 曲 测量 结论 。 但 是 剿 除 这 类 数据 不 能 凭 主观 腾 断 ， 而 要 对 其 进行 深入 分 
析 ， 只 有 确认 其 属于 含有 粗大 误差 的 异常 数据 后 ， 才 能 吻 除 。 任 意 吻 除 不 属于 异常 值 
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的 偏 大 偏 小 测量 值 ， 造 成 测量 精度 高 的 假象 ， 辐 样 是 对 测量 结果 的 焉 曲 。 

为 了 查 清 这 类 可 疑 数据 是 否 含有 粗大 误差 ， 首 先 应 检查 测量 中 是 否 有 差错 。 如 肯 
定 无 差错 ， 则 应 从 某 些 特 变 因 素 方面 (如 污染 源 的 事故 排放 ， 测 量 设备 的 突然 损坏 ， 
测量 环境 的 突然 变化 等 ) 去 探索 原因 。 如 果 条 件 允 许 ， 可 以 在 相同 条 件 下 增补 若干 次 
测量 ， 以 便 取得 更 多 的 数据 进行 分 析 。 

如 上 述 方法 都 不 能 实现 ， 可 采用 统计 检验 方法 判别 。 这 类 方法 很 多 ， 其 基本 思想 
与 检验 系统 误差 相同 ， 也 是 在 “测量 中 不 存在 粗大 误差 ”的 原 假设 下 进行 的 。 下 面 介 
绍 几 个 例子 。 

1. 拉 依 达 准 则 (3c 准则 ) 

若 随机 变量 工 服 从 正 态 分 布 ， 则 P( |X -a | >39) =0. 3% 是 小 概率 事件 ， 因 此 ， 
若 某 测 量 值 的 残 差 绝对 值 |w | >3o， 则 可 认为 该 测量 值 x, 为 异常 值 。 实 际 中 ,以 5 


代替 o。 
但 由 
pe 
Ne bg ne т 
得 到 
Sn-1l= [Ta 
而 对 任意 w 第 有 
[= 
因此 有 


]w1<Swvn=-i 
可 见 ， 当 ms10 时, 恒 有 |v| <35， 此 时 ,任何 测量 值 利用 3o 准则 都 不 能 判定 为 异 
常 值 。 因 此 ， 当 nm<10 8, Зо 准则 失效 。 
2. 格拉 布 斯 准则 
设 x ,za，…xo 为 某 被 测量 的 个 等 精度 独立 测量 值 ， 且 测量 值 X 服从 正 态 分 
布 , 记 
X01) Эт (я, za xn) 
х = шах( 1 ‚м, ,***,х,) 
显然 ， 若 测量 列 中 含有 异常 值 ， 则 最 可 能 是 zx 四 或 xu。 在 xb 和 xu 都 不 是 异常 
值 的 条 件 下 ， 格 拉 布 斯 证 明 统 计量 


2-Я х-к 
By = = № Е = о (10-55) 
具有 相同 的 概率 分 布 。 对 显著 性 水 平 c， 可 求 得 临界 值 (па), Е. 


二 ў -х 
КЕЯ a 
>g(n,0)| 
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有 


检验 时 ， 以 样本 标准 差 5 代替 =， 根据 怀疑 对 象 x 利用 式 (10 -55) 计 算出 дв, 
1-Я, НЕЮ ЕК 10 -1( 格 拉 布 斯 表 ) 得 &， 若 6,>&。， 则 说 明 坟 含有 
粗大 误差 ， 则 应 于 别 除 。 

























































































表 10-1 
а а 

т, 5.0% 2.5% 1.0% ы 5.0% 2.5% 1.0% 
3 1.15 1.15 1.15 20 2.25 2.71 2.88 
4 1.45 1.48 1.49 1 2.58 2.73 2.91 
5 1.67 1.71 1.75 22 2.60 2.16 2.94 
6 1.82 1.89 1.94 23 2.62 2.78 2.96 
7 1.94 2.02 210 24 24 | 25 2.99 
8 2.03 213 22 25 266 | 28 3.01 
9 2.11 2.21 2.32 30 2.75 2.91 

10 2.18 2.29 2.41 35 2.82 2.98 

п 2.23 2.36 2.48 40 2.87 3.04 

12 29 | за 2.55 45 2.92 3.09 

13 2.33 2.46 261 50 2.% 3.13 

14 2.37 2.51 2.66 60 3.03 3.20 

15 241 2.55 2т 70 3.09 2.26 

16 2.4 2.59 2.15 80 3.14 3.31 

17 2.47 2.62 2.79 90 3.18 3.35 

18 2.50 2.65 2.82 100 3.21 3.38 

19 2.53 2.68 2.85 

3. 罗曼 诺 夫 斯 基准 则 

该 准则 是 利用 : -分 布 检 验 异 常 值 。 


为 判别 某 测量 值 x; 是 否 为 异常 值 ， 先 计算 不 含 x; 的 测量 值 的 平均 值 *' 及 标准 
差 9 ， 再 根据 测量 次 数 n 和 显著 性 水 平 g， 由 表 10 -2 查 得 上 -分 布 检验 临界 值 
К(п,а), # 





[а = | >К(п,а) (10-56) 
则 判定 x 为 异常 值 。 
检验 临界 值 K(n,a) 也 可 用 式 (10 -57) 计 算 : 
K(n,a) =t,(n-2) 15 (10-57) 
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10-2 
а а а 

" 0.01 0.05 Е 001 0.05 Ы 001 0.05 
4 11.46 49 13 3.23 2.29 2 2.91 214 
5 6.53 3.56 14 3.17 2.26 23 2.90 2.13 
6 5.04 зм 15 3.12 2.24 24 2.88 2.12 
7 4.36 2.78 16 | зо 22 25 2.86 21 
8 3.96 2.62 17 зм |220 | zs 2.85 2.10 
9 3.17 2.51 18 3.01 2.18 27 2.84 210 
10 3.54 2.43 19 3.00 2.17 28 2.83 2.09 
и 3.14 2.37 20 2.95 2.16 29 2.82 2.09 
12 3.31 233 |2 2.93 2.15 30 2.81 2.08 




















Я6 设 有 15 个 测量 数据 ，，- 1.40，- 0.44，- 0.30，- 0.24，- 0.22, 
-0.13, -0.05，0.06，0.10，0.18，0.20，0.39，0.48，0. 63，1. 01， 分 析 其 中 有 
无 异常 数据 。 

№ 计算 平均 值 与 标准 差 得 x*=0.018,5 =0. 551。 

(1) 按 拉 依 达 准则 : x = -1.40, [а -天 | =1.418 <3S， 所 以 x 不 是 异常 数 
Е, 同样 ，x，，=1.01 也 不 是 异常 数据 。 





(2) 按 格拉 布 斯 准则 ; 
11-5 | _ 10.0l8-(-L40)1 1.418 
О 20,551 =2. 574 
2:8 10-1, п=15, а =0. 05 时 , д,(л,а) =2.41, ва) > go(n,a)， 所 以 ， 
-1.40 是 异常 数据 。 


(3) 按 罗曼 诺 夫 斯 基准 则 : х7 =0.119 查 表 10 -2， 取 a =0.05,K(n,a) =2.24, 
Гау -x*| =1.519 <2.24， 所 以 ，- 1.40 不 是 异常 数据 。 

从 此 例 结果 可 以 看 出 ， 对 同一 问题 ， 采 用 不 同 的 检验 方法 ， 可 能 得 出 不 同 结论 。 
因此 ， 实 际 工作 中 ， 应 当 多 用 几 种 方法 检验 。 

检验 异常 值 的 方法 还 有 肖 维 勤 准 则 、 狄 克 示 准则 等 ， 需 要 时 ， 可 查阅 有 关 的 误差 
理论 专著 。 


第 五 节 误差 的 传递 、 合 成 与 分 配 


一 、 误 差 的 传递 

前 面 已 经 指出 ， 测 量 分 为 直接 测量 和 间接 测量 。 间 接 被 测量 是 直接 被 测量 的 函 
数 ， 由 于 直接 测 基 值 存 在 误差 ， 因 此 ， 根 据 已 知 函数 关系 ， 用 直接 测量 值 推 求 出 的 间 
接 测量 值 也 存在 误差 ， 这 两 种 误差 间 的 关系 称 为 误差 传递 。 有 时 也 称 直接 测量 值 为 输 
人 人 量 ， 称 求 出 的 间接 测量 值 为 输出 量 。 
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水 文 测验 中 有 许多 间接 测量 ， 所 以 了 解 误差 传递 基本 原理 ， 对 分 析 水 文 测验 误差 
是 很 重要 的 。 

1. 误差 传递 的 一 般 公式 

设 间接 被 测量 了 与 直接 被 测量 4, ,4,,…,4, 间 存 在 函数 关系 : 


У=ДА, ‚А» 4) (10-58) 
Же жуула уух, 为 4,4,，,…,4, 的 测量 值 ， 代 入 式 (10 -58) ， 可 得 到 了 的 测量 值 y 
y=f(x1 ,х, ‚я, ) (10-59) 


式 (10 - 58) 一 般 是 非 线性 的 ， 为 了 便于 推 求 y 的 误差 ， 需 要 将 其 线性 化 。 为 此 ， 
ЖЕНИ Усы ,za ) 在 点 (4 ,4a，…,4,) 的 邻 域内 展 成 泰 盘 级 数 ， 然 后 取 一 次 项 ， 
略 去 二 次 及 高 于 二 次 的 各 项 ， 得 到 

у= ХАА, + У (47) а-л) (10-60) 


17 \дх,/ 
(2) еса, ль, ААЫНИ, Е а 的 误差 Ar = (x -4) НОВИК 
或 灵敏 度 函数 。 
ража, ол, НИВА, 4,4,， 并 移 项 ， 即 可 得 到 间接 测量 值 y 的 误差 
уа) = У (0) 6-8) 


38 Ду=у -/(2,,2,,77,2,), Ах =, (i=1,2,…,n)， 则 有 


Ау = У (8) а (10-61) 
这 就 是 绝对 误差 传递 公式 。 它 表明 ， 间 接 测 量 值 的 误差 ， 等 于 经 缩放 后 的 直接 测量 值 
误差 的 代数 和 。 
若 记 
4= (#7) 2, (10-62) 
则 有 
Ду = Уре» 
车 以 相对 误差 表示 ， 则 有 В 
п 2 - у (а) 52а (0-63) 
记 
a 
Ss (10-64) 
т. = 
则 有 | 
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= on, (10-65) 
如 
比较 式 (10 -62) 和 式 (10 -64) ， 可 得 到 
в =, 1512,8 (10-66) 


若 以 系统 误差 s; 代替 上 列 各 式 中 的 Ax; ， 则 得 到 系统 误差 的 传递 公式 。 
917 设 y=xi +%,,xi 与 相互 独立 ， 且 分 别 有 系 统 误 差 e 和 e: ， 相 对 误差 办 
Жтт, Жу 的 系统 误差 和 相对 误差 。 


ПА, И =.8 _ 
ж а = 9.215 9 9 +1 
因此 
а д. 
вв е.а 8 
由 式 (10 -66) 得 到 
和 х 2% 21 
b =с —=——, 0, =с, — = + 
1 1 y y 1 2 у у 
а 和 1 
于 是 т = бить + ть = yh та = (ими я) 


$8 设 y=xix,,%i 与 x 相互 独立 ， 分 别 有 系 统 误差 s 和 s,， 相 对 误差 п, 和 
mm， 求 y 的 系统 误差 和 相对 误差。 


9; д; 
м аа = 
故 6; 2161 +6263 = 36 十 XI1E2 

х x 

又 6а = =1 
7 у 
5 经 

0, =с — = — =1 
һа утау 


7, = 6, +07 =" +1 
2. 随机 误差 的 传递 


为 了 推 求 间接 测量 的 标准 差 ， 对 式 (10 - 61) 两 边 求 方差， 并 注意 [站]】 为 常数， 
容易 得 到 





145 


о, = 500): +25 (20) (87 г) рыга, (10-67) 
或 
= У, 0 +2 Bsn (10-68) 
式 中 ; ры я В) 的 相关 系数 ，z, с 分 别 为 % Ба 的 标准 差 。 
对 式 (10 -63) 等 号 两 边 求 方差 ， же) > 也 为 常数 ， 即 可 得 到 随机 相对 误 
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差 的 传递 公式 
(6 на (47) О, роо 
(10-69) 
或 
с, = бо +2508 9) pij On Ow (10-70) 
жр =0, 则 有 
= (0) - аа (10-71) 
及 
ЕЕ = [о (10-72) 


若 假定 各 直线 测量 值 的 误差 为 相互 独立 的 正 态 随机 变量 ， 则 利用 式 (10 -22) №5 (10 
-71) 可 得 到 极限 误差 的 传递 公式 


Au -人 (的 A (10-73) 


019 设 y=x +x,， 且 与 % 相互 独立 ， 求 y 的 标准 差 及 相对 标准 差 。 
解 


а= 1 а= = +1 
Әх 


6, =, 9, = 
故 有 
0,= Vo +05 
~ a 
例 10 Му=хх,, Нл, ул, 相互 独立 , Ж у 的 标准 差 及 相对 标准 差 。 
解 Вы 


Е7 х; 
6, 26.1, в 2. =1 
故 有 о, = А а 


二 、 变 量 和 的 误差 传递 及 其 简化 

水 文 测验 中 经 常用 到 变量 和 的 公式 ， 例 如， 断面 面积 等 于 部 分 面积 之 和 ， 断 面 流 
量 等 于 部 分 流量 之 和 ， 断 面 输 沙 率 等 于 部 分 输 沙 率 之 和 等 。 所 以 在 水 文 测验 误差 分 析 
中 常 需 要 考虑 变量 和 的 误差 传递 问题 。 这 里 对 这 个 问题 作 一 简单 介绍 。 
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设 间接 被 测量 y 与 直接 被 测量 x, ,x,,… ,x 间 存在 关系 
y=%1 +55 十 … +5, (10-74) 
对 其 运用 相对 标准 差 传递 公式 (10 -70) ， 由 于 


故 有 
(10-75) 


ажна, етан 假定 各 站 按 补 测量 的 相对 标准 关 相 
Ж, Шо, =0,, =…=ow = 0+.， 再 假定 各 直接 被 测量 之 间 不 存在 相关 关系 ， 即 p, 
А 则 变量 和 的 相对 标准 差 传递 公式 (10 -76) 成 为 


уе (10-76) 








? 是 灵敏 系数 平方 和 的 方 根 。 
若 各 直接 被 测量 近似 相等 ， 则 式 (10 -76) 中 


уб“ т 
(10-77) 


若 直接 被 测量 中 某 一 项 的 值 特别 大 ， ни 则 


ха 
е (10-78) 


水 文 测验 中 遇 到 的 情况 绝 大 多 数 不 属 上 述 两 种 极端 情况 ,而 是 各 直接 被 测量 的 什 
既 不 相等 ， 又 不 相差 悬殊 ， 所 以 有 








5 
点 < <1 (10-79) 
% 
(10-80) 
则 
1<p<m (10-81) 


于 是 式 (10 -76) 可 写成 


с, - В (10-82) 
显然 ， 在 间接 被 测量 数目 m 一 定 和 相对 标准 差 接 近 相 等 的 情况 下 ， 当 B=1 时 ， 
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间接 被 测量 的 相对 标准 差 最 小 ， 当 B=m 时 ， 间 接 被 测量 的 相对 标准 差 最 大 ， 因 而 有 
с, 
Ут 
上 述 论证 说 明 ， 在 一 变量 和 的 测量 系统 中 ， 为 了 使 间接 被 测量 标准 差 接近 最 小 ， 
应 将 各 直接 被 测量 的 值 调整 到 近似 相等 ， 如 无 法 使 直接 被 测量 近似 相等 ， 那 么 应 在 间 
接 被 测量 相对 标准 差 的 表达 式 中 引进 不 等 权 系数 ， 以 避免 间接 被 测量 相对 标准 差 偏 小 
而 不 符合 实际 情况 。 
在 我 国 流量 测验 中 ， 曾 引进 不 等 权 系数 ， 将 式 (10 -82) 写成 
с, 


== (10-84) 


<0, <an (10-83) 





并 对 а 作 如 下 估计 
а <а<1 (10-85) 


式 中 : 去 为 由 个 直接 被 测量 值 的 平均 值 ， x 为 各 直接 被 测量 值 中 的 最 大 值 。 
显然 有 


а= (10-86) 


应 当 注 意 ， 在 实际 工作 中 不 能 单纯 追求 误差 标准 差 最 小 ， 因 为 这 涉及 到 误差 平衡 
问题 。 例 如 ， 在 水 道 断 面 测量 中 ， 为 使 部 分 面积 相等 ， 各 次 测 流 中 的 测 深 垂 线 位 置 就 
要 频繁 变动 ， 这 就 可 能 增 大 测 宽 的 误差 。 而 且 由 于 为 了 追求 部 分 面积 相等 ， 有 可 能 在 
一 些 本 应 布设 测 深 垂 线 的 河床 地 形 转 折 点 上 未 布设 垂 线 ， 增 加 了 部 分 面积 的 测量 误 
差 。 因 此 ， 实 际 工作 中 应 注意 各 测量 环节 的 协调 和 平衡 ， 以 免 顾此失彼。 

三 、 误 差 的 合成 

由 于 影响 测量 结果 的 因素 很 多 ， 因 此 ， 在 测量 中 可 能 同时 存在 多 个 系统 误差 和 随 
机 误差 。 例 如 在 流量 测量 中 ， 就 包含 水 深 测量 误差 ， 水 面 宽 测量 误差 ， 流 速 测量 误差 
以 及 测 深 垂 线 代表 性 误差 等 ， 而 这 每 一 项 误差 中 又 包含 各 自 影响 因素 产生 的 误差 。 因 
此 ， 如 何 把 各 单项 误差 综合 起 来 ， 确 定 测量 结果 的 总 误差 ， 这 就 是 误差 合成 问题 。 

1. 随机 误差 的 合成 

设 某 测量 中 有 个 随机 误差 分 量 6 ,6,,…,6,， 则 总 随机 误差 为 它们 的 代数 
和 ， 即 


У (10-87) 
若 以 残 差 表示 ， 则 有 


v= Уо (10-88) 
= 


对 式 (10 -87) 两 边 求 方差 ， 可 得 到 标准 差 的 合成 公式 


(10-89) 
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若 各 分 量 相互 独立 ， 则 有 
с,= [5 о (10-90) 


式 中 : pi 为 任意 两 分 量 间 的 相关 系数 ;cr; 为 随机 分 量 8; 的 标准 差 。 

随机 误差 标准 差 的 合成 方法 称 为 方 和 根 法 。 实 际 计 算 时 ， 用 样本 标准 差 5 К 
Жо. 

2. 系统 误差 合成 

设 测量 中 存在 上 个 已 定 系 统 误差 1,e,,…,s;， 且 它们 相互 独立 ， 则 合成 已 定 系 
统 误差 = 为 各 单项 系统 误差 的 代数 和 。 即 


== Sa (10-91) 


实际 测量 中 ， 大 部 分 已 定 系统 误差 在 测量 过 程 中 都 已 消除 或 修正 。 未 消除 的 已 定 
系统 误差 只 有 少数 几 项 ， 它 们 被 合成 后 ， 可 用 于 对 测量 结果 进行 再 修正 。 所 以 测量 最 
终结 果 中 一 般 不 应 含有 已 定 系统 误差 。 

对 于 未 定 系统 误差 ， 由 于 不 了 解 其 变化 规律 ， 通 常 把 它 作为 随机 变量 看 待 ， 并 假 
定 它 在 某 一 范围 ( - ei,e,) 内 服从 均匀 分 布 或 正 态 分 布 。 其 合成 标准 差分 别 按 以 下 公 
式 计算 。 

(1) 均 名 分 布 合 成 法 。 设 有 7 个 分 别 在 ( -e;,e) 内 服从 均匀 分 布 的 未 定 系统 误差 ， 
则 总 未 定 系统 误差 的 标准 差 为 

= и: (10-92) 


(2) 正 态 分 布 合成 法 。 obs КИЙН 总 未 定 系统 误差 的 标准 
差 为 


= ха (10-93) 


р( [е о =p (10-94) 
式 中 : & 为 相应 于 置信 概率 p 的 置信 系数 ， 即 满足 式 (10 - 94) МА; 为 总 未 定 系 
统 误差 。 
3. 总 未 定 系 统 误差 标准 差 与 总 随机 误差 标准 差 的 合成 
车 已 知 测量 值 总 随机 误差 标准 差 5, 和 总 未 定 系统 误差 标准 差 5,， 则 总 标准 差 


5 为 
= VS +52 (10-95) 
四 、 误 差 的 分 配 


间接 测量 中 ， 常 常 遇 到 这 样 的 情况 ， 即 预先 对 间接 测量 结果 у 的 精度 提出 一 定 要 
求 。 例 如 ， 规 定 y 的 标准 差 不 得 超过 某 数值 ， 如 何 控制 各 直接 测量 值 的 误差 ， 使 它们 
的 综合 结果 满足 对 у 的 精度 要 求 ， 这 就 是 误差 分 配 问题 。 

由 于 系统 误差 可 以 修正 ， 因 此 ， 这 里 只 讨论 各 直接 测量 值 相互 独立 时 ， 随 机 误差 
标准 差 的 分 配 问题 。 
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в,= (а 0, (10-96) 


由 于 直接 被 测量 及 传递 系数 都 是 未 知 的， 因此 ， 式 (10 - 96) 的 解 不 唯一 。 实 际 
中 一 般 用 下 列 方法 解决 。 

1. 按 相等 效应 原则 分 配 

相等 效应 原则 是 认为 各 直接 被 测量 的 测量 误差 对 间接 被 测量 误差 的 贡献 相等 ， 即 


假定 
(el ca (80), 
将 其 代入 式 (10 -96) 可 解 得 





按 式 (10 -71) 应 有 





љ 1 > 
,< ни 10-97 
с; [如 ( ) 
ах), 
若 以 绝对 误差 限 表示 ， 则 有 
全 < 各 而 1,2 а (10-98) 
axijo 


计算 中 ， 可 大 体 估 计 出 各 直接 被 测量 的 值 ， 从 而 确定 传递 系数 。 经 计算 后 ， 如 满足 
式 (10 -96) ， 则 认为 分 配合 理 ， 如 不 满足 该 式 要 求 ， 再 调整 传递 系数 ， 直 至 满足 要 
求 为 止 。 
若 设 直 接 被 测量 的 真 值 为 c ,a,,… ,a,， 间 接 被 测量 的 真 值 为 a,， 则 用 а, ЖА 
(10 -96) 的 两 端 ， 并 写作 
Lo _ lon 1 
па па, а а, 


а, дх, 


(10-99) 


式 中 ，ow/a = 1, у 的 相对 标准 差 ， (2-2), а, 可 写成 ( н, | 
于 是 式 (10 -99) 可 写成 


< 1 
(88) " 
这 就 是 用 相对 标准 差 表 示 的 误差 分 配 公式 。 
2. 按 测量 难 易 分 配 
在 实际 测量 中 ， 按 相等 效应 原则 分 配 误差 可 能 会 出 现 不 合理 的 情况 ， 这 是 因为 ， 
按 此 原则 计算 出 的 误差 中 ， 有 的 在 测量 中 容易 实现 ， 有 的 测量 中 可 能 难以 做 到 ， 或 者 
为 了 达到 要 求 ， 必 须 采 用 价格 较 贵 的 高 精度 设备 ， 或 付出 较 多 的 劳动 。 但 由 式 (10 - 
98) ， 式 (10 -99) 和 式 (10 - 100) 看 到 ， 按 相等 效应 原则 求 得 的 各 直接 被 测量 测量 值 
的 允许 误差 是 不 相等 的 ， 因 此 ， 在 实际 测量 中 可 作 适 当 调 整 ， 使 测量 中 难以 做 到 的 误 
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差 项 适当 扩大 允许 误差 ,易于 达到 的 误差 项 尽 可 能 缩小 允许 误差 。 调 整 后 再 按 分 配 公 
式 计算 间接 被 测量 的 总 误差 ， 如 不 满足 要 求 ， 可 再 次 调整 ， 直 到 合理 为 止 。 
Я 要 求 测量 流 过 约 100 电阻 的 电流 的 绝对 误差 限 Au 大 1mA。 当 电阻 两 端 电 
压 约 100V 时 ， 试 选择 适当 的 电阻 与 电压 测量 仪 ， 以 保证 电流 的 测量 误差 不 超过 Au。 
м ”由 欧姆 定律 





1= 6 -5У,В) 
ЗЕ Д,,Дь 为 测量 电压 和 电阻 的 误差 限 ， нии. 有 
А 1'_1x10” 











= =7. 07(шУ) =7. 07 х107°(У 
(0) EL (mV) х107*(У) 
ЕА 10 
Аъ 1 _ 1к10 0 707 х10- 00) 
"(2 42190 
ӘК), 


选 量程 为 100V 的 电压 表 ， 则 该 电压 表 的 额定 相对 误差 yy 必须 达到 


n= 85 100% = =7.07x10-3(% ) 
即 ， 所 选 电压 表 在 100V 档 时 ， 精 度 不 应 低 于 7/100000。 如 果 按 Д, =0. 707 х107°0 
选择 欧姆 表 ， 则 在 100 档 时 精度 不 应 低 于 

т х100% =7.07 х10-(% ) 


8р 7/100000. 
如 果 采 用 数字 电压 表 ， 其 误差 可 保证 不 超过 ImV， 大 大 低 于 允许 误差 7. 07mV。 因 
此 ， 适 当 降低 对 欧姆 表 精 度 要 求 ， 同 样 可 达到 保证 电流 测量 误差 不 超过 lmA 的 要 求 。 
按 式 (10 -73) 得 电流 的 极限 误差 为 


EX 


= (е), (е), 


(К) 547 – (В) 54у 
А, = 2 
(У), 


将 R =100, (И), =100У, Д, =1mV, Д, = њу 代 人 上 式 得 到 
Ar~99.5x10 30 


Е д, 得 


ть -各 х100% =0. 01% 
即 选择 精度 不 低 于 万 分 之 一 ива нт. 
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第 六 节 测量 的 不 确定 度 


一 、 不 确定 度 的 定义 

由 于 测量 误差 的 存在 ， 使 得 测量 值 或 经 数据 处 理 得 到 的 最 终 测量 结果 都 只 是 被 测 
量 真 值 一 种 估计 。 如 何 评价 这 种 估计 的 质量 好 坏 是 一 个 值得 研究 的 问题 。 

在 20 世纪 90 年 代 以 前 ， 人 们 一 直 采 用 “测量 误差 "来 表征 测量 结果 质量 的 高 低 。 
然而 ， 由 于 误差 只 是 一 个 理论 概念 ， 实 际 中 是 很 难 确定 其 真 值 的 。 事 实 上 ， 测 量 误差 
的 取 值 并 不 固定 ， 而 是 在 一 定 范围 内 波动 的 ， 从 而 使 测量 结果 存在 显著 的 不 确定 性 。 
显然 ， 若 在 相同 条 件 下 ， 用 不 同方 法 或 设备 对 同一 被 测量 进行 多 次 测量 ， 如 果 一 种 测 
量 的 测量 值 波动 幅 度 小 ， 取 值 比较 集中 ， 则 测量 的 不 确定 性 就 小 ， 测 量 的 精度 就 高 。 
反之 ， 若 另 一 种 测量 的 测量 值 波动 幅 大 ， 取 值 比较 分 散 ， 不 确定 性 就 比较 大 ， 测 量 的 
精度 就 低 。 因 此 ， 用 不 确定 性 大 小 来 衡量 测量 质量 的 高 低 是 一 个 比较 合理 的 指标 ， 这 
就 是 人 们 引 和 人 “不 确定 度 " 概念 的 理由 。 

测量 的 不 确定 度 定义 为 表征 合理 地 赋予 被 测量 之 值 的 分 散 性 与 测量 结果 相 联系 的 
参数 。 这 个 定义 可 解释 为 : 测量 不 确定 度 表示 由 于 测量 误差 的 存在 ， 使 得 被 测量 的 值 
不 能 肯定 的 程度 。 也 有 人 把 不 确定 度 理解 为 表征 测量 结果 的 可 信 程 度 ， 或 理解 为 被 测 
量 真 值 所 在 的 可 能 范围 ， 或 表示 测量 值 分 散 程度 的 指标 。 不 管 哪 种 解释 ， 其 本 质 都 是 
一 致 的 。 

测量 不 确定 度 是 与 测量 结果 相 联系 的 参数 ， 因 此 ， 没 有 测量 就 没有 不 确定 度 。 一 
个 完整 的 测量 结果 ， 不 仅 应 给 出 被 测量 的 最 佳 估计 值 ， 还 应 给 出 测量 的 不 确定 度 。 例 
如 ， 一般 把 测量 结果 记 为 x+u,， 或 (x -wu,x+u) ， 其 中 x 为 测量 值 ，w 为 不 确定 度 。 

二 、 不 确定 度 与 误差 的 关系 

不 确定 度 是 以 误差 理论 为 基础 建立 起 来 的 新 概念 ， 它 与 测量 误差 一 样 ， 都 是 评价 
测量 结果 质量 高 低 的 重要 指标 ， 但 是 它们 又 有 明显 的 区 别 。 

(1) 测 量 误差 是 测量 结果 与 真 值 的 差 ， 是 一 个 确定 值 ， 或 正 或 负 ， 表 示 测 量 结果 
偏离 真 值 的 大 小 。 而 不 确定 度 表明 测量 结果 的 分 散 性 ， 永 远 取 正 号 ， 它 以 测量 值 分 布 
区 间 的 半 宽 表示 ， 因 此 ， 它 是 一 个 区 间 。 

(2) 真 误差 是 一 个 理想 概念 ， 不 能 确切 知道 。 如 果 知 道 近似 真 值 ， 则 可 用 误差 的 
反 号 对 测量 值 进行 修正 。 不 确定 度 是 描述 误差 分 布 的 参数 ， 不 是 某 个 测量 值 的 误差 ， 
因此 ， 不 能 用 它 修正 测量 结果 。 

(3) 测 量 误差 是 由 测量 得 到 的 ， 不 是 由 分 析 得 到 的 。 而 不 确定 度 则 可 以 根据 实 
验 、 资 料 、 经 验 等 信息 进行 分 析 评定 得 到 ， 它 与 人 们 对 被 测量 的 性 质 ， 影 响 测量 结果 
的 因素 以 及 测量 过 程 等 的 认识 程度 有 关 。 

(4) 误差 按 性 质 分 为 随机 误差 和 系统 误差 。 而 不 确定 度 评定 时 ， 一 般 不 必 区 分 其 
性 质 。 

三 、 不 确定 度 的 分 类 

不 确定 度 的 表示 方法 有 下 列 几 种 。 
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1. 标准 不 确定 度 
以 标准 差 表示 的 不 确定 度 称 为 标准 不 确定 度 。 按 标准 差 的 不 同 确定 方法 ， 标 准 不 
确定 度 又 分 为 4 类 不 确定 度 和 B 类 不 确定 度 。 
根据 测量 数据 ， 利 用 各 种 计算 标准 差 的 统计 公式 计算 出 的 不 确定 度 称 为 4 类 不 
确定 度 。 
采用 统计 分 析 方法 间接 求 得 标准 差 的 不 确定 度 称 为 B 类 不 确定 度 。 此 类 不 确定 
度 没有 统一 的 评定 方法 。 须 根据 测量 资料 、 实 践 经 验 以 及 各 种 与 测量 有 关 的 信息 分 析 
得 出 。 有 时 还 须 进 行 实验 。 
标准 不 确定 度 一 般 用 符号 и 表示 。 根 据 定义 ， 应 有 u =s。s* 为 测量 的 标准 差 。 
当 测量 结果 是 由 若干 个 其 他 量 的 值 求 得 时 ， 按 其 他 各 量 的 方差 或 协 方差 算得 的 标 
准 不 确定 度 称 为 合成 标准 不 确定 度 。 统 一 规定 以 u. 表示。 
2. 扩展 不 确定 度 
由 于 一 倍 标准 差 所 对 应 的 置信 水 平 仅 为 68. 3% ， 因 此 ， 还 规定 测量 不 确定 度 也 
可 以 用 标准 差 的 若 于 倍 表示 ， 这 种 不 确定 度 称 为 扩展 不 确定 度 ， 统 一 规定 用 大 写 U 
表示 。 即 
U=kS=ku (10-101) 
式 中 : 人 称 为 包含 因素 ， 也 称 为 覆盖 因素 。 
若 知道 测量 值 的 概率 分 布 ， 则 扩展 不 确定 度 有 时 也 用 一 定 置信 水 平 P 下 ， 被 测量 
4 的 置信 区 间 的 半 宽 表 示 。 若 记 相 应 于 置信 概率 bp 的 不 确定 度 为 由 ， 则 有 
р=р(х-и, <A<x+u,) (10-102) 
式 中: и, = ри, и, 为 合成 标准 不 确定 度 ， 即 测量 的 标准 差 ， 一 般 取 k=2 或 3。 
误差 可 以 用 绝对 误差 和 相对 误差 表示 。 不 确定 度 同样 可 以 用 绝对 值 和 相对 值 表 
示 。 若 被 测量 4 的 标准 不 确定 度 为 x， 则 相对 标准 不 确定 度 и 


и = (10-103) 
四 、 自 由 度 
在 不 确定 度 评定 中 ,为 了 说 明 不 确定 度 评定 的 可 靠 性 ， 应 给 出 评定 中 的 自由 度 。 
所 谓 自由 度 ， 是 指 在 计算 测量 标准 差 时 ， 和 的 项 数 与 约束 条 件 之 差 。 例 如 ， 在 计算 n 
个 数 的 平均 值 时 ， 一 旦 平均 值 确定 ， 则 只 有 n -1 个 数据 可 以 自由 变动 ， 另 一 个 数 必 
须 满足 也 x， = nx = 0 这 个 约束 条 件 ， 因 此， 自由 度 »=n -1。 
不 确定 度 与 自由 度 w 的 关系 是 
„= е (10-104) 
式 中 ; c(z) 是 不 确定 度 “的 标准 差 。 
现 证 明 如 下 : 若 测量 值 * 服从 正 态 分 布 N(4,o?) ， 则 统计 量 (” -1)5*/o? 服 从 自由 
度 w=n -1 的 X 分 布 。 其 中 5? 为 样本 方差 ，n 为 样本 容量 。 根 据 X 分 布 的 性 质 有 
22$] =) =2, 
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解 得 
20“ 
($?) 
而 D(S )=~4S2D(S) 
ЦК о, ИН 





__ 29 _ 1TD(S)12_ 1га($) 1" 
"= 2l 5 ] => 5 ] 

式 中 : o(5) 为 样本 标准 差 的 标准 差 。 

以 代替 s 即 得 到 式 (10 - 104) 。 由 式 (10 -104) 看 到 ， 对 一 定 的 ,ol(w) 傅 小， 
则 自由 度 w 傅 大， 而 o(w) 小 说 明 w 的 分 散 性 小 ， 估 计 精 度 高 。 可 见 自由 度 愈 大 ,不 
确定 度 估计 得 愈 可 靠 。 

当 采 用 扩展 不 确定 度 时 自由 度 应 按 下 式 计 算 
-多 2) (10-105) 
式 中 :U 为 扩展 不 确定 度 ; 0, 为 置信 概率 为 p 时 ，U 的 置信 区 间 的 半 宽 ( 即 为 U 的 扩 
展 不 确定 度 ) ; А, 为 相应 的 包含 因子 。 

若 扩 展 不 确定 度 的 标准 差 为 S(U) 则 

Uy =kyS(U) 

将 这 些 符号 代入 式 (10 -104) 即 可 解 得 式 (10 – 105). 

不 确定 度 用 于 评价 测量 结果 的 可 靠 性 ， 而 自由 度 用 于 评价 不 确定 度 的 可 靠 性 ， 因 
此 ， 自 由 度 也 是 衡量 测量 结果 质量 高 低 的 间接 指标 。 

五 、 不 确定 度 的 合成 

1. 标准 不 确定 度 的 合成 

设 间 接 被 测量 7 与 直接 被 测量 a; „а, ,…,a。 间 存 在 函数 关系 

F=f(a а, an) 

已 知 直 接 测 量 的 不 确定 度 ww ,wu,,…,u,。 由 于 标准 不 确定 度 的 值 就 是 测量 值 的 标准 差 ， 
因此 ， 只 要 将 标准 差 传递 公式 (10 ~ 67) 中 的 标准 差 符号 改 用 不 确定 度 符号 ， 就 得 到 
间接 测量 的 不 确定 度 计算 公式 了 。 即 


и,(у) = 5,08) +25 (2 2) (2) рач (10-106) 


147 





记 
=| (区 |“= tel (10-107) 


u(y) = [5 +2 Ура иди, (10-108) 


и. Ау я, 引起 的 标准 不 确定 度 分 量 ; и 。(7 ) 为 合成 标准 不 确定 度 。 
ее. Вр, =0, ДЖ 


则 式 (10 — 106) 可 写成 
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“00 м, (10-109) 

合成 标准 不 确定 度 的 自由 度 称 为 有 效 自由 度 ， 记 为 xr， 若 各 标准 不 确定 度 分 量 的 自 
由 度 为 后， 则 有 效 自由 度 用 式 (10 ~ 110) 计 算 

r= вт (10-110) 


у 








2. 扩展 不 确定 度 的 合成 

若 各 直接 测量 值 的 不 确定 度 以 扩展 不 确定 度 U, = Ки, 表示 时 ， 合 成 扩展 不 确定 度 
按 下 列 方 法 计算 。 

设 合成 标准 不 确定 度 为 u.(y) ， 若 选 定 相应 于 一 定 置 信 水 平 的 置信 系数 为 4， 则 
测量 的 合成 扩展 不 确定 度 为 V.(y)= hu.(y) ， 则 由 式 (10 -68) 和 式 (10 -101) ， 可 得 


Uy) = 6 Be +2 У руси, 


由 于 Wil ne 





于 是 有 
ОТ (10-111) 
这 就 是 扩展 不 确定 度 合成 公式 的 基本 形式 。 
жп 
И, =, (10-112) 


则 式 (10 -110) 可 写作 


(10-113) 





若 各 直接 被 测量 的 误差 分 量 互 不 相关 ， 则 式 (10 - 111) 及 式 (10 - 113) 化 为 


U.(y)=& [7% (10-114) 
及 Оу) =k AEA (10-115) 


应 当 指出 ， 在 确定 上 述 各 式 中 的 置信 系数 于, 及 ,h,…,k 时 ， 总 扩展 不 确定 度 与 
各 分 项 扩展 不 确定 度 应 具有 相同 的 置信 水 平 。 一 般 说 来 ， 各 误差 分 量 的 概率 分 布 不 一 
定 相同 ， 因 此 各 分 项 的 置信 系数 也 不 一 定 相等 。 若 假定 各 分 项 均 服从 正 态 分 布 ， 则 合 
成 的 总 误差 也 服从 正 态 分 布 ， 因此， 对 相同 的 置信 概率 ,， 必 有 =k = =… А, 
这 样 , 式 (10 111)、 式 (10 一 113) 、 式 (10-114) 及 式 (10 -115) 分 别 化 为 简单 形式 





(10-116) 





ciU)’ +2 У piscic UD, 
1 
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Б) 题 





un /EE +26040, (10-117) 
U.(y) = [У (10-118) 
及 О.(у) = ти (10-119) 


#12 设 扩展 不 确定 度 分 量 VU, =3.6,1, =3, 0, =1, 0, =4.2 由 10 个 测量 值 按 贝 
塞 尔 公式 给 出 5， 有 И, =35， 试 按 :分 布 给 出 由 两 者 合成 的 总 扩展 不 确定 度 及 有 效 自 
由 度 。 

解 由 式 (10-105) 得 0, 的 自由 度 

ГИ)? 32/3.6Y _ 
"=2(%) =2(1) =5 

按 置 信 概 率 p =99% 和 自由 度 v, =58， 由 1 分布 表 查 得 t。=2.66， 则 包含 因子 =1, 
=2.66， 由 此 得 到 标准 不 确定 度 


0, _ 3.6 
ш = = 6 = 1.35 
不 确定 度 分 量 0, 的 自由 度 为 z =n -1=10 -1=9， 其 标准 不 确定 度 为 
0, 4.2 
И, == =9- 8 =1.4 


因此 ， 合 成 标准 不 确定 度 为 
иг. Ми +щ = (1.357 +1.4 =2 
有 效 自由 度 为 
и 24 
= A La 148738 
ЗА: 589 
查 :上 分布 表 ， 当 置信 概率 P=99% ， 自 由 度 vy =33 В}, 1, =2.74， 则 得 合成 扩展 不 确 
定 度 为 





О = и, =1,и, =2. 74 х2 =5.5 
> 题 


10-1 称 量 范围 为 900kg 的 台秤 ， 其 称 量 误差 限 为 +2kg， 称 量 范 围 10kg 的 台秤 ， 其 
误差 限 为 +0. 05kg， 哪 台秤 精度 高 ? 

10-2 对 某 量 重复 测量 15 次 ,结果 为 2.74, 2.68, 2.83, 2.76, 2.77, 2.71, 2.86, 
2.68, 3.05，2.72，2.78，2.75，2.76，2.75，2.79。 试 判断 其 中 是 否 有 蜡 
常数 据 。 

10-3 设 测量 数据 *; 的 残 差 为 v.， 权 为 p,， 试 证 明 о; =w Vp 的 权 为 1。 

10-4 已 知 测量 人 员 有 眼睛 的 瞄准 误差 服从 [- ,ae] 内 均匀 分 布 ， 求 测量 人 员 腊 准 误差 
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Е На 





10-5 


10-6 


10-7 


10-8 
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6 落 在 (-o,a) 之 内 的 概率 。 

已 知 单 次 测量 的 标准 差 S = 0. 12， 至 少 应 在 相同 条 件 下 重复 测量 多 少 次 ， 才 
能 使 平均 值 * 的 标准 差 不 超 过 0. 047 

用 己 高 弦 长 法 测量 圆 的 直径 忆 〈 见 图 10 -2) ， 直 接 测 量 马 高 h 和 弦 长 /， 然 


后 利用 公式 D = +h 计算 D。 若 测 得 h，! 及 其 系统 误差 e УЖ В =50mm， 
в, = -0.1mm, = 500тт, ғ; = 1 тт, Ж До 
证 明 测量 值 的 残 差 w 与 算术 平均 值 * 的 相关 系数 r= – 





п-1 


1 





10-2 910-3 


用 图 10 -3 方法 测量 河道 水 面 宽 D， 测 得 基线 ! 及 角度 a 后，D = Папа, 47% 
线 测量 误差 可 忽略 不 计 ， 测 角 误差 以 弦 度 表示 ， 一 般 取 Да =0.00083 弧度 。 


取 测 角 标 准 差 ，S( a) = 1а, 求 当 a=60° 及 75° 时 ， 河 宽 测 量 值 D 的 相对 误 
差 及 相对 标准 差 。 


第 十 一 章 随机 过 程 简 介 


第 一 节 ”随机 过 程 的 基本 概念 


前 面 所 研究 的 随机 现象 ， 基 本 上 可 由 一 个 或 几 个 随机 变量 来 描述 ， 但 在 许多 实际 
问题 中 ， 常 常 需要 研究 某 些 随机 现象 的 发 展 变化 过 程 ， 这 就 需要 研究 一 族 随 机 变量 。 
先 看 几 个 例子 。 

例 1 ”观测 某 断面 的 水 位 。 设 X(t) 表示 该 断面 每 年 + 时刻 的 水 位 ， 则 对 某 一 固定 
的 +,，X(t) 是 一 随机 变量 ,: 变动 时 ， 就 得 到 一 族 随机 变量 。 

$2 设 X(:) 表 示 某 电话 交换 站 在 每 天 上 时 刻 以 前 接 到 的 呼唤 次 数 。 显 然 ， 对 某 
ог, ХО) 是 一 个 随机 变量 ， 随 着 : 的 连续 变动 ， 这 里 涉及 的 也 是 一 族 随机 
变量 。 

例 3 设 X(1) 为 菜市 日 平均 气温 ,1 为 日 期 , 则 X(t) 是 一 族 随 机 变量 。 

例 4 在 某 公交 站 台 ， 每 隔 0.5h 统计 一 次 上 车 人 数 ， 令 (+) 表示 第 1 次 统计 所 得 
的 人 数 ， 则 X(t) 也 为 一 族 随机 变量 。 

从 以 上 例子 可 以 看 出 ,XX(1) 是 依赖 于 一 个 变动 参数 : 的 一 族 随 机 变量 ， 因 此 
1х0) ,te Tl 是 1 的 函数 ， 称 为 随机 函数 ， 其 中 了 为 参数 :的 变化 范围 。 随 机 函数 
ХС) ,te 7| 简 记 为 X(t) 。 在 实际 问题 中 ， 参 数 : 常常 为 时 间 ， 因 此 常 称 X(1) 为 随 
机 过 程 。 当 :只 取 离 散 数值 时 ， 便 称 X(+) 为 随机 序列 或 时 间 序 列 ， 常 用 |X(n) ,n=0， 





1,2,…| 或 (i=1,2,…) 表示 。 
对 随机 过 程 |X(1) леті, ж. я, Д X(t) 是 一 个 随机 变量 ， 称 X(1) 为 随机 
过 程 在 : 时刻 的 状态 。 


随机 过 程 根据 时 间 空间 和 状态 空间 的 情况 ， 分 为 以 下 四 大 类 。 

(1) 连续 型 随机 过 程 : 其 状态 和 时 间 都 是 连续 的 。 

(2) 离 散 型 随机 过 程 : 其 状态 为 离散 型 随机 变量 ， 而 时 间 是 连续 的 。 

(3) 连 续 型 随机 序列 : 其 状态 为 连续 型 随机 变量 ， 而 时 间 是 离散 的 。 

(4) 离 散 型 随机 序列 : 其 状态 和 时 间 都 是 离散 的 。 

容易 看 出 ， 例 1 为 连续 型 随机 过 程 ， 例 2 为 离散 型 随机 过 程 ， 例 3 为 连续 型 随机 
序列 ， 例 4 为 离散 型 随机 序列 。 

随机 过 程 的 上 述 四 种 类 型 是 根据 状态 和 时 间 参 数 是 连续 还 是 离散 进行 分 类 的 ， 若 按 
照 其 统计 性 质 是 否 随时 间 变 化 来 分 类 ， 随 机 过 程 可 分 为 平稳 过 程 和 非 平 稳 过 程 。 如 果 随 
机 过 程 的 统计 性 质 不 随时 间 的 平移 而 变化 ， 则 称 之 为 平稳 过 程 ， 否 则 称 为 非 平 稳 过 程 。 

若 将 随机 过 程 按照 其 不 同时 刻 的 状态 之 间 的 联系 情况 来 分 类 ， 又 可 分 为 独立 过 程 
和 非 独立 过 程 。 各 时 刻 的 状态 相互 独立 的 随机 过 程 称 为 独立 随机 过 程 ， 反 之 ， 称 为 非 
独立 随机 过 程 。 
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此 外 ， 车 按照 随机 过 程 概率 分 布 的 型 式 
进行 分 类 ， 又 可 分 为 正 态 过 程 、 泊 松 过 程 等 。 
在 例 1 中 观测 某 断 面 的 水 位 ,X(t) 为 每 

年 1 时 刻 该 断面 的 水 位 ， 如 图 11 -1 所 示 , 设 
刁 为 5 月 1 日 8 时 ,， 则 X(5) 为 5 月 1 日 8 时 
上 述 断 面 的 水 位 ， 容 易 理解 ， 它 的 值 每 年 都 
Ж, ХО) 是 一 个 随机 变量 。%(4)， 
я, (в) ох (5) 是 随机 变量 X(44) 在 m 次 
(年 ) 试 验 中 的 取 值 。 设 志 为 6 月 1 日 10 时 ， 
ухо) 也 是 一 个 随机 变量 。 所 以 说 随机 过 
程 是 一 族 随机 变量 。 另 一 方面 ， 从 横向 看 ， 
11 如 果 对 该 断面 的 水 位 连续 观测 了 一 年 ， 即 得 

到 一 条 水 位 过 程 线 (实际 上 水 位 过 程 线 可 由 自 记 水 位 计 连 续 记录 得 到 ) 。 这 条 有 曲线 就 
称 为 随机 过 程 (1) 的 一 个 现实 ， 也 称 为 样本 函数 ， 记 为 x(t) 。 若 观测 了 34 年 (图 11 - 
1) ， 就 有 34 个 样本 函数 (1) (i= 1,2,…,34) 。 所 有 样本 函数 的 全 体 称 为 样本 空间 。 


第 二 节 ”随机 过 程 的 分 布 函 数 


一 个 随机 变量 的 统计 特性 完全 由 随机 变量 的 概率 分 布 函 数 所 确定 ，n 个 随机 变量 
的 统计 特性 完全 由 它们 的 联合 概率 分 布 函数 所 确定 。 随 机 过 程 在 任意 一 时 刻 的 状态 是 
随机 变量 ， 因 此 随机 过 程 的 统计 特性 也 完全 由 它 的 概率 分 布 函数 来 确定 。 





一 、 一 维 分 布 函数 
X(1) 是 一 个 随机 过 程 ， 对 任 一 固定 :，X(4) 是 一 个 随机 变量 ， 其 分 布 函 数 记 为 
F(x,t) =P[X(t) <x] (11-1) 
称 F(x,t) 为 随机 过 程 (1) 的 一 维 分 布 函 数 。 
СЫ нен 
ЛО) Еб) (1-2) 


ВКЛ (а, 为 随机 过 程 X(z) 的 一 维 概率 密度 函数 。 

Fi(%,t) 和 所 (x,t) 与 时 间 + 有关 。 一 维 分 布 函 数 或 一 维 概率 密度 函数 描述 了 随机 
过 程 在 各 个 孤立 时 刻 ( 状态) 的 统计 特性 。 

二 、 二 维 分 布 函数 

随机 过 程 X(2) 在 任意 两 时 刻 记 \ 的 状态 X(4) 与 X(4) 之 间 的 联系 可 用 二 维 随机 
变量 [X(4) ,X(4) ]} 的 联合 分 布 函数 描述 ， 即 

F(x хаз) РЕЖ) <, КО) <] (и -3) 

ЖЕ, (кз 1.) ОВНА, РАЗ 


300 


第 三 节 ”随机 过 程 的 数字 特征 





були) «Он 
存在 ， 则 称 户 (an и, 名 ) 为 随机 过 程 X( 1) 的 二 维 概率 密度 函数 。 

Ба олз а) 与 时 间 и ль 有 关 。 二 维 分 布 函数 比 一 维 分 布 函 数 包含 了 更 多 的 
信息 ， 它 反映 了 随机 过 程 X(1) 在 任意 两 时 刻 1 .状态 间 的 统计 关系 。 

Е. Я 

类 似 地 ， 可 引入 随机 过 程 (1) 的 维 分 布 函数 

Fm sts) РЕЖ) «ыы „ХС «ны Ce) <, ] 
(1-5) 


(11-4) 


和 n 维 概率 密度 函数 
Ба Tat и, аы (11-6) 


nn 维 分 布 函数 或 n 维 概率 密度 函数 能 够 近似 地 描述 随机 过 程 X(1) 的 统计 特性 。 
显然 , п 越 大 ， 随 机 过 程 的 统计 特性 的 描述 也 越 趋 完 善 。 

一 般 而 言 ， 分 布 函数 族 (局 ,F,,…) 完 全 地 确定 了 随机 过 程 的 全 部 统计 特性 。 例 
如 ， 要 描述 年 内 日 平均 流量 序列 的 统计 特性 ， 它 的 一 维 分 布 函数 描述 了 365 日 各 日 
平均 流量 截 口 的 统计 特性 ; 二 维 分 布 函数 描述 了 任意 两 个 日 平均 流量 截 口 之 间 的 联 
Ж; n(n<365 ) 维 分 布 函 数 则 描述 了 任意 个 日 平均 流量 截 口 之 间 的 联系 。 一 维 、 
二 维 、"…… 、 nn 维 日 流量 分 布 函 数 族 就 完全 描述 了 年 内 日 平均 流量 序列 的 全 部 统计 


第 三 节 ”随机 过 程 的 数字 特征 


虽然 随机 过 程 的 分 布 函 数 族 能 完全 地 描述 随机 过 程 的 统计 特性 ， 但 要 具体 分 析 确 
定 它 ， 往 往 是 困难 的 。 实 际 应 用 中 ， 只 要 仅仅 掌握 随机 过 程 的 一 些 数字 特征 就 足够 
了 。 随 机 过 程 的 主要 数字 特征 如 下 。 

一 、 数 学 期 望 函数 

对 于 某 固定 时 刻 上 +， 随 机 过 程 X(0) 为 一 个 随机 变量 ， 因 此 可 以 按 定义 随机 变量 数 
学 期 望 的 方法 定义 随机 过 程 的 数学 期 望 ， 即 




















ms(D = ELXCD] = алба) (1-7) 
式 中 : т, (Р е адна, 01 
称 为 随机 过 程 X(1) 的 数学 期 望 函数 ， 
有 时 也 称 为 X(t) 的 均值 函数 。 08 
т, (т) ВИН ХОП ЕЈ 。 。 == 
时 刻 的 理论 均值 ， 表 示 了 随机 过 程 在 =. 


不 同时 刻 的 摆动 中 心 (图 11 -2 中 的 粗 
线 ) 。 需 指出 ，m。( 世 是 统计 平均 (又 称 
集 平均 ) ， 与 后 面 将 引入 的 时 间 平均 概 图 11-2 


2.00) 
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念 不 同 。 
=. 方差 函数 
对 于 固定 时 刻 +， 随 机 过 程 ХС) 为 随机 变量 ， 其 二 阶 中 心 矩 为 
已 CD = ELXCD т.0090 = [sm Рада (11-8) 
Ч: 0, (0) 是 随时 间 :而 变 的 函数 ， 称 为 随机 过 程 X(1) 的 方差 函数 。 


方差 函数 的 平方 根 
0:(t) = YD,(t) (11-9) 
称 为 随机 过 程 (с) 的 标准 差 ( 均 方差 ) 函数 。 
D,(t) 和 oa,(t) 是 1 的 普通 函数 ， 描 述 了 随机 过 程 在 各 个 孤立 时 刻 上 对 于 数学 期 望 
m,(4) 的 平均 偏离 程度 。 
三 、 自 协 方差 函数 和 自 相关 函数 
若 X(4,) 和 X(t,) 为 随机 过 程 X(1) 在 任意 两 个 时 刻 t、t, 的 两 个 状态 ,f(x ,x 
t,t ) 是 相应 的 二 维 概率 密度 ， 则 称 二 阶 中 心 相关 算 
Cov(t1,t) = Е|[Х(4) ~ ms(5)][X() - т, (1) ] | 
= т) т) ДА Сы вы, из) dnd 
(1-10) 
为 随机 过 程 X(1) 的 自 协 方差 函数 ( 协 方差 函数 ) 。 它 刻画 了 随机 过 程 X(1) 在 时 刻 4 与 
t, 之 间 的 统计 联系 。 
随机 过 程 X(1) 标 准 化 协 方差 函数 称 为 自 相关 函 数 ( 自 相关 系数 ) 
обы) = 了 (п-п) 
自 协 方差 函数 和 自 相关 函数 刻画 了 随机 过 程 在 任意 两 个 不 同 状态 之 间 的 线性 相关 
程度 。 需 要 注意 的 是 ， 当 自 相关 函数 较 小 时 只 能 说 明 两 个 不 同 状态 线性 关系 较 弱 。 
例 5 设 X(1) =И+И, te[a,b]， 其 中 UV 为 相互 独立 的 正 态 N(0,1) 随 机 变 
量 。 试 求 X(t) 的 数学 期 望 、 方 差 和 自 协 方差 函数 。 
解 ” 按 定义 有 
ms(t) =E[X(t)] =E[U+ Vt] =Е[ 0] +1Е[У] =0 
D.(t) =D[X(t)] =р[0+ и] =D[U] +2р[У) =1 +2 
Сок(и ль) = Е [Ж(Ь) т, (а) АХ) т, (6) | =ELXCn)XCo)] 
=Е[ (О +) (О +0) ] =1 +42, 


四 、 互 协 方差 函数 和 互相 关 函 数 

实际 中 常 遇 到 多 维 随机 过 程 ， 即 每 次 试验 结果 要 用 两 个 或 两 个 以 上 的 随机 过 程 来 
表示 。 例 如 ， 研 究 河川 流域 的 水 量 平衡 ， 要 同时 研究 径流 、 降 水 和 蒸发 过 程 以 及 它们 
之 间 的 关系 ;进行 水 库 群 联合 调度 时 ， 要 了 解 各 水 库 的 人 流 过 程 及 其 相互 关系 等 。 下 
面 简单 介绍 两 个 随机 过 程 间 关系 的 统计 描述 。 

设 有 随机 过 程 X(t) 和 Y(t:) ， 对 任意 时 刻 所 ,二 ， 则 称 二 阶 中 心 相关 矩 
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Covsy (lit) = Е1[Х(ь) ~ mn) ПИ) – т,(2,) 11 


= [ema) у то) низу) ду 
(11-12) 
为 随机 过 程 K(2) 和 Ci) 的 互 协 方差 函数 。 它 刻画 了 随机 过 程 X(1) 在 时 刻 6 与 随机 过 
程 Y(1) 在 时 刻 4 之 间 的 统计 联系 。 
式 中 : Дун, о) 表示 随机 过 程 X(z) 和 Xi) 的 二 维 概率 密度 函数 (假设 存在 ) 。 
将 式 (11 -12) 标 准 化 可 得 互相 关 函 数 ， 即 


对 任意 时 刻 b ,ь, # 
Соу, (4,2) =0 
则 称 随机 过 程 (с) Ят Уг) 2196. ПЯ ВЕ Хг) 和 Y(1) 相互 独立 ， 则 X(z) 和 
Y(1) 零 相关 ， 反 之 不 一 定 成 立 。 但 对 于 两 个 正 态 随机 过 程 而 言 ， 两 者 是 等 价 的 。 
96 表 11 -1 给 出 了 金沙 江 屏 山 站 65 年 (1940 ~2004 年 ) 月 平均 流量 序列 的 数字 


特征 。 可 以 看 出 ， 这 些 数字 特征 是 随时 间 :变化 的 。 


表 11-1 单位 : m/s 
Гая Тал [зя [ая [5л [ея [зя [вя [оя [юя [ия [оя 








分 类 


1940 年 1760 | 1540 | 1520 | 1590 | 2430 | 4630 | 7370 | 9520 | 12000 | 5560 | 2990 | 1970 
1941 年 1440 | 1250 | 1220 | 1510 | 2330 | 6450 | 8700 | 10900 | 10000 | 6180 | 3420 | 2150 
1942 年 1600 | 1310 | 1300 | 1420 | 2070 | 3470 | 6240 | 6670 | 7790 | 4050 2780 | 1690 
1943 年 1310 | 1170 | 1120 | 1180 | 1400 | 4590 | 9080 | 6670 | 9120 | 5650 | 2700 Ес: 




















1971 年 1750 | 1490 | 1310 | 1430 | 2110 | 5200 | 7240 | 9470 | 7510 | 5960 | 3390 | 2060 
1972 年 1600 | 1340 | 1280 | 1420 | 2440 | 4390 | 7240 | 8810 | 6690 | 4520 | 2540 | 1770 
1973 年 1400 | 1240 | 1210 | 1350 | 2110 | 4900 | 5910 | 8540 | 9120 | 4950 | 3420 | 2100 
1974 年 1490 | 1260 | 1210 | 1610 | 2580 | 6880 | 13400 | 13500 | 15300 | 6900 | 3670 | 2380 

















2001 年 1940 | 1960 | 1960 | 1800 | 2320 | 7110 | 8000 | 10500 | 14900 | 8430 | 4410 | 2850 
2002 年 2300 | 1920 | 1870 | 1940 | 2530 | 4830 | 10700 | 13700 | 6410 | 5500 | 3130 | 2030 


























plti-1, 4) | 0.908 | 0.940 | 0.850 | 0.701 | 0. 474 | 0.508 | 0.382 |0. 526 | 0.458 | 0.457 | 0.699 | 0.908 
Plti-2, в) | 0.787 0. 807 | 0. 793 | 0.519 | 0.306 | 0.230 | 0.136 | 0. 226 | 0.227 | 0.357 | 0.460 | 0.746 


注 i=1,2,…,12, Жо =, вые 
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第 四 节 ”独立 随机 过 程 与 独立 增 量 随机 过 程 


一 、 独 立 随 机 过 程 
独立 随机 过 程 是 指 随机 过 程 任意 时 刻 的 状态 与 其 他 时 刻 的 状态 之 间 互 不 影响 ,也 
就 是 说 ，n 个 时 刻 的 状态 (4 ) ,X(ts) ,… ,X(t,) 是 相互 独立 的 ， 即 
plti,b) =0, 157 
如 果 随 机 过 程 X(1) № п 维 分 布 函 数 满足 


(жд, в.) = ЦА (х,,4), п22 (11-14) 


则 称 Хо) 为 独立 随机 过 程 。 由 式 (11 - 14) 可知， 独立 随机 过 程 的 一 维 分 布 函数 包含 
了 该 过 程 的 全 部 统计 信息 。 如 为 离散 的 ， 则 称 为 独立 随机 序列 。 

独立 随机 过 程 又 称 白 噪声 过 程 或 纯 随机 过 程 。 水 文 过 程 中 的 年 最 大 日 雨量 序列 、 
年 最 大 流量 序列 、 年 最 大 3 日 洪 量 序列 等 ， 可 看 作 是 独立 随机 序列 。 现 行 的 水 文 分 析 
计算 都 是 把 所 有 的 水 文 时 间 序 列 看 作为 独立 随机 序列 。 

二 、 独 立 增 量 随机 过 程 

独立 增 量 随机 过 程 是 指 在 任意 时 间 间 隔 上 过 程 状态 的 改变 并 不 影响 未 来 任 一 时 间 
间隔 上 过 程 状态 的 改变 。 设 有 随机 过 程 X(t), 记 X(t+At,t) =Х(в+ 40) -X(t)(At 
为 时 间 间 隔 ) ， 车 X(t+ At,t) 为 独立 随机 过 程 ， 则 X(1) 为 独立 增 量 随 机 过 程 。 

在 许多 问题 中 ， 常 需 研 究 某 一 时 间 间 隔 At 内 事件 4 出 现 次 数 X(1) 的 统计 规律 ， 
例如 ， 在 水 文 水 资源 学 中 研究 雨季 暴雨 出 现 的 次 数 。 显 然 ，X(1) 是 一 个 计数 随机 过 
程 。 如 果 X(t) 满 足以 下 条 件 : 

(1)X(t) 只 能 取 整 数 ， 且 X(0) =0， 即 计数 开始 时 事件 4 没有 发 生 ; 

(2)X(t) 是 独立 增 量 随机 过 程 ; 

(3) 在 充分 小 的 时 段 内 ， 事 件 4 只 能 出 现 0 次 或 1 次。 

则 可 以 证 明 ， 在 任何 一 个 时 间 间 隔 At 的 区 间 内 ， 事 件 4 发 生 大 次 的 概率 服从 参数 为 
A 的 泊 松 分 布 ， 即 

Р[Х(: + А) = К) = 
ДК X(t) 为 具有 参数 和 的 泊 松 过 程 。 


定理 设 X(t) 为 具有 参数 和 的 泊 松 过 程 ， 则 其 均值 函数 、 方 差 函 数 、 协 方差 函 
数 分 别 为 





оа: еш, 62 0,1,2, -- (11-15) 


т, (1) = At, D.(t) = № 


Cov( 6) = Amin(t ,t,) 
证 明 从 略 。 
例 7 某 水 文 站 汛期 多 年 平均 暴雨 发 生 次 数 为 4. 8 次 ， 试 计算 汛期 发 生 6 次 、10 
次 暴雨 的 概率 。 





解 发 生 6 次 暴雨 的 概率 为 


Р[Х(#+ 41,1) =6] = е7*° =0. 14 





4. 8° 
6! 
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发 生 10 次 暴雨 的 概率 为 2 
Р 
РІх(1+ 41,1) =10] = ве =0. 015 


第 五 节 平稳 随机 过 程 


一 、 平 稳 随机 过 程 的 定义 
Е ХС), ЖИ п, Же, и, ХС) № п ГВА ОЙ ДЕ. 
К, (адо, аз bstas ss) = Р, (уа БН ЖЕ +, st +) 
(11-16) 

则 X(t) 被 称 为 平稳 随机 过 程 (简称 平稳 过 程 ) ， 否 则 被 称 为 非 平稳 随机 过 程 。 

从 式 (11 -16) 可 以 看 出 ,平稳 随机 过 程 的 n 维 分 布 函 数 不 因 所 选 开 始 时 刻 的 改 
变 而 不 同 ， 即 平稳 随机 过 程 的 统计 特性 与 所 选取 的 时 间 起 点 无 关 。 也 就 是 说 ， 平 稳 随 
机 过 程 的 统计 特性 不 随时 间 上 的 变化 而 改变 。 例 如 ， 在 河流 同一 断面 上 ， 利 用 1900 
年 开始 的 相当 长 的 年 径流 系列 计算 得 到 的 年 径流 量 п 维 分 布 函 数 与 利用 任意 一 年 (如 
1920 年 ) 开 始 的 相当 长 的 年 径流 系列 计算 得 出 的 п 维 分 布 函 数 是 相同 的 。 由 于 平稳 随 
机 过 程 的 这 个 特点 ， 可 使 问题 的 分 析 计 算 大 为 简化 。 它 具有 一 系列 简单 的 特性 ， 因 而 
这 类 随机 过 程 在 实际 工作 中 得 到 了 广泛 应 用 。 

=, 平稳 过 程 的 数字 特征 

平稳 过 程 的 数字 特征 具有 以 下 特点 。 

1. 均值 平稳 

根据 平稳 过 程 的 定义 ， 当 n=1 时 ， 对 任意 7 有 

F(x,t) =F (x,t+7) 


当 7= -上 时 ， 则 有 
Р(х) =Р (ини) =F,(x,0) = Е (+) (11-17) 
同样 有 
Лбх) =f(x,t-t) 28 (5,0) = 万 (xz) (11-18) 
即 平稳 过 程 X(t) 的 一 维 分 布 函 数 及 一 维 概率 密度 都 与 时 间 ! 无 关 。 那 么 
ELX(D)]= [яда = Јал) = т, (11-19) 


从 式 (11 -19) 看 出 ， 平 稳 随机 过 程 X(1) 的 均值 函数 与 时 间 + 无 关 ， 即 其 均值 函 
т, 为 常数 。 也 就 是 说 ,平稳 随机 过 程 的 均值 平稳 。 

2. 方差 平稳 

由 前 面 有 

р.) = [к-т РА Dd = | (ет) = (1-20) 


因此 ,平稳 随机 过 程 X(1) 的 方差 函数 ол, ЖВИЕНЫ : 而 变 ， 称 为 方差 平稳 。 
3. 自 协 方差 平稳 
根据 平稳 过 程 的 定义 ， 当 n=2 时 ， 对 任意 上 有 
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Ља улаз) Дб sx sh жЕ +В) 
ФЕ=-ь, 6-0 =т (НН), ， 则 
Р (хуз) = (а ,x230,7) = (узт) (11-21) 
可 见 ， 平 稳 过 程 的 二 维 分 布 函 数 与 具体 时 间 位 置 无 关 ， 只 与 时 间 问 隔 r〈 又 称 汪 时 ) 
有 关 。 自 协 方差 函数 为 


Сока) = | [а me) Из т) У ви а) бав 


= 厂矿 人 т) о т) лит) дн, 
= Соу(т) (11-22) 
因此 , 平稳 随机 过 程 (1) 的 自 协 方差 函数 只 与 时 间 间 隔 7 有 关 ， 称 为 自 协 方差 平稳 。 


4. 自 相关 函数 平稳 
оны = = ет т) (11-23) 

式 (11 -23) 说 明 平稳 过 程 的 自 相关 函数 与 具体 时 间 位 置 无 关 ， 只 与 时 间 间 隔 т 
有 关 ， 即 平稳 随机 过 程 的 自 相关 函数 平稳 。 

现 用 表 11 -2 进一步 给 予 说 明 。 在 某 河流 断面 上 ， 年 径流 量 的 总 体 车 以 年 为 
一 组 (样本 ) ， 客 观 上 存在 着 多 组 样本 (NN 组 )。 所 有 可 能 出 现 的 样本 x (1) ,=,(#), 
жз (0) ,… 的 集合 构成 了 随机 过 程 X(1) 。 对 于 特定 的 时 间 в ,Х, = (а) ВЕЛ 
量 。 同 样 ， 和 2 =Х(ь,),Х, =Х(ь) ,…,X, =X(4,) 都 是 随机 变量 。 计 算 随 机 过 程 的 数 
字 特 征 ， 如 表 11 -2 所 示 的 最 后 几 行 。 















































表 11-2 
t й а а Бы 1, -2 29 1, 
ВВА |а аа | м2 Е яаа | ала ЕА 
第 2 #00) 2 和 аз г 和 am-1 
ВУЛ | zw ка Р = [аа | ма: |, 
随机 变量 х, х, 为 = ГР Е Е 
вю | т т. т Е та | т т, 
ож р | №: 四 = | Db: | В. 2. 
ГУЗ с Собр, Cov( ль) ,Co tn аль) „бон аи) 
自 相 关系 数 р P(t)i#j, 如 p(t,t3) ,pts 1,1) p(tn -2 st,) 











车 X(t) 是 平稳 随机 过 程 ， 则 mi =ma =… =m,,D, =, =… =D,， 协 方差 Cov(4， 
万 ) 、 自 相关 系数 p(i,s) 只 与 时 间 间 隔 志 ~t; 有 关 。 тап 中 的 月 平均 流量 序列 的 
数字 特征 随 状态 (月 份 ) 变化 ， 表 明月 平均 流量 序列 是 非 平稳 过 程 。 

三 、 平 稳 过 程 的 分 类 

平稳 过 程 可 分 为 两 类 : 一 是 严 平稳 过 程 ， 即 满足 定义 式 (11 - 16) 的 平稳 过 程 ， 
又 称 狭 义 平稳 过 程 或 高 阶 平 稳 过 程 ， 这 样 的 平稳 过 程 在 现实 中 是 没有 的 ; 二 是 宽 平稳 
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过 程 ， 即 均值 和 自 协 方差 平稳 的 过 程 ， 也 称 广义 平稳 过 程 或 二 阶 平稳 过 程 ， 在 现实 世 
界 中 宽 平稳 过 程 还 是 存在 的 ， 一 般 平稳 过 程 如 没 加 特别 指明 外 都 是 指 宽 平稳 过 程 。 在 
水 文 水 资源 中 ， 以 年 为 时 间 尺 度 的 水 文 过 程 可 近似 作为 平稳 过 程 ， 如 年 降水 量 过 程 、 
年 径流 过 程 、 年 蒸发 量 过 程 等 。 

严 平稳 过 程 一 定 是 宽 平稳 过 程 ， 而 宽 平稳 过 程 却 不 一 定 是 严 平 稳 过 程 。 但 对 于 正 
态 过 程 ， 因 其 概率 密度 完全 由 均值 和 自 相 关 函 数 确定 ， 因 而 严 平稳 与 宽 平稳 是 等 





价 的 。 
例 8 设 Y 是 随机 变量 ，E(Y) 及 D(Y) 存 在 。 试 分 别 讨论 随机 过 程 
Х, (#) =УМ Х, (1) =: 
的 平稳 性 。 
М (1) 由 于 E[X,(t)] =E(Y) 是 常数 ， 故 随机 过 程 X(t) 的 均值 平稳 。 又 由 于 
Cov(t1,t) =Е![Х, (в) -Е(У) [Х, (&) -Е(У) ]1 
=Е\Х, (в )Х, (в) -Е(У) [Х, (в) +Х, (в) ] + [Е(У) ]*} 
=Е[Х, (в), (в) ] - [Е(У) ]* =Е(У) - [Е(У) ]* =D(Y) 


为 常数 ， 因 而 ，X ( 切 是 宽 平稳 过 程 。 

(2) НТР Е[Х,(#) ] =Е(1У) = (У), ， 即 均值 函数 与 时 间 上 有 关 ， 所 以 随机 过 程 
X(t) 不 是 平稳 过 程 。 

四 、 各 态 历经 性 

前 述 的 各 状态 数字 特征 是 通过 大 量 的 样本 函数 计算 而 得 的 。 这 样 计算 的 数字 特征 
能 真实 反映 随机 过 程 的 统计 特性 。 但 在 实际 工作 中 ,往往 难以 获取 大 量 的 样本 函数 
а (#) ж (0) ,xa(t)，,…。 例 如 ， 在 水 文学 中 仅仅 有 一 个 样本 函数 (一 串 观测 资料 ) ， 如 
年 径流 过 程 、n 年 降水 量 过 程 等 。 在 这 种 情况 下 ， 能 否 用 一 个 样本 函数 来 分 析 随机 
过 程 的 统计 特性 呢 ? 

1. 平稳 过 程 的 各 态 历经 性 

理论 证 明 ， 在 一 定 条 件 下 ， 平 稳 过 程 的 一 个 相当 长 的 样本 资料 (一 个 现实 ) 可 以 
用 来 分 析 计 算 平稳 过 程 的 统计 特性 。 这 样 的 随机 过 程 被 称 为 具备 各 态 历经 性 或 遍历 
性 ， 并 称 为 各 态 历 经 过 程 。 

平稳 过 程 各 态 历经 性 ， 可 以 理解 为 在 样本 容量 很 大 的 情况 下 ， 各 个 样本 函数 都 同 
样 经 历 了 平稳 过 程 的 各 种 可 能 状态 ， 或 者 说 每 一 个 样本 函数 能 够 代表 过 程 的 所 有 可 能 
样本 函数 ， 因 而 任何 一 个 样本 函数 都 能 充分 地 反映 过 程 的 全 部 统计 性 质 ， 则 可 由 任何 
一 个 样本 函数 估计 平稳 过 程 的 统计 特征 。 图 11 - 3 给 出 的 平稳 过 程 多 (1) 就 具有 各 态 
历经 性 。 若 任 选 一 个 样本 函数 并 把 它 的 观测 时 间 延 长 ， 则 它 就 能 很 好 地 代表 平稳 
过 程 。 

需要 说 明 的 是 ， 并 不 是 所 有 的 平稳 过 程 都 具备 各 态 历经 性 ， 如 图 11 -4 所 示 ， 任 
选 一 个 现实 并 把 它 的 观测 时 间 延 长 ， 它 都 无 法 代表 平稳 过 程 X(1) 。 事 实 上 ， 从 理论 
上 去 证 明 它们 是 十 分 困难 的 ， 甚 至 往往 是 不 可 能 的 。 在 水 文 水 资源 学 中 ， 一 般 常 假定 
平稳 过 程 具 有 各 态 历经 性 ， 然 后 再 进行 分 析 计算 ， 如 结果 符合 实际 ， 则 说 明 过 程 是 各 
态 历经 的 ; 否则 ， 需 另 作 处 理 。 
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图 11-3 图 11-4 
2. 各 态 历经 过 程 的 数字 特征 
当 有 一 个 观测 时 间 较 长 的 样本 函数 ， 就 可 以 用 其 关于 时 间 的 平均 值 作为 平稳 过 程 
的 统计 平均 。 设 各 态 历经 过 程 X(t) 的 任意 一 个 样本 函数 为 x(t) (0<t<7T) ， 其 数字 特 





征 计算 如 下 : 
(1) 均 值 
т. = lim [аба (11-24) 
若 为 离散 序列 x ,x,,… ,x, 时 ， 则 
元 . = бау (11-25) 
-根据 平稳 过 程 的 各 态 历 经 性 ， 当 了 或 n 足够 长 时 , т, =m,。 
(2) 方 差 
о? (11-26) 
= а У (а-я) (11-27) 


当 了 7 或 足够 长 时 ，o =02. 
(3) 自 协 方差 


Сок, (т) = lim zh 190 -元 ][x(t1+7) -元 ]dt (10-28) 
Соу, (+) = Вв 1 (Пи -元 ) (1-29) 


当 了 或 足够 长 时 ，Cov.(r) =Cov(7)。 

(4) 自 相关 系数 

om) 00) (1-30) 

Таў п 足够 长 时 , р. (т) =р(т). 

这 样 计算 出 来 的 数字 特征 ， 称 为 时 间 平 均 。 对 于 各 态 历经 的 平稳 过 程 ， 当 7 或 
п 足够 长 时 ， 时 间 平 均等 于 统计 平均 。 如 果 得 到 的 样本 函数 不 是 上 述 形式 ， 而 是 图 
形 ， 则 可 将 图 形 n 等 分 后 进行 取样 为 x,,x,,…,x,， 再 按 上 述 公式 进行 数字 特征 
计算 。 
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第 六 节 马尔 柯 夫 过 程 


一 、 马 尔 柯 夫 过 程 的 定义 
设 随机 过 程 X(:) ， 如 果 对 任意 的 mk 和 时 刻 t <t<… <t<…<twu, 在 
Х(и) =, ХО) =, 5, Х(а,) =x 条 件 下 ，X(z, ,i) 的 条 件 分 布 函 数 满足 
авы ауы утоа att) = P(x аза | st) ,k>0 
(11-31) 
则 X(t) 被 称 为 马尔 柯 夫 过 程 ( 马 氏 过 程 )。 式 (11 -31) 右 端的 条 件 分 布 函数 
下 (xs 和 tt | xs 各) =PLX(t, ss) «жи | X(t,) =%,] (11 -32) 
表示 马尔 柯 夫 过 程 在 时 刻 i, 处 于 状态 %,， 到 时 刻 ,状态 转移 到 x, ,的 概率 分 布 ， 简 
称 为 转移 概率 分 布 。 
从 定义 知 ， 在 ,时刻 所 处 的 状态 已 知 的 条 件 下 ， 马 尔 柯 夫 过 程 在 时 刻 1,,(k>0) 
所 处 的 状态 只 与 其 在 1, 时 刻 所 处 的 状态 有 关 ， 而 与 其 在 о, 时 刻 以 前 所 处 的 状态 无 关 ， 
这 种 特性 称 为 马尔 柯 夫 过 程 的 无 后 效 性 ( 马 氏 性 ) 。 也 就 是 说 ， 过 程 “ 现 在 ”的 状态 已 
知 ， 其 "将 来 " 的 状态 与 “过 去 "的 状态 无 关 。 另 外 ， 可 以 证 明 ， 马 尔 柯 夫 过 程 的 统计 
特性 完全 由 它 的 初始 分 布 和 转移 概率 确定 。 因 此 ， 要 研究 马尔 柯 夫 过 程 ， 只 需 确定 其 
初始 分 布 和 转移 概率 就 行 了 。 
马尔 柯 夫 过 程 可 分 三 类 : 
(1) 时 间 和 状态 都 连续 的 马尔 柯 夫 过 程 ， 如 维 纳 过 程 (Weiner 过 程 ) 。 
(2) 时 间 连 续 、 状 态 离散 的 马尔 柯 夫 过 程 ， 如 散 粒 噪声 过 程 (shot поіѕе) 。 
(3) 时 间 和 状态 都 离散 的 马尔 柯 夫 过 程 ， 一 般 称 马尔 柯 夫 链 ( Markov chain) ， 又 
可 简称 为 马 氏 链 。 马 尔 柯 夫 链 是 最 简单 的 马 氏 过 程 ， 在 水 文 水 资源 学 中 有 所 应 用 。 
二 、 马 尔 柯 夫 链 
1. 基本 概念 
设 马 尔 柯 夫 链 有 т 个 状态 a ,a,，,…,a,( 如 径流 的 特 丰 、 丰 、 中 、 枯 、 特 枯 )， 记 
转移 时 刻 为 4,t。，,…,t,,…。 某 一 转移 时 刻 的 状态 为 т 个 状态 之 一 。 据 式 (11 -31) 有 
РЕХ(а, к) =ан и | XGO) =а,,Х(, 1) =a XGO) =a1] 
=P[X(t,41) =anr | X(t,) =а,) (11-33) 
式 中 : а, „а, „НИ; 其 余 符 号 含义 类 推 。 
这 里 要 求 式 (11 -33) 左 端 有 意义 ， 即 大 于 0。 记 
Pi,(n,k) =РЁХ(1, 4) =а | Х(,) =а,] ,ij=1,2,…,m;n,k 为 正 整 数 
(11-34) 
为 过 程 从 时 刻 i 处 于 状态 经 上 步 转移 到 状态 a 的 概率 。 一 般 而 言 ，Pj(n,) Ыі, 
放 ,kk 和 nn 有 关 。 当 Pij(n,k) 与 无关 (与 初始 时 刻 无 关 ) 时 ， 则 称 为 齐 次 马尔 柯 夫 链 。 
在 实际 工作 中 ， 一般 考 虑 齐 次 马尔 柯 夫 链 。 取 k=1， 则 式 (11 -34) 变 为 
Pis(1) =Р[Х(а,.,) =а; | Х(1,) =а,] (11-35) 
式 中 : piv(1) 为 一 步 转移 概率 。 
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由 一 步 转移 概率 可 构成 一 步 转移 概率 矩阵 


Pa(1) Paz(1) … Pan(1) 
РР = Ры (И) P22(1) 8 ве (1-36) 
Pra(l) Poa(1) … pn.n(1) 


У: «АЛИ <1, Ур) = 1。 


#9 不 可 越 壁 的 随机 游 动 。 

设 一 质点 在 一 线段 上 每 分 钟 发 生 一 次 随机 移动 ， 状 态 为 i1,2,3,4,5| ， 即 质点 只 
能 停留 在 该 线段 的 1,2,3,4,5 这 5 个 整数 点 上 ， 移 动 的 规则 如 下 : 

(1) 若 移动 前 在 2,3,4 处 ， 则 均 以 概率 十 向 左 或 向 右 移动 一 单位 ， 或 停留 在 
原 处 。 

(2) 若 移动 前 在 1 处 ， 则 以 概率 1 移 到 2 处 。 

(3) 若 移动 前 在 5 处 ， 则 以 概率 1 移 到 4 处 。 

解 设 X(n) 表 示 在 时 刻 n 质点 的 位 置 ， 则 X(n) 是 一 个 有 限 齐 次 马 氏 链 ， 其 一 
步 转移 概率 为 

а Ри Pia=0, ра=0, р; =0 


=1, 
р. р 1, ра, рал =0 рз =0 
ња = +, 2223, Раз =, Рок =0, раз 
1 


1 1 
Руа =0, ра=3, Рэз, Рад яз, Рз =0 
1 


|= 


Рал =0, Pia=0， ps=3, Раа, Раз = 
1 


о ы 


Рул =0, psz=0, руз =0, ра = 
它 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


ed 


ооо 
ето 
о фо 
ое 
оогто 


2. 多 步 转移 概率 
研究 马尔 柯 夫 链 ， 人 们 常 关心 经 过 多 步 (#>2) 转移 后 ， 系 统 所 能 达到 的 状态 。 
为 此 ， 需 要 讨论 多 步 转移 概率 ， 即 
Pis(k) =P[XK(bse) =а | X(t,) =а,) 
由 多 步 转移 概率 可 构成 多 步 转移 概率 矩阵 
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Pia(k) Pa(k) … pin(k) 
р® - Paa(k) р»2(Ё) … рә „ (Е) 
Рһл (Е) раз (Е) … pr.n(k) 
设 X(b) 为 一 齐 次 马 氏 链 ， 多 步 转移 概率 之 间 有 如 下 关系 
РАЮ = Ура(М)р (№) (11-37) 
АН: = М+М,М>1,№21, 
这 就 是 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 ， 也 称 马尔 柯 夫 方 程 。 
证 


pis(M+N) = Р(Х(а,.м.м) = а, | Х(а,) = а] 
РХ.) = а), Ха.) = а) 
ы Р[Х(1.) = а] 





РОО ак) = а) аха) = а) 
= РХ.) = а] 
_ < РОК) = а ХО.) = аам) = а) 
> ХО, а Хы) = а] 
РХ) = а.и) = mi] 
АХО.) =] о 
= У РІХО, м) = а; |Х(2,) =а,,Х(1.и) = а] 
ХРО) = 1) = а) 
= ХР) =а,| Х(1м) = а) хР(Х(а,.м) = а [Х(1,) = а) 


= У ра(М)р (№) 
式 (11 -37) 写成 矩阵 形式 有 


Prm = рф x pW 








特别 是 ， 当 MM=N=1 时 ,得 
Р) = рО) хро гро ]2 
一 般 地 ， 有 
Р® =[Р°? ]* (11-38) 
可 见 ， 马 氏 链 的 状态 转移 规律 由 一 步 转移 概率 矩阵 完全 决定 。 
3. 初始 概率 分 布 与 绝对 概率 分 布 
马 氏 链 在 初始 时 刻 ( 零 时 刻 ) 取 各 状态 的 概率 分 布 
Po=[Po(1),po(2),…,Po(mm)] 
为 初始 概率 分 布 。 其 中 po(i) =РІХ(0) =а,| (i=1,2,*…,m)。 
马 氏 链 在 时 刻 上 取 各 状态 的 概率 分 布 
P,=[p,(1),p,(2),…,p.(m)] 
为 绝对 概率 分 布 。 其 中 p,(i) =PLX(t) =a;]。 利 用 全 概率 公式 有 ，: 时 刻 的 绝对 概率 
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分 布 为 
P,=PoP' =Р,[РХ ]* (11-39) 

这 表明 ，t 时 刻 的 绝对 概率 分 布 完 全 一 步 转移 概率 矩阵 和 初始 概率 分 布 完 全 决定 。 

$110 表 11 -3 收集 了 桂 江 流域 中 游 控 制 站 平 乐 站 48 年 (1952 ~ 1999 年 ) 径流 资 
料 。 将 年 径流 划分 为 5 个 状态 (m =5): А, (А, 平 ， 偏 丰 ， 丰 ,分 别 用 1,2,3,4,5 
表示 。 状 态 划分 标准 采用 均值 标准 差 法 ， 即 枯 ， 偏 枯 ， 平 ， 偏 丰 ， 丰 分 别 对 应 [0,x 
—1.0s]、 (x-1.0s,x-0.5s]、 (x—-0.5s,x+0.5s]、(x+0.5s,x+1.0s] 、(x+1.0s, 
+ om ) ， 其 中 年 径流 样本 均值 *=402m?/s， 样 本 标准 差 ;=96.2m/s。 分 类 结果 如 表 
11 -3 所 示 。 


















































































































































表 11-3 单位 ; m/s 
年 份 1952 | 1953 | 1954 | 1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962 | 1963 
年 径流 “| 540 | 478 | 466 | 273 | 378 | 422 | 251 | зов | зот | 465 | 375 | 190 
状态 5 [4 [4 1 3 | 3 1 5 12 | [3 1 
年 份 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 | 1969 | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 
年 径流 “| 404 | 279 | 336 于 | 570 | 280 | 528 | 374 | 329 | 515 | 356 | 432 
状态 | 3 1 2 2 5 1 5 з [2 5 3 3 
年 份 | 1976 | 1977 | 1978 28 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 
年 径流 466 | 499 386 | 395 | 386 | 445 | 434 | 480 | 314 | 335 | 303 382 
状态 4 4 3 3 3 3 3 4 2 2 1 з 
年 份 1988 | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 Гіз 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 
年 径流 301 | 282 | 352 | 260 | 418 | 568 | 633 | 405 | 455 | 500 | 518 | 411 
状态 1 1 2а 9 ЕЕ | 3 СО ТЕГ ЕУ ЕЈ з 
由 表 11 -3 统计 一 步 转移 频数 矩阵 
1 .2.450 2 
3 
F=(f)nxn=|4 1 6 3 1 
ТТ 2.5321 
11411 
式 中 : ,为 第 i 状态 经 一 步 转移 为 第 j 状态 的 频数 。 
而 转移 概率 为 
Р.; = Ы (11-40) 
Ўл, 
故 一 步 转移 矩阵 为 
0.111 0.222 0.445 0.000 0.222 
0.286 0.286 0.000 0.142 0.286 
Р“ =| 0.267 0.067 0.400 0.200 0.066 
0.125 0.125 0.250 0.375 0.125 
0.125 0.125 0.500 0.125 0.125 
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1999 年 径流 为 平水 年 ， 则 其 初始 概率 分 布 为 Pw =[0,0,1,0,0]. № 
式 (11 -39) 有 ，2000 年 径流 的 条 件 概率 分 布 为 Poo = [0.267,0. 067,0. 400,0. 200, 
0.066], ， 即 2000 年 径流 处 于 5 种 状态 的 概率 分 布 。 同 理 可 得 2001 年 径流 的 概率 
分 布 。 

4. 遍历 性 

用 下 面 的 例子 说 明 遍 历 性 的 意义 。 

设 一 个 具有 а, ‚а, 两 种 状态 的 马 氏 链 ， 其 一 步 转移 概率 矩阵 为 

ро - [ee 人 


0.3 0.7 
容易 求 得 其 二 、 三 、 四 、 五 步 转移 概率 矩阵 为 
ро = [0:28 0. 22|, р = [26 0. 56 
0.39 0. 61 0.42 0. 58 
Po = [26 0. 271; р‘ = 人 0. 57 
0.43 0.57 0.43 0.57 


可 以 看 到 ， 这 个 马 氏 链 经 过 若干 次 状态 转移 后 ， 其 转移 概率 矩阵 中 同一 列 的 元 素 
最 终 相 等 ， 以 后 不 再 改变 。 这 种 情况 说 明 ， 对 于 一 个 马 氏 链 ， 不 管 开 始 处 于 什么 状 
态 ， 经 过 多 次 转移 后 ， 来 到 а, 的 概率 都 趋 于 同一 值 zm)， 并 且 ту 是 一 个 概率 分 布 。 马 
氏 链 的 这 一 性 质 称 为 遍历 性 (各 态 历经 性 ) 。 因 此 有 如 下 定义 。 

定义 : 若 齐 次 马 氏 链 对 于 一 切 i、j， 存 在 不 依赖 i 的 极限 

аР, (0) =т; (1-41) 
则 称 此 链 具 有 遍历 性 。 马 氏 链 遍历 的 物理 解释 是 ， 系 统 经 过 一 段 时 间 后 将 趋 于 平衡 状 
态 ， 此 后 系统 的 宏观 状态 不 再 随时 间 变 化 。 


я м 


11~1 名 词 解释 : 随机 过 程 、 平 稳 过 程 、 非 平稳 过 程 、 马 氏 链 。 

1-2 若 流 域 下 扑面 和 气候 条 件 稳定 ， 该 流域 的 年 径流 过 程 、 月 径流 过 程 、 年 最 大 
15 日 洪水 过 程 均 为 水 文 过 程 ， 试 指出 哪些 是 平稳 过 程 ? 哪些 是 非 平稳 过 程 ? 

11-3 已 知 随机 过 程 X(z) 的 均值 函数 m,(t) 和 自 协 方差 函数 Соу (в ,1,), Ф(1) 为 普 
通 的 函数 ， 试 求 随机 过 程 

Y(t) = Х(1) +Ф(1) 

的 均值 函数 和 自 协 方差 函数 。 

11-4 已 知 随机 过 程 X(:) =, ДРА 是 服从 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ,试问 
随机 过 程 X(:) 是 否 平稳 。 

11-5 设 X(t) 和 Y(t) 是 相互 独立 的 平稳 随机 过 程 ， 试问 Z(t) =X(1)Y(1) 是 否 为 平 
稳 随 机 过 程 ? 

11-6 选 某 水 文 站 历年 月 平均 流量 过 程 ， 试 计算 月 平均 流量 过 程 的 数字 特征 。 

11-7 某 河 年 平均 流量 资料 (单位 : m/s) ， 如 表 11 -4 所 示 。 当 0 <535°/з 时 ， 
为 少 水 年 ; 当 5351°/з < 0 < 775/5 时 ， 为 中 水 年 ; 当 Q@>=775ma/s 时 ,为 
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丰 水 年 。 试 估算 2005 年 径流 为 丰 、 中 、 枯 状态 的 概率 分 布 。 



















































































表 11-4 单位 : m/s 
年 份 1969 | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980 
平均 流量 | 662 | 656 | 542 | 576 | 446 | 719 | 644 | 650 | 635 | 544 | 701 | 776 
年 份 1981 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990 | 1991 1992 
平均 流量 | 677 | 797 | 533 | 500 | 773 | 480 | 681 | 582 | 777 | 79 | 672 | 583 
年 份 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 
平均 流量 | 876 | 471 | 569 | 662 | 533 | 760 | 774 | вво | 713 | 453 | 830 | 737 
1-8 设 一 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 

全 арт 

3 

1 1 1 

уз 3 

та 

32 6 


问 此 链 有 几 个 状态 ? 是 否 存在 遍历 性 ? 求 二 步 转移 概率 矩阵 。 
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第 一 节 ”水 文 时 间 序列 及 其 组 成 


一 、 水 文 时 间 序列 

水 文 现象 随时 间 变 化 的 过 程 称 为 随机 水 文 过 程 。 随 机 水 文 过 程 一 般 是 连续 的 。 为 
便于 分 析 和 计算 ， 常 常 将 随机 水 文 过 程 离散 化 处 理 ， 在 离散 时 刻 对 它 进 行 观测 ， 得 到 
水 文 时 间 序 列 。 通 常 有 以 下 三 种 离散 手段 。 

(1) 取 时 间 区 间 上 的 统计 值 。 取 时 间 区 间 上 的 总 量 或 平均 值 ， 这 是 应 用 最 多 的 一 
种 情况 。 水 文 时 间 序列 的 应 用 背景 非常 广泛 ， 依 据 不 同 的 应 用 ， 数 据 收集 可 以 到 逐 小 
时 、 逐 日 、 逐 名 、 逐 月 、 逐 季 、 逐 年 等 ， 如 月 平均 流量 序列 、 日 平均 水 位 序列 、 季 水 
量 序列 。 

(2) 按 某 种 规则 选择 特征 值 。 视 研究 问题 不 同 而 采用 不 同 的 规则 ， 如 按 年 (月 、 
季 等 ) 内 最 大 规则 选择 年 (月 、 季 等 ) 最 大 流量 ， 组 成 年 (月 、 季 等 ) 最 大 流量 序列 ;又 
如 按 年 (月 、 季 等 ) 内 最 小 规则 选择 年 (月 、 季 等 ) 最 小 流量 ， 组 成 年 (月 、 季 等 ) 最 小 
流量 序列 ; 历年 某 月 降水 天 数组 成 的 序列 ;超过 某 一 门限 的 变量 值 组 成 的 序列 等 。 

(3) 在 离散 时 刻 上 取样 。 如 每 日 定时 实测 水 位 组 成 定时 水 位 时 间 序 列 ， 河 流 某 断 
面 8: 00 溶解 氧 组 成 的 序列 等 。 

上 述 获 取 的 水 文 时 间 序 列 可 进一步 分 类 。 依 据 变量 的 个 数 可 分 为 以 下 两 类 。 

(1) 一 维 水 文 时 间 序 列 。 即 给 定点 一 个 变量 的 水 文 时 间 序 列 ， 如 流域 某 雨量 站 降 
水 量 时 间 序 列 ， 某 河流 断面 流量 时 间 序 列 。 

(2) 多 维 水 文 时 间 序 列 。 即 两 个 或 两 个 以 上 时 间 序 列 所 组 成 的 集合 ， 如 一 个 站 上 
儿 个 变量 (降雨 量 、 径 流 、 燕 发 等 ) 时 间 序 列 的 集合 ， 一 个 流域 几 个 站 年 径流 时 间 序 
列 的 集合 等 。 

按 是 否 相依 可 分 为 相依 水 文 时间 序 列 和 不 相依 水 文 时 间 序列 。 按 是 否 平稳 可 分 为 
平稳 水 文 时 间 序 列 和 非 平 稳 水 文 时 间 序列 。 水 文 时 间 序列 还 可 以 分 为 等 时 间 间隔 序列 
和 不 等 时 间 间 隔 序列 ;在 水 文 水 资源 学 中 ， 一 般 前 者 多 见 。 

二 、 水 文 时 间 序列 的 组 成 

水 文 时 间 序 列 Х, 一 般 由 确定 成 分 和 随机 成 分 组 成 。 确 定 成 分 具有 一 定 的 物理 概 
念 ， 包 含 周期 的 和 非 周期 的 成 分 ;随机 成 分 由 不 规则 的 振荡 和 随机 影响 造成 。 水 文 时 
间 序 列 常用 线性 全 加 的 形式 表示 


X=N, +P,+5, (12-1) 


式 中 : №, 为 确定 性 的 非 周期 成 分 (包括 趋势 、 跳 跃 、 突 变 ) ; Р, 为 确定 性 的 周期 成 
分 ,包括 简单 周期 、 复 合 周期 和 近似 周期 ，5, 为 随机 成 分 ， 包 括 平稳 的 和 非 平 稳 的 
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两 种 情况 ， 如 图 12 -1 所 示 。 


水 文 时 间 序列 


Ау Е Ре 
нана 


周期 的 | 非 周期 的 [ек] 非 平稳 的 
| Т 

Е [плим 1 趋势 | [ажа] 

аж и | 1—18 


—__ Гетто С [яж] 

































































12-1 


在 少数 情况 下 Х, 也 可 能 是 上 述 三 者 的 乘积 形式 。 

水 文 时 间 序 列 是 一 定 自然 条 件 和 气候 条 件 下 的 产物 ， 周 期 成 分 、 非 周期 成 分 、 随 
机 成 分 是 其 主要 成 分 , 但 三 者 并 不 一 定 同时 存在 。 

当 P,+NN,=0 时 , X,=5,， 为 随机 成 分 序列 ; 当 5, =0 8, Х, =Р, + 和 N,， 为 近似 确 
定性 序列 ; 当 М, =0 时 ，X, =P, + 5,， 为 周期 随机 序列 。 这 里 的 “成 分 ”与 “序列 "具有 
相同 的 含义 ， 如 确定 性 成 分 也 可 以 称 成 确定 性 序列 。 

水 文 时 间 序列 是 否 具 有 周期 成 分 和 非 周期 成 分 ? 水 文 时 间 序 列 是 否 相依 的 ? 相依 
程度 如 何 ? 这 需要 采用 一 定 的 方法 和 技术 进行 分 析 和 识别 。 水 文 时 间 序 列 是 否 相依 ， 
一 般 可 通过 相关 分 析 方 法 统计 推断 。 水 文 时 间 序 列 是 否 具有 周期 成 分 ， 通常 采用 谱 分 
析 技 术 进行 统计 推断 。 非 周期 成 分 常 采 用 成 因 分 析 法 和 统计 推断 技术 相 结 合 的 途径 进 
行 识别 。 下 面 将 分 节 介绍 。 


第 二 节 ”水 文 时 间 序 列 相关 分 析 


判断 水 文 时 间 序 列 是 否 相依 ， 相 依 程度 如 何 ， 一 个 常用 的 方法 是 相关 分 析 。 研 究 
一 维 水 文 时 间 序 列 自身 内 部 间 的 线性 关系 时 用 自 相关 分 析 。 研 究 多 维 水 文 时 间 序列 间 
的 线性 关系 时 用 互相 关 分 析 。 
一 、 自 相关 分 析 
这 里 以 平稳 水 文 时 间 序列 为 例 进 行 说 明 。 设 蕊 的 一 个 相当 长 的 样本 函数 为 
,加 ,…,%。， 由 前 面 知 ， 其 自 相关 系数 为 
p= (12-2) 


式 中 ; k=0,1,…,m， 称 为 滞 时 或 阶 数 ; р, 称 为 沾 时 为 的 总 体 自 相关 系数 。 
其 中 





ЯА 
Cov(b = lim 217, а (12-3) 


п 
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1 < 
и= іп Ух, 
Ее 


о? = һу (х, – ш)? 


(12-4) 


(12-5) 


р, 随 滞 时 上 变化 的 图 形 称 为 总 体 自 相关 图 。 对 所 有 的 k， 有 ps =pPt-b ， 即 自 相关 


图 关于 k=0 对 称 , po =1, -1<р,<1. 


在 实际 工作 中 ，n 一 般 都 较 小 。 此 时 ， 用 样本 自 相关 系数 п, 来 估计 总 体 自 相关 系 


数 ， 即 
~ Cov(k) 
т=р= 
9, 6,4 


Ч nk 
其 中 Cav(D = У (ваа) -) 





2 1 所 ЕА 
= р (6-5) 
ка 


А 1 = 
бы= = ко, (мы — а)? 








1 2 nk 


= = 1 


= 


当 半 很 大 且 上 上 较 小 时 , 式 (12 -6) 可 简化 为 


nk 
ХУ, (а -#)(=-х) 


Е —, К= 0,1,2, ::-,т,т<«п 
У (х -ғ) 
be 





n=Pp= 








(12-6) 


(12-7) 


式 中 ， ТУ х; 当 n>50 时 , т<п/4; Мп <50 8, т=п/4 п -10, 原则 上 


参加 计算 的 项 数 至 少 10 项 以 上 。 


在 这 里 应 强调 指出 ，r; 的 方差 随 k 的 增 大 而 增加 ，7; 的 估计 精度 随 着 上 的 增加 而 


降低 ， 因 此 m 应 取 较 小 的 数值 。 


ть 随 灌 时 变化 的 过 程 图 为 样本 自 相关 图 。 图 12 -2 所 示 为 桂 江 桂林 站 (1960 ~ 
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2001 年 ) 、 岷 江 高 场 站 (1940 - 2004 年 ) 和 沱江 李 家 湾 站 (1952 ~ 2004 АЕ) 年 平均 流量 
序列 的 样本 自 相关 图 。 必 须 说 明 ， 式 (12 -6) 和 式 (12 -7) 在 小 样本 时 均 是 有 偏 的 ， 
前 式 的 偏离 较 后 式 为 小 ， 但 后 式 的 有 效 性 却 较 前 式 为 好 。 目 前 实际 计算 时 趋向 于 应 用 
后 者 。 

自 相关 系数 是 描述 水 文 时 间 序列 自身 内 部 线性 相依 程度 的 指标 ， 一 般 作 以 下 三 种 


(1) 判断 时 间 序 列 前 后 相依 程度 , m( 上 =1,2,…) 的 绝对 值 越 大 ， 说 明 研究 序列 
内 部 线性 相依 程度 越 强 ， 反 之 越 弱 。 

(2) 用 样本 自 相 关 图 与 一 些 随机 模型 的 总 体 自 相关 图 比较 ， 根 据 其 相似 程度 ， 找 
出 时 间 序 列 的 最 佳 估 计 模 型 。 

(3) 判 断 时 间 序 列 是 否 独立 。 从 理论 上 讲 ，r,(k=1,2,…) =0 时 ， 时 间 序列 是 独 
立 的 。 由 于 获得 的 样本 序列 具有 抽样 误差 ， 即 使 从 独立 序列 总 体 中 抽出 的 样本 序列 ， 
计算 的 自 相关 系数 7 也 未 必 等 于 0， 而 是 在 0 值 上 下 波动 。 一 般 采用 假设 检验 的 方法 
进行 推断 。 其 步骤 如 下 : 

1) 计 算 样本 自 相 关系 数 mx 并 绘制 样本 自 相关 图 。 

2) 计 算 п, 的 容许 限 (显著 性 水 平 a=5% ) ， 即 

n(a=5%) РЕВ nl (12-8) 
式 中 : В +” РЖИ Е, 1“ - ”时 为 容许 下 限 。 

3) 推 断 若 п, 处 在 上 、 下 容许 限 之 间 ， 则 统计 推断 该 序列 独立 ;反之 相依 。 

这 里 称 上 述 独立 性 推断 法 为 自 相关 系数 法 。 

12 -3 所 示 为 沱江 李 家 湾 站 年 平均 流量 序列 的 样本 自 相关 图 ， 可 以 看 出 ， 它 是 
一 个 相依 序列 。 








图 12-3 


二 、 互 相关 分 析 

研究 两 个 水 文 时 间 序列 相互 关系 时 ， 采 用 互相 关 分 析 技 术 。 互 相关 不 仅 表示 两 个 
序列 同时 刻 间 的 磋 系 ， 而 且 可 措 述 两 个 序列 不 同时 刻 间 的 相互 关系 。 

设 有 两 个 水 文 时 间 序列 天, 蕊 其 总 体 互相 关系 数 为 

pO 099000 2-9) 
ЖАН: о, о, 分 别 为 序列 所 也 的 均 方差 ; E=0,1.2，…smi Соп (Х,0) Х, БУ 
ої карру, 
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Cor(D = lm 17У (Ж, а) (а 0) (12-10) 
式 中 : и, и, 分 别 为 序列 所 #1 У, 的 均值 。 
ре, УЖЕ Х, 与 也 澡 时 大 的 互相 关 程度 ，- 1<pt(X,Y) <1， 值 越 大 ,互相 
关 ( 相依 ) 程 度 越 高 。p, (X,Y) 与 上 的 变化 过 程 ， 称 为 总 体 互相 关 图 。 
设 有 两 个 水 文 时 间 序列 的 实测 样本 时 间 序列 x,,y,(: =1,2,…,n) 。 样 本 互相 关系 
数 为 : 

Соз, (Х,У) 
2.2, 
式 中 : 8..0, ЫАР Х,У, ВОВЕД ЭЕ, Cov (Х,У) Я, 与 НН Е ВОВ 

互 协 方差 ， 即 


(Х,У) = P(X,Y) = (12-11) 


сю = Ў (6 - О -了 ) (12-12) 
дн; 二 和 了 分 别 为 序列 乱入 的 样本 均值 。 
ni(X, 了 ) 随 变化 的 图 形 ， 称 为 样本 互相 关 图 。 如 图 12 -4 所 示 为 清江 流域 陋 河 
岩 站 年 平均 流量 序列 与 流域 年 降雨 量 序列 的 样本 互相 关 图 。 





对 k=0， 互 相关 系数 ro(,Y) 是 普通 相关 系数 ， 即 通常 两 个 序列 相关 的 情形 。 互 
相关 图 对 于 k=0 并 不 对 称 ， 因 为 与 ~k 求 出 的 7,(X,Y) 与 r-;(X,Y) 是 不 相同 的 。 
序列 了 与 X, 时 移 上 的 互相 关系 数 7,(Y,X) 等 于 序列 与 7 时 移 -k 的 互相 关系 数 
т (Х,У), Ен (УХ) = (Х,У), Ж т (Х,У) =. (УХ). ЖЖ 
Пы СХ, У) | 的 最 大 值 常常 不 在 k=0 处 ， 而 是 移 至 某 一 个 如 值 处 。 

当 水 文 时 间 序 列 多 于 两 个 时 ， 仍 然 用 式 (12 - 11) 计 算 任意 两 者 间 的 互相 关系 数 。 
不 同 沾 时 的 两 两 互相 关 可 用 相关 甜 阵 М, 表示 


rm(1,1) 0,2) … вт) 
这 ие га.) и па, 这) 
п(т,1) ri(m,2) + ni(m,m) 


式 中 : ri(i,j) 为 第 i 序列 与 第 /序列 滞 时 的 互相 关系 数 ; т 为 序列 个 数 。 
从 上 面 的 分 析 和 计算 可 以 看 出 ， 自 相关 分 析 、 互 相关 分 析 是 从 时 间 域 上 探讨 水 文 
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时 间 序列 内 部 线性 相依 结构 的 重要 技术 。 
第 三 节 ”水文 时 间 序列 的 谱 分 析 


水 文 现象 受 天 文 气象 因素 制约 ， 以 日 或 年 为 周期 的 变化 很 明显 。 例 如 ,气温 、 蒸 
发 、 受 融雪 融 冰 补 给 的 河川 流量 等 都 存在 明显 的 日 变化 ， 而 一 般 河 流 的 月 径流 量 都 有 
明显 的 年 周期 变化 。 水 文 时 间 序列 除 可 能 存在 日 或 年 周期 外 ， 还 可 能 存在 其 他 周期 成 
分 。 判 断水 文 时 间 序 列 是 否 具 有 周期 成 分 ， 可 用 谱 分 析 技 术 。 谱 分 析 是 从 频率 域 上 分 
析 水 文 时 间 序 列 的 内 部 结构 。 

一 个 给 定 的 任意 函数 可 用 伟 立 叶 (Fourier) 级 数 表示 。 水 文 时 间 序 列 是 随机 函数 
的 一 个 样本 函数 ， 因 此 也 可 以 用 傅立叶 级 数 表 示 。 所 谓 用 传 立 叶 级 数 ， 即 由 不 同 频率 
的 谐 波 (正弦 波 和 余弦 波 组 成 ) 释 加 而 成 。 显 著 的 谐 波 即 为 周期 成 分 ， 其 对 应 的 频率 
的 倒数 为 周期 。 这 就 是 谱 分 析 。 

在 频率 域 上 分 析 水 文 时 间 序 列 内 部 结构 和 有 关 性 质 ， 常 用 方差 线 谱 ( 周 期 图 ) 和 
方差 谱 密度 以 及 最 大 炳 谱 等 指标 。 这 里 仅 对 方差 线 谱 和 方差 谱 密度 加 以 叙述 。 

一 、 方 差 线 谱 

设 有 水 文 时 间 序列 (t=1,2,…,n) ， 其 傅立叶 级 数 为 


р 1 
Х,=и+ У, (acoswt + bsinwt) =и+ У Асоз(о + 6) (12-14) 
м я 


式 中 : uw 为 X, 的 均值 ; 工 为 谐 波 个 数 [mn 为 偶数 时 , Г =п/2; п 为 奇数 时 , = (п 
1)/2]; 4,6,4, 为 第 j 个 谐 波 的 傅 氏 系数 (振幅 ) ; ,6 分 别 为 对 应 谐 波 的 角 频 率 和 
相位 ， 计 算式 如 下 : 

2 


4-2 5, дено 
в Я 
У рУ Xsinw,t (12-15) 
А; =Ма +9 
СЛ 
о ==, g = arctan( - 2) 
а 


其 中 ，7 К ВЕ о 对 应 的 周期 ， 刀 = ni 
ху А уо 一 一 对 应 ， 称 它们 的 关 
系 图 为 方差 线 谱 或 周期 图 (图 12 -5)。 
通过 谐 波 的 振幅 随 频率 的 变化 过 程 可 以 

揭示 频率 的 强 弱 。 
| | 方差 线 谱 清楚 地 表明 一 个 给 定 的 序 
| І 列 中 ,包含 了 哪些 频率 的 谐 波 分 量 及 各 
分 量 的 方差 所 占 的 比重 ， 进 而 通过 假设 
не 检验 识别 出 显著 周期 成 分 。 构 造 统计 量 
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ой 0. 542/2 
7 (а? -0.542)/(п-2-1) 
作为 检验 第 j 个 谐 波 是 否 显著 的 度量 指标 。 这 里 ，F,; 服从 自由 度 为 (2,n -3) 的 下 分 
布 。 根 据 给 定 的 显著 性 水 平 ag， 由 下 分 布 查 得 F。。 当 >。， 则 第 j 个 谐 波 显著 ,其 
对 应 的 周期 就 显著 ; 反之 不 显著 。 

对 于 平稳 水 文 时 间 序 列 针 (+:=1,2,…,n)， 如 有 4d 个 显著 周期 ,， 则 有 

Х,=и+ У, (ajcoswt + bsinwt) + ғ, (12-17) 

式 中 : 含义 同 前 ; о; =2тит,Т, 为 第 j 个 周期 a.b; 由 式 (12 - 15) Я; е, 为 剩余 
序列 。 

对 于 季节 性 水 文 序列 汛 ,(t =1,2,…,n) ，n 为 年 数 ; 7 =1,2,…,w,w 为 季节 数 ) ， 
则 有 


-ЕР(2,п-3),1=1,2,---,Ё (12-16) 


а 
Х,.=и+ У (асоѕот + Ватт) + е, (12-18) 
я 


式 中 + и ВЕРА ХИ, ша = У У аа ау = 2т/Т, 1} 为 第 个 周期， 
即 .=w/j;s., 为 剩余 序列 ; d 意义 同 前 ; а,Ь 估算 如 下 


2 2тј 
а= pr у (Х,. - и) соз 20. 
Ен р (12-19) 
БЕ 25 Ут, = в) 290, 
可 见 ， 用 方差 线 谱 研究 序列 的 内 部 周期 结构 是 十 分 有 用 的 。 周 期 图 不 是 谱 密度 的 
一 致 性 估计 ， 下 面 介绍 方差 谱 密 度 。 
二 、 方差 谱 密 度 
令 40=4?/2, 定义 
40 =) 
称 p(w) 为 方差 密度 ， 是 一 个 连续 谱 。 令 
S(o) 22) 
则 称 5(w) 为 方差 谱 密度 函数 (简称 方差 谱 密 图 12-6 
度 ) ， 如 图 12 -6 所 示 。 
可 以 证 明 ，5S(w) 与 自 相关 函数 p(7) 互 为 傅立叶 变换 ， 即 


S(w) = p(n)e dr (е) сокта (12-20) 
ө(т) = [деды = 1-7 (о) сомитдь (2-21) 
这 就 是 著名 的 维 纳 - 辛 钦 公 式 。 


从 式 (12 -21) 可 以 看 出 ， 当 r=0 时 ， 有 
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po(0) = 二 三 s(o)ao = 三 s(o)do =1 


即 频率 w >0 的 方差 谱 密度 函数 曲线 的 下 包 面积 为 1。 
在 实际 工作 中 频率 为 负 没 有 实际 意义 。 因 此 对 于 水 文 时 间 序列 ， 式 (12 一 20) 可 
改写 为 


S(o) = ЕП +2 рощ (12-22) 
式 中 : р, 为 k 阶 总 体 自 相关 系数 ， 可 由 样本 自 相关 系数 估计 ; © 改 为 有 限 值 m( 最 


Хр), 
这 样式 (12 - 22) 变 为 样本 方差 谱 密度 


5) = 二 [1 +2 поо (12-23) 
= 


或 30) =2[1 + 2 Tncos2nfk] (12 -24) 


式 中 : Д=И(2т) ,oj =2т/,./=0,1,2,--- ,mo 
ВРНЕК, п, 的 抽样 误差 也 增 大 ， 为 了 获得 有 效 、 无 偏 的 方差 谱 密 
度 ， 需 对 式 (12 - 23) 和 式 (12 -24) 进 行 平滑 处 理 ， 即 


3(w) = Ц +27 рисок] (12-25) 
т 大 =1 “ 


50) =2[1 +2 5 Durieos2nfh] (12 -26) 
各 


式 中 : 0, 称 为 谱 窗 (权重 因子 或 窗 函 数 ) 。 
Ю, 有 多 种 形式 ， 常 用 Hamming 窗 


р, =0. 54 +0. абе) № =1,2,- т 
和 Hamming 窗 
р, =0.5 +0. бсок( т), Е=1,2,--,т 
т 


点 绘 5(w) 与 或 50) 与 /的 关系 图 ， 称 为 方差 谱 密 度 图 或 频谱 图 。 方差 谱 密 
度 图 中 急剧 上 升 的 峰值 说 明了 节奏 性 运动 ， 即 为 周期 成 分 ; 峰值 对 应 的 频率 可 能 为 显 
著 周 期 。 正 弦 曲 线 (具有 完全 的 周期 性 ) 在 周期 对 应 频率 处 形成 一 根 垂 线 (一 种 极 
端 ) 。 可 见 ， 方 差 谱 密 度 图 可 以 推断 水 文 时 间 序列 中 的 周期 成 分 。 图 12 -7(a) 所 示 为 
长 江 宜昌 站 年 平均 流量 序列 的 方差 谱 密度 变化 过 程 。 可 以 看 出 ， 宣 昌 站 年 平均 流量 有 
15 年 和 3 年 左右 的 周期 。 

对 于 季节 性 水 文 时 间 序 列 Х, (2 =1,2,…,n,n Е т =1,2,…,w,w 为 季节 
数 ) ， 可 以 这 样 计算 方差 谱 密 度 : 

(1) 将 义 ., 改 写成 长 序列 了 (i=1,2,…,nxw)。 

(2) 用 式 (12 -25) 、 式 (12-26) 计 算 S(wj) 或 SG)。 

图 12 -7(b) 所 示 为 岷江 紫 坪 铺 站 月 平均 流量 序列 的 方差 谱 密度 变化 过 程 ， 可 见 
紫 坪 铺 站 月 平均 流量 序列 有 12 个 月 和 4 个 月 的 周期 。 
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12-7 


以 上 谱 分 析 是 针对 单个 水 文 时 间 序列 进行 的 。 为 了 探讨 两 个 水 文 时 间 序列 在 频率 
域内 的 相互 结构 ， 可 用 互 谱 分 析 。 限 于 篇 幅 加 之 应 用 较 少 ， 本 书 从 略 。 另 外 ，20 世 
纪 80 年 代 初 发 展 起 来 的 小 波 分 析 具 有 时 域 频 域 多 分 辨 功能 ， 能 展示 不 同 频率 成 分 在 
时 域 上 的 分 布 特征 ， 限 于 篇 幅 不 再 袭 述 。 
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由 前 面 知 ， 水 文 时 间 序 列 可 能 含有 周期 成 分 、 非 周期 成 分 和 随机 成 分 ， 一 般 是 由 
两 种 或 两 种 以 上 成 分 合成 的 。 非 周期 成 分 包括 趋势 、 跳 跃 和 突变 (突变 是 跳跃 的 一 种 
特殊 情况 ) ， 水 文 水 资源 学 中 又 将 非 周期 成 分 称 为 暂 态 成 分 。 非 周期 成 分 常 被 琶 加 在 
其 他 成 分 (如 随机 成 分 等 ) 之 上 。 实 际 工作 中 ， 人 们 经 常 要 求 水 文 时间 序 列 具 有 一 致 
性 ， 即 要 求 水 文 时 间 序 列 在 流域 气候 和 下 垫 面 相对 稳定 的 条 件 下 形成 的 。 若 序列 中 呈 
现 趋势 或 跳 峰 等 成 分 ， 就 意味 相对 稳定 条 件 受 到 破坏 。 利 用 这 种 序列 预 估 未 来 事件 ， 
可 能 被 大 大 焉 曲 。 如 何 把 水 文 时 间 序 列 中 的 各 种 成 分 识别 出 来 ， 这 是 研究 水 文 时 间 序 
列 形成 机 制 的 重要 内 容 ， 也 是 水 文 时 间 序 列 随机 模拟 的 前 提 。 一 般 说 来 ， 水 文 时 间 序 
列 的 组 成 成 分 识别 ， 就 是 推断 序列 中 存在 的 各 种 成 分 和 设法 提取 这 些 成 分 。 

一 、 趋 势 成 分 识别 

水 文 时 间 序 列 在 相当 长 时 期 内 向 上 或 向 下 缓慢 变动 的 变化 称 为 趋势 。 若 趋势 出 现 
在 序列 全 过 程 ， 称 为 整体 趋势 (图 12-8); 车 只 出 现在 序列 中 的 一 段 时 期 ， 称 为 局 部 
趋势 (图 12 -9) 。 趋 势 可 存在 于 水 文 时 间 序 列 的 任何 参数 之 中 ， 如 均值 、 方 差 和 自 相 
关系 数 等 。 引 起 趋势 的 原因 有 气候 的 ， 或 人 为 的 。 例 如 ， 中 国 西 北新 疆 地 区 在 1987 
~2000 年 期 间 ， 气 候 发 生变 化 ， 温 度 上 升 ， 降 水 量 、 冰 川 消融 量 连 续 多 年 增加 ， 径 
流量 也 呈 增 加 趋势 。 由 于 人 类 活动 影响 ， 流 域内 灌溉 面积 不 断 增加 ， 燕 发 量 有 增 大 趋 
势 ， 径 流量 则 有 减少 趋势 。 

对 水 文 时 间 序 列 的 变化 作物 理 成 因 分 析 和 统计 检验 ， 查 明 趋势 现象 及 其 产生 原 
因 。 如 果 序列 中 存在 趋势 成 分 ， 则 要 排除 该 成 分 ， 才 能 保持 序列 的 一 致 性 。 

(一 ) 趋 势 成 分 的 识别 和 检验 

1. 滑动 平均 法 

序列 x ,x,，… ,x 的 几 个 前 期 值 和 后 期 值 取 平均 ， 求 出 新 的 序列 y,， 使 原 序列 光 
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0629) 
# 12-9 
滑 化， 这 就 是 滑动 平均 法 。 数 学 式 表示 为 
48 
ЕТ Тч (12-27) 


М =2 时 为 5 点 滑动 平均 ，k =3 时 为 7 点 滑动 平均 。 若 x 具有 趋势 成 分 ， 选 择 合适 
的 不宜 太 大 ) у, 就 能 把 趋势 清晰 地 显示 出 来 。 因 此 ， 滑 动 平 均 法 在 水 文 水 资源 学 
中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

对 黄河 三 门 峡 站 1900 ~ 2000 年 年 径流 量 序列 进行 5 点 (年 ) 滑动 平均 处 理 ， 如 图 
12 -9 中 粗 线 所 示 ， 由 图 可 知 ，1904 ~ 1931 年 径流 具有 减少 的 趋势 ，1932 ~ 1938 年 
旦 增加 趋势 ，1983 ~ 2000 年 又 表现 出 明显 的 减 小 趋势 。 

2. Kendall 秩 次 相关 检验 

对 序列 mm ,x,，,… ,x。， 先 确定 所 有 对 侦 值 (x;,%) (j >i) 中 x <% 的 出 现 个 数 。 
如 果 按 顺序 前 进 的 值 全 部 大 于 前 一 个 值 ， 这 是 一 种 上 升 趋势 , k= (п -1) + (п-2) 
же =п(п-1)/2; 如 果 全 部 倒 过 来 ， 则 上 =0， 即 为 下 降 趋 势 。 由 此 可 知 ， 对 无 
趋势 的 水 文 时 间 序列 ,大 的 数学 期 望 为 E(k) =п(п -1)/4. 

研究 序列 有 无 趋势 成 分 ， 需 进行 检验 。 构 造 统计 量 


Орса (12-28) 
о, так ту-1, 000) 20845), ща, ОНВЕЕИНЕАР, 


ЕРАЗ СН), Е ИКАР а Б, Ж И, М0 < Ui 时， 
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接受 原 假设 ， 即 趋势 不 显著 ; 反之 ， 拒 绝 原 假设 ， 即 趋势 显著 。 

例 1 表 12-1 给 出 某 流域 某 水 文 站 1983 ~ 2000 年 年 径流 量变 化 过 程 。 构 造 对 偶 
值 并 计算 得 : k=31,7 =0.405,D(r) =0. 0298,0 =2.35。 取 显著 性 水 平 w =5% ， 查 
430.2 =1.96. ЊЕ 0>0,», МЗ 1983 ~ 2000 年 年 径流 量 序列 有 趋势 成 分 。 





















































表 12-1 单位 : Се 
年 份 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 
径流 量 | 682.9 611.3 568.3 456 422.1 503. 6 645.4 468.7 367.3 
年 份 І 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 
径流 量 | 490.5 488 Аш 371.1 395.7 324.9 402 426.3 302.6 
3. 趋势 回归 检验 
设 水 文 时 间 序 列 Х, 由 趋势 成 分 7, 和 随机 成 分 5, 组 成 ， 即 
Х, =Т, +5, (12-29) 


趋势 成 分 7, 可 用 多 项 式 来 描述 
Табе + ж (12-30) 
式 中 : а 为 常数 ; b, ,6,，,…,b, 为 回归 系数 。 
实际 工作 中 7, 可 能 是 线性 的 ， 也 可 能 是 非 线 性 的 。 一 般 先 用 图 解法 进行 试 配 。 
式 (12 -30) 可 转化 为 多 元 线性 回归 模型 并 用 最 小 二 乘法 估计 回归 系数 。 当 p =1 时 变 
为 线性 趋势 ，a 和 b, 估计 如 下 
= У -XK - х) У (1-Е)? 
| 50-2 их“-0) (12-31) 
а= 7- br 
式 中 : х, ;分 别 为 X 和 4 的 均值 。 
趋势 成 分 是 否 显著 ， 必 须 对 回归 系数 b ,5,,…,5, 和 回归 方程 进行 假设 检验 。 有 
关 假 设 检验 内 容 可 参见 第 九 章 。 
经 趋势 回归 检验 知 : 岷江 紫 坪 铺 站 1937 ~ 2003 年 径流 (图 12 -8) 具 有 线性 减少 
趋势 ， 回 归 方程 为 : 7, = -1. 8331 +4080 ( ВНЕ] г І 1937 年 为 起 点 ) 。 
(二 ) 趋 势 成 分 的 排除 
通过 上 述 途 径 将 趋势 成 分 检验 出 来 后 ， 用 适当 的 数学 方程 (如 回归 方程 ) 进行 描 
述 ， 再 从 原始 序列 中 排除 该 趋势 成 分 。 
二 、 跳跃 成 分 识别 
跳跃 (shift or jump) 指 水 文 时 间 序列 从 一 种 状态 过 渡 到 另 一 种 状态 表现 出 来 的 急 
剧变 化 形式 。 图 12 - 10 所 示 为 跳跃 成 分 示意 图 ， 其 中 7 为 突变 点 。 例 如 一 个 流域 若 
突 发 大 面积 的 森林 火灾 ， 则 径流 会 突然 变化 ， 形 成 跳跃 成 分 。 具 有 跳跃 成 分 的 水 文 时 
间 序 列 XX, 可 以 这 样 来 表达 : 
5,, t=1,2,°%,7 


х= (12-32) 
5, +6, і=т+1,т+2,---,п 
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式 中 : 5. 为 平稳 随机 序列 ; 6 ЯМ 
大 小 。 
跳 路 一 般 表现 在 均值 、 方 差 、 自 相关 
| ;系数 等 统计 特性 上 ， 如 图 12 - 10 中 时 
=’ ЖМИ = т, 显然 不 同 ， 当 然 有 时 
图 12-10 方差 也 不 同 。 一 般 多 在 均值 上 寻找 跳跃。 
水 文 时 间 序 列 中 的 跳跃 是 人 为 的 或 自 
然 的 原因 引起 的 。 例 如 ， 修 筑 水 库 前 坝 下 年 最 大 流量 序列 与 修建 水 库 后 经 水 库 调节 的 
年 最 大 流量 序列 ， 就 是 人 为 引起 的 跳跃。 这 种 跳 路 将 引起 建 库 后 最 大 流量 序列 均值 和 
方差 等 参数 的 减少 。 又 如 建 库 后 水 面 面 积 增 大 ， 燕 发 量 等 损失 增加 ， 有 可 能 出 现 由 
路 ， 并 反映 在 年 径流 序列 的 均值 等 参数 之 中 。 长 江 宜昌 站 在 葛洲坝 修建 前 的 80 年 中 ， 
年 均 径流 量 都 在 4500 亿 п? 左右 ， 非 常 稳定 ， 但 在 葛洲坝 修建 后 的 33 年 中 ， 年 均 径 
流量 减少 为 4300 亿 ms 左右 ， 约 减少 4.5% 。 尼 罗 河 阿 斯 旺 坝 址 处 年 径流 在 建 坝 后 发 
生 了 变化 ， 存 在 着 明显 向 下 的 跳跃 成 分 。 
美国 阿 列 格 赫 尼 河 ( Allegheny River) 上 游 的 金 朱 亚 大 坝 ( Kinzua Dam) ， 水 库 上 游 
流域 年 均 降水 量 在 大 坝 修 建 前 为 894mm， 大 坝 施 工期 增加 到 987mm， 增 加 了 8. 2% ， 
运行 期 增加 到 1063mm， 增加 了 зоо; 
18. 9% 。 存 在 着 明显 向 上 的 跳跃 成 分 。 #25, 
突变 是 跳跃 的 一 种 特殊 形式 ， 是 200, 
明 间 的 行为 ， 如 图 12 -11 所 示 。 突 变 。 loo 
发 生 后 ， 水 文 时 间 序 列 又 保持 原来 的 。 “50 
特性 ， 如 省 坝 、 泥 石 流 导致 河道 堵塞 ты 19 151 201 251 301 
等 ， 这 将 引起 流量 的 突变 ， 但 随 着 临 
时 水 坝 的 冲 毁 ， 又 恢复 到 原来 状态 。 图 2- 了 
对 水 文 时 间 序列 要 进行 跳跃 成 分 
的 识别 和 检验 ， 如 序列 中 含有 跳跃 成 分 ， 则 应 排除 。 
(一 ) 跳 路 成 分 识别 和 检验 
跳跃 成 分 识别 和 检验 分 两 步 ， 先 识别 突变 点 7， 再 检验 确定 跳 路 成 分 是 否 显著 。 
1. 突变 点 的 识别 和 推断 
确定 突变 点 7 的 方法 : 一 是 从 成 因 上 ( 人 类 大 规模 活动 或 自然 条 件 等 因素 ) 识 别 
突变 发 生 时 间 的 分 析 方 法 ; 二 是 时 序 累计 值 相关 曲线 法 ; 三 是 有 序 聚 类 分 析 法 。 这 里 
简要 介绍 后 面 两 种 方法 。 
(1) 时 序 累计 值 相 关 曲 线 法 。 研 究 序列 x ,x ,…,x。, 参 证 序列 узуло 
计算 其 时 序 累计 值 











і 
B= j=1,2,,n (12-33) 


т; Ўр. і=12,- (12-34) 
ЖЕ т, 5 в; 的 关系 图 ， 车 研究 序列 跳跃 不 显著 ， 则 m ~ 8 为 一 条 通过 原点 
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的 直线 ， 否 则 为 一 折线 ， 转 折 点 即 为 突变 点 。 该 法 的 关键 在 于 选取 合适 的 参 证 序列 。 
图 12 - 12 所 示 为 四 川 省 三 皇 庙 年 最 小 7 日 流量 时 序 累计 值 g; 与 党 江 桥 年 最 小 7 日 流 
量 ( 参 证 序列 ) 的 时 序 累计 值 mj 的 相关 曲线 ， 可 推断 1956 年 为 突变 点 。 

(2) 有 序 育 类 分 析 法 。 用 “ 物 以 类 到 ”来 形容 聚 类 分 析 ， 可 以 形象 地 表达 聚 类 分 析 
的 思想 。 在 分 类 时 若 不 能 打 乱 次 序 ， 这 样 的 分 类 称 为 有 序 分 类 。 以 有 序 分 类 来 推 估 最 
可 能 的 突变 点 +， 其 实质 是 寻求 最 优 二 分 割 点 ， 使 同类 之 间 的 离 差 平方 和 较 小 而 类 与 
类 之 间 的 离 差 平方 和 较 大 。 对 于 水 文 时 间 序列 x, ,x,,…,x,， 最 优 二 分 割 法 的 要 点 


1000 19564 


500 





а а 
0 — 200 400 600 800 1000 


жу (m/s) 
图 12-12 图 12-13 
设 可 能 的 突变 点 为 (图 12 - 13) ， 则 突变 前 后 的 离 差 平方 和 分 别 为 
ИУ (нЕ (12-35) 
ү. У 0-5.) (12-36) 
式 中 ，z, 和 忆 ,分别 为 + 前 后 两 部 分 的 均值 。 
这 样 总 离 关 平方 和 为 
S.(7) =V, +V.., (12-37) 


那么 ， 当 5= тіп |5,07) 时 的 7 为 最 优 二 分 割 点 ， 可 推断 为 突变 点 。 需 要 说 明 的 
是 ， 式 (12 -37) 这 个 目标 函数 还 不 能 完全 反映 类 与 类 之 间 的 离 差 平方 和 较 大 的 原则 。 

2. 跳跃 成 分 显著 性 检验 

突变 点 7 推断 后 ， 需 继续 检验 前 后 两 部 分 是 否 具有 显著 的 差异 。 如 有 ， 则 具有 跳 
跃 成 分 ， 否则 跳跃 成 分 不 显著 。 检 验方 法 有 均值 方差 齐 次 性 检验 、 游 程 检 验 法 、 秩 和 
检验 法 等 。 这 里 仅 介绍 游程 检验 法 、 秩 和 检验 法 ， 其 余 方 法 可 参考 有 关 文 献 。 

(1 ) 游 程 检验 法 。 设 水 文 时间 序 列 ж ,x ，… ,x д, ,2，,…,x。， 其 突变 点 为 7， 
7 前 后 两 部 分 各 有 mm (пел + nm) 个 值 。 假 设 跳跃 前 后 两 序列 的 分 布 函 数 各 为 
Е, (х) Я Е, (х), В Но: F,(x) =F,(x)， 即 7 前 后 两 个 样本 来 自 于 同一 个 总 体 。 

将 水 文 时间 序 列 突变 点 7 前 后 两 部 分 分 别 用 不 同 字母 表示 ， 如 前 面部 分 记 为 4， 
后 面部 分 记 为 B; 再 将 原 序列 值 从 小 到 大 排序 并 用 对 应 符号 代替 ,形成 以 符号 4 和 B 
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组 成 的 符号 序列 。 统 计 游 程 (munning， 指 连续 出 现 同 字母 的 序列 ; 每 个 游程 的 字母 数 
称 为 游程 长 ) 总 个 数 &。 游 程 检验 法 的 基本 思想 是 ， 当 游程 出 现 个 数 较 期 望 的 游程 数 
为 少时 ， 就 倾向 于 拒绝 两 个 样本 来 自 同一 分 布 总 体 这 一 假设 ， 因 为 此 时 长 的 游程 出 现 
得 较 多 ， 这 就 表明 个 别 样本 中 的 元 素 有 较 大 的 密集 现象 ， 因 此 认为 这 两 个 总 体 不 服从 
同一 分 布 。 具 体检 验方 法 可 分 为 游程 总 个 数 检验 法 和 最 大 游程 长 度 检验 法 。 在 此 只 介 
绍 前 者 。 

Мп, ‚п, >20 时 ,上 趋 于 正 态 分 布 


В -人 + me) (12 -38) 
则 统计 量 
k - (1 +7") 
UVU=—— Е ~N(0,1) (12-39) 





Ртп, (2м п) 
п?(п-1) 

给 定 显著 性 水 平 w 5, ЖЖ. 4101 < Us 时 ， 接 受 原 假设 ; 反之 , Е, (х) 不 等 
于 F,(x) ， 即 它们 来 自 于 两 个 不 同 的 总 体 ， 即 具有 跳跃 成 分 。 

ЗМ п, ‚п, <20 时 ， 在 显著 性 水 平 a 条 件 下 有 临界 值 :。。 当 <k。 时 ， 则 拒绝 接受 
原 假设 ， 即 来 自 非 同 一 总 体 。 关 于 临界 值 。 可 查 用 附 表 十 三 。 

$12 有 序列 x,: 11,9,7,12,14,15,16,10,13。 假 设 7 =4 时 为 突变 点 ， 则 nn, =4,п, 
=5。7 前 面 的 序列 用 4 表示 ,7 后 面 的 序列 用 B 表示 。 将 原始 序列 从 小 到 大 排序 : 7,9， 
10,11,12,13,14,15,16; 对 应 的 符号 序列 为 44B44BBBB。 统 计 游程 总 个 数 丰 =4。 取 显 
著 性 水 平 a=5% ， 由 附 表 十 三 得 太 =2。 由 于 上 > 如， 则 它们 来 自 同一 总 体 。 

(2) 秩 和 检验 法 。 已 知 条 件 同 游程 检验 法 。 将 序列 从 小 到 大 或 从 大 到 小 排序 并 统 
一 编号 (从 1 开始 ) ， 每 个 数 对 应 的 编号 定义 为 该 数 的 “ 秩 ”， 相 同 数 的 秩 取 编号 的 平 
均值 (必要 时 作 四 舍 五 人 ) 。 记 容量 小 的 样本 各 数值 的 秩 之 和 为 о ЗЧ п, ,na > 10 时 ， 
УВЕ 





и М0 т +1) тти ет +1) (12-40) 
2 к 12 


则 统计 量 
Wn +n, +1) 
V0) (12-41) 


Гат, (тъ +rm +1) 
12 


式 中 : nm 为 小 样本 的 容量 。 

假设 7 前 后 两 个 样本 来 自 于 同一 个 总 体 ， 即 Р, (х) = Е, (х). АЕК о 
后 , Я. МИ | < Ил, 接受 原 假设 ; 反之 F(x) 不 等 于 F,(x)， 即 来 自 于 
不 同 总 体 ， 即 具有 跳跃 成 分 。 

当 ‚п, <10 时 ， 在 给 定 显 著 性 水 平 a 下 ， 统 计量 И МЕР Р, 和 下 限 WW 可 查 
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附 表 十 四 。 若 双 < W< W， 则 认为 两 个 样本 无 显著 差异 ， 即 跳跃 不 显著 性 ; 若 W< 


所 或 有 > 瑟 ， 则 认为 跳跃 显著 。 


























































































































例 3 ”检验 表 12 -2 给 出 的 序列 是 否 存在 跳跃 成 分 。 已 知 检测 出 突变 点 r=11， 则 
т =11,m =12。 先 把 样本 从 小 到 大 排序 ， 统 一 编号 ,计算 相应 的 秩 ， 如 表 12 -2 所 示 。 
表 12-2 
一 一 一 -一 -一 一 
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
х, 250 210 230 275 220 245 221 265 247 220 250 205 
1 13 14 .和 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
和 2з | 231 202 206 209 218 204 209 219 202 214 
编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
从 小 到 大 排序 | 202 202 204 205 206 209 209 210 214 215 218 219 
秩 2 2 3 4 5 7 | 7 8 9 10 и 12 
编号 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
从 小 到 大 排序 | 220 220 221 230 231 245 247 250 250 265 275 
ж 14 14 15 16 17 18 19 | 2 21 22 23 
х. 统计 样本 容量 为 11 ЯП У = 191 (4 12-2 
NAAWWNYWrwvvw 中 下 划 线 数据 对 应 的 秩 ) ， 按 式 (12 - 41) 计算 得 
一 一 一 一 ~: И=3. 63; 对 于 a=5%,U =1.96, 则 |U|> 
«ә Ол, ВОЗЕ) Ч ВЫ В 
ts 游程 检验 法 、 秩 和 检验 法 属于 非 参数 检验 
| 方法 。 
аа (二 ) 跳 跃 成 分 的 排除 
RE 当 检 验 出 跳跃 成 分 后 ， 可 用 适当 方法 排除 。 对 
а СУ 于 以 年 为 时 间 尺 度 的 水 文 时 间 序列 (图 12 - 10) ， 
Зе 其 跳跃 一 般 表 现在 均值 或 方差 上 。 若 仅 表现 在 均值 
ЙЕ, 进行 中 心 化 处 理 即 可 [图 12 -14(a) ] ; 若 还 表 
ой 现在 方差 上 [图 12 - 14(b) ] ， 再 进行 标准 化 处 理 


[图 12 ~ 14(e) ] 。 对 于 时 间 尺 度 小 于 年 的 水 文 时 间 


序列 ， 其 跳 晓 除 表现 在 均值 、 方 差 上 ， 还 可 能 表现 在 自 相 关系 数 上 。 均 值 、 方 差 上 的 
跳跃 可 用 中 心 化 方式 、 标 准 化 方式 排除 ， 自 相关 系数 上 的 跳 聊 可 以 通过 一 定 的 模型 
(如 er = 一 mrzr-1， 其 中 xz 为 标准 化 序列 ，m,: 为 第 r 季 1 阶 自 相关 系数 ) 转化 


为 独立 序列 方式 处 理 。 


排除 跳跃 成 分 后 ,剩余 序 列 具 有 一 致 性 条 件 。 


三 、 周 期 成 分 识别 


水 文 时 间 序 列 中 包含 的 周期 成 分 ， 主 要 是 由 于 地 球 绕 太 阳 旋 转 ( 周 期 为 一 年 ) 和 
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地 球 自转 (周期 为 一 日 ) 影 响 而 形成 。 月 (或 名 、 日 等 ) 降 水 量 、 径 流量 及 蒸发 量 等 水 
文 时 间 序 列 受 这 种 影响 ， 明 显存 在 着 12 个 月 (或 36 名 或 365 日 等 ) 的 周期 成 分 。 逐 时 
气温 及 蒸发 量 等 序列 中 ， 受 日 夜 不 同 天 气 的 影响 ， 又 存在 24h 为 周期 的 周期 成 分 。 有 
的 水 文 时 间 序 列 中 可 能 还 存在 多 年 变化 的 周期 ， 如 年 径流 的 多 年 变化 ， 主 要 取决 于 气 
候 因 素 的 变化 ， 而 气候 因素 则 取决 于 大 气 环流 的 特点 ， 大 气 环流 的 变化 受 太阳 活动 制 
约 ， 如 长 江 宜昌 站 100 年 (1881 - 1980 年 ) 汛 期 (6 ~9 月 ) 流 量 资料 存在 15 年 的 周期 。 

以 年 为 时 间 尺 度 的 水 文 时 间 序 列 是 否 具有 周期 成 分 很 难 直 观 识 别 ， 且 它 的 周期 
(如 果 存在 ) 在 时 域 上 分 布 不 均匀 。 然 而 ， 季 节 性 水 文 时 间 序 列 %,.,(t=1,2,…,n,n 为 
年 数 ; 7 =1,2,…,w,w 为 季节 数 ) 就 清晰 地 显示 出 以 年 为 周期 的 特征 ， 但 小 于 年 的 周 
期 也 难以 直观 识别 。 水 文 时 间 序 列 是 否 具 有 周期 成 分 ? 其 周期 长 度 是 多 少 ? 下 面 介绍 
识别 和 提取 方法 。 

(— 周期 成 分 识别 

周期 成 分 识别 方法 有 周期 图 法 、 方 差 谱 密度 图 法 、 累 计 解 释 方差 图 法 等 。 周 期 图 
法 在 前 面 已 做 介绍 。 

1. 方差 谱 密度 图 法 

如 果 序列 含有 周期 ， 反 映 在 方差 谱 密度 图 上 有 高 的 和 陡 的 峰值 ， 峰 值 的 个 数 即 为 
周期 个 数 ， 对 应 的 频率 的 倒数 即 为 周期 。 峰 值 越 高 ， 周 期 越 显 著 。 这 可 从 图 12 -7 说 
明 这 一 点 。 周 期 确定 后 利用 式 (12 - 15) 可 计算 该 周期 成 分 的 振幅 。 

2. 累积 解释 方差 图 法 

可 以 证 明 ， 水 文 时 间 序 列 х, 所 有 谐 波 振幅 平方 的 一 半 之 和 等 于 该 序列 的 方 
差 , Вр 





Dp Га (12-42) 
式 中 : 41/207 =1,2,…) 为 第 j 个 谐 波 的 方差 ;s* 为 zx 的 样本 方差 ， 估 算 如 下 
?= 二 У (=) (12-43) 





п-1& 


称 必 /2(1 =1,2,…) 为 第 / 个 谐 波 对 序列 * 的 方差 贡献 ， 即 解释 方差 。 解 释 方差 越 大 ， 
该 谐 波 贡 献 就 越 大 ， 其 周期 就 越 显 著 。 定 义 方差 贡献 率 o =, 将 с 从 大 到 小 排序 
为 0 (j=1,2,…) 并 依次 累加 得 


Ne B= У е (12-44) 
90.8 入 

| ЖЕ, 与 i 的 关系 图 为 累积 解释 方差 图 ， 如 图 12 - 

0.4 15 所 示 。 该 图 分 为 两 部 分 ， 开始 时 随 i 急剧 增加 ， 

0.2 到 某 一 点 后 缓慢 增加 ， 转 折 点 对 应 i 即 为 周期 个 


оз 数 。 当 转折 点 不 明显 时 ， 一 般 可 以 累积 贡献 率 小 于 
{ 90%-95% 为 临界 点 进行 判断 。 对 于 无 周期 成 分 的 
图 12-15 序列 ， 累 积 解释 方差 图 为 一 条 直线 。 
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以 屏山 站 月 平均 流量 各 月 多 年 平均 值 w,(7 =1,2,…,w; w =12) 序 列 为 例 介 绍 本 
Ж. и, 的 傅立叶 级 数 描述 为 


a 
Ee 2 。 2%, = 
20 У, [асо + bsin gr]+ 8, (12-45) 


式 中 : и Ж и, 的 均值 ;e, 为 剩余 序列 ; а ВУИ; а. В 分 别 估算 如 下 


2 2т 

а= и 1,008 „ул (12-46) 
2%, 2т 0 

b= а У вів ут (12-47) 


计算 结果 如 表 12 -3 所 示 。 





























表 12-3 
а -1729.4 | -920.8 153.3 10.8 196.1 -223.3 
7 -4177.7 1297.6 -96.7 287.2 -194 0 
解释 方差 10222001 1265819 16426 | 41300 38046 24931 
Р 0. 8806 | 0. 1090 0.0014 | 0. 0036 0. 0033 0. 0021 





将 方差 贡献 率 co; 从 大 到 小 排序 ， 计 算 累积 解释 方差 率 并 绘制 累积 解释 方差 图 ， 
如 图 12 - 15 所 示 。 可 以 看 出 ，w, \s, 序列 有 2 个 主要 谐 波 ， 其 对 应 的 周期 为 12 月 、6 
Я. и, 序列 傅立叶 估算 为 

2 
й, = 4592 + У [асо 27 абут + bsin 部 7] 
ЗА: "T=1,2,…,12; а,-6, 分 别 见 表 12 -3。 

(二 ) 周 期 成 分 的 提取 

周期 确定 后 相应 的 周期 成 分 就 识别 出 来 了 。 从 前 面 可 以 看 出 ， 周 期 成 分 用 谐 波形 
式 表 示 ， 如 式 (12-17) 、 式 (12 -45) 所 示 。 例 如 ， 对 黄河 陕 县 站 1919 ~ 1981 年 实测 
年 径流 量 序列 X, 进行 分 析 ， 发 现 有 3 年 的 周期 成 分 ， 即 

Р, = 520. 2 – 19. Зсоѕ 2, + 53. 0sin 21, 
识别 出 周期 成 分 后 便 可 把 其 从 原始 序列 中 分 离 出 来 。 

对 于 季节 性 水 文 时 间 序 列 [图 12 -16(a) ] ， 其 周期 成 分 可 能 表现 在 均值 、 均 方差 
和 自 相关 系数 [图 12 -16(Ь), (4). 、(f) ] 上 。 因 此 可 采用 中 心 化 x,, – х, [ #12 一 16 
(e)] 、 标 准 化 zx, = (х, -x,)/s,[ 图 12 一 16(e)] 等 形式 排除 周期 成 分 。 自 相关 系数 
上 的 周期 成 分 可 通过 一 定 的 模型 (如 е, =z, пли, ЖН „ЖЕЛЕ ЖЧ 
为 独立 序列 =.,[ 图 12- 16(g) ] 。 这 种 排除 周期 的 方法 称 为 参数 法 ， 以 区 别 于 前 面 的 
方法 。 
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四 、 平 稳 随机 成 分 识别 

除去 周期 成 分 P,、 非 周期 成 分 №, 的 剩余 部 分 5, =Х, - М, -Р, 一 般 为 平稳 随机 
序列 。 

对 于 平稳 随机 序列 ， 主 要 任务 是 判断 其 是 独立 的 还 是 相依 的 。 若 是 独立 的 ， 则 称 
为 独立 平稳 随机 序列 ( 纯 随 机 序列 ) 。 例 如 年 最 大 流量 序列 ， 年 最 大 3 日 暴雨 量 序列 
等 。 在 随机 水 文学 中 常用 正 态 分 布 型 、 对 数 正 态 分 布 型 、P - 焉 型 等 概率 模型 描述 纯 
随机 序列 。 

若 $ 是 相依 的 ， 称 为 相依 平稳 随机 序列 。 水 文 时 间 序 列 中 常 存 在 着 一 种 持续 变化 
现象 ， 如 许多 河流 径流 年 际 变化 就 存在 持续 丰 水 年 组 与 枯 水 年 组 交替 出 现 的 现象 。 这 种 
持续 变化 现象 ， 表 明 序列 存在 着 相依 性 。 年 径流 序列 的 相依 性 ， 除 了 因 和 气候 因素 造成 的 
原因 外 ， 主 要 与 流域 的 地 表 和 地 下 水 库 对 径流 的 调 蓄 能 力 有 关 ， 如 流域 有 融雪 稳定 补 
给 ,湖沼 度 和 植被 度 大 ， 岩 性 和 土壤 有 利 下 渗 和 持 水 等 。 因 此 ， 在 地 表 和 地 下 径流 均 有 
较 强 调 蓄 的 情况 下 ， 径 流年 际 之 间 可 能 有 较 好 的 相依 关系 ， 自 相关 系数 就 较 大 。 

本 章 第 二 节 中 已 介绍 了 利用 样本 序列 自 相关 图 推断 该 序列 为 独立 或 相依 的 统计 
方法 。 


я м 


12-1 试 述 水 文 时 间 序 列 的 组 成 。 
12-2 试 述 水 文 时 间 序 列 自 相关 分 析 法 和 谱 分 析 法 的 异同 点 和 主要 应 用 。 
12-3 给 定 某 河 年 平均 流量 序列 如 表 12 -4 所 示 。 
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表 12-4 单位 : m/s 
трт 
#5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 п 12 13 


























流量 | 239 219 204 253 209 164 194 225 154 228 140 181 187 












































试 计算 自 相关 系数 并 检验 该 序列 是 否 相依 ( 显著 性 水 平 =0. 05) 。 
12-4 利用 题 12 -3 中 的 数据 ， 试 分 析 该 序列 是 否 存在 趋势 成 分 。 
12-5 给 定 某 河 月 平均 流量 序列 如 表 12 -5 所 示 ， 试 计算 年 、 月 平均 流量 序列 的 方 










































































差 谱 密度 图 并 识别 各 序列 的 周期 成 分 。 
表 12-5 单位 : ms 
年 份 яв 1 2 3 4 | 8 6 7 8 9 10 и 12 
1971 155 144 153 210 336 352 1120 680 1 440 597 338 187 
1972 149 133 148 310 527 519 1830 | 425 522 265 207 | 149 
1973 123 16 121 271 605 676 | 1040 | 576 1930 | 1210 356 218 
1974 166 | 145 141 241 369 287 407 | 710 1520 | 807 421 241 
1975 165 141 186 213 707 578 1110 | 683 2460 | 1740 | 790 321 
1976 211 176 192 403 476 782 771 2550 | 1160 | 593 362 253 
1977 201 182 203 382 | 657 | 532 [20% | 534 | 625 276 332 | 1% 
1978 153 159 185 230 404 520 1190 694 | 2050 | 543 384 233 
1979 191 178 183 229 302 263 1300 | 907 679 516 280 206 
1980 150 134 210 281 657 1170 | 1830 | 946 974 486 337 229 
1981 163 151 178 234 | 224 | ча | 2690 | 3830 | 2760 | 768 416 272 
1982 196 191 251 429 540 423 524 572 1710 614 404 246 
1983 178 149 162 438 1140 801 1130 | 1400 | 1770 | 1420 552 304 
1984 233 199 224 302 491 1320 | 2700 | 2040 | 1450 Г 779 435 290 
1985 207 206 245 305 | 689 741 1010 | 950 1840 603 368 227 
1986 200 174 205 240 474 757 908 433 535 256 232 189 
1987 152 147 132 159 304 975 1280 | 515 497 309 225 144 
1988 127 105 156 295 464 505 1890 | 1710 928 945 423 236 
1989 193 175 249 571 751 1300 | 1370 | 1360 | 1760 516 391 245 
1990 210 193 270 383 647 Я 684 2370 | 1210 | 1830 | 891 454 270 
1991 224 183 204 301 738 755 485 354 365 416 255 162 
1992 142 117 144 289 514 892 1790 | 1620 967 861 410 245 
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12-6 给 定 某 河 年 平均 流量 序列 如 表 12 -6 所 示 。 



















































































表 12-6 单位 : m?/s 
年 份 T 1970 | 1971 1972 1973 [ 1974 1975 | 1976 [ 1977 | 1978 | 1979 | 1980 | 1981 
流量 572 395 44 | 606 455 759 663 | 517 562 439 619 1013 
年 份 ] 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990 | 1991 1992 | 1993 
流量 1 508 791 875 622 385 404 735 741 789 371 669 575 
48 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 200 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 

流量 414 440 327 279 1 34 507 407 505 293 448 318 ЕКЕ) 

试 分 析 该 序列 是 否 存在 趋势 成 分 。 


12-7 利用 题 12 -6 中 的 数据 ， 试 分 析 该 序列 是 否 存在 突变 点 。 
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习 题 答 案 


第 一 章 
1-1 (1)Q@ 0Q=( 正 正 正 正 正 反 正 反 正 正 反 反 反正 正 反正 反 反 反正 反 反 反 ) 
@4=( 正 正 正 ЕЯ 正 反 正 反正 正 ) 
(1,1),(01,2),--(1,6) 
2,1),(2,2),---(2,6) 
Onl 
(6,1),(6,2), ---(6,6) 
@0= |2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}  А=[2,3,4} 
(3)0= | (х,у): +7? <1,хєА,уєК| 
А = | (х,у) :0. 5? <x +y <1| 
(а6,--),( - ,а6,-),(-, - ‚аБ) 
(4)0= ; (а,ь-),(Ь,а, –), (а, -,Ь) 
(6, -,а),(-,а,Ъ),(-,б,а) 
А = {(аБ, =, -), (а,Ь, –),(Б,а, –), (а, – ,Б), (Б, -,а)] 
(5)0= 13,4,5,6,7,8,9,10] А= [3,4,5 
1-2 4 表示 “一 件 次 品 也 没有 ”。 
в 表示 “次 品 少 于 两 件 ”,“ 没 有 次 品 或 次 品 只 有 1 件 ”。 
1-3 (1) 成 立 (2) 不 成 立 〈3) 不 成 立 (4) 成 立 (5) 成 立 
(6) 成 立 (7) 成 立 (8) 成 立 (9) 成 立 (10) 成 立 
《11) 成 立 
1-4 (1)AB={5} (2)AUB=|1,3,4,5,6,7,8,9,10} 
(3)А B=|2,3,4,5} 
(4)А ВС = {1,5,6,7,8,9,10] 
(5)А(ВОС) = 11,2,5,6,7,8,9,101 
1-5 设 D 表 示 “ 灯 D 亮 事件 , 则 
D=(4UB)nC D=ABUC ҮГ 
1-6 (1)4- (ВОС) =4nBUC=4n(Bnc) = (АПВ) ПС = (А-В) -C， 所 以 此 式 
成 立 。 
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(2) 


BD 


阴影 部 分 为 A 一 (B 一 C) 阴影 部 分 为 (4 一 B)UC 


所 以 此 式 不 成 立 。 
(3)、(4) 均 不 成 立 ， 可 由 下 图 说 明 


Г Гл 
Сә ВӘ 


阴影 部 分 为 (AUB) 一 B=A 一 B 阴影 部 分 为 (A 一 B)UB=AUB 


(1)(4nB)UC (2)C (3)4UBC (4)AUB (5)BNC 
(1)4CBC 即 BD24 且 C24 (2)42B 且 42C 
(3)4=B (4)АВ = 中 
































1-23 03 0.6 
1 
1-24 = 
1-25 0.6 
1-26 0. 458 
1-27 Р, -2Р,Р, +Р, 
1-28 >7 
1-29 (1)0.36 (2)0.91 
1-30 0. 328 
1-31 (1)0.115 (2)0. 043 
1-32 0.998 
2-1 (1е^ (2)1 2-4 
1 1 1 И ЗИ РЕ 5 
2-2 (0+ (25 6)5 = г г | = 
м 10 10 10 
2-3 Р(Х =) = С*(0.2)*(0.8)"* 
Dy 
2-5 Р(х=0 = (+) (5). #12. 
2-6 
0, x<0 
22 
х 0 1 2 35， 0 <x<1 
| 22 2 | 工 Р(х) =134 
35 35 35 35， 1<х<2 
1, %>2 
ғо | 
залы аа: н 
22/35 | | 
村 1 2 = 
2-7 (1)0.2304 (2)0. 337 (3)0. 663 (4)0. 9898 
2-8 
=: 
хо 1 2423 | 4 
P |р | № |р? | 24° | 4 
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зме Ф 





2-9 
2-10 


2-11 
2-12 
2-13 


2-14 
2-15 


在 区 间 ( - о, + %m ) 上 是 某 随机 变量 的 概率 密度 ， 在 其 他 区 间 上 不 是 。 


因为 f(x) 在 ( -% ,+ om ) 上 人 重大 于 零 


x 
= Г. Теве + [7 ета =1 
所 以 f(x) 是 一 个 概率 密度 函数 。 
le, x<0 
F(x)= 





1 1 
(Ат у 


0, х= -1 
1 

2 

1, х>1 


(3) (а) |= sinxz, -1 <x<1 


0<х<1 


2х 
(DO1 (204 ДЭ -人 
о, 其 他 
(1)1 (2)1-е72 (3)e 
略 
(1)0. 9938 (2)0. 879 (3)0. 0455 
(1)0. 3085 (2)0. 7745 (3)0. 0668 
44.8 
(1)0. 5467 (2)0.907 
с=5 
2.33 
9.4 
31.25 


(2) = ве”, y>1 





з 


(2)7(7) =, у <3 
(3030) = 六 eS, у>0 


2-29 //(у) = y>0 


le? 
Е 


6 
2-30 (1 = 5 0 
(1) (у) у> 


л 


1 -є 
2)һ = 一 -一 一 ， 1 
(2)л(у) = у> 


2 
(3509) = 8 У>0 


2-31 а=0. 0641, В =0.009 














= -1L мм 
2-32 ЛО р, << 
2-33 证 明 : 0) =. 90 
то 
Б = 22-4 =. 1 
7Y=cf+d у=е+ӣ, х=) |= = 
i 024.2 
р 212,2 
所 以 љо) голду Те 
1 -和 22 
тта 2201 „Ма +са,с0?) 
2-34 f(x)=—2 х>0 
(1+а2)' 
2-35 Fi(x)=4 =@-= 


3-1 2 的 分 布 列 为 


z ШОГЕН ПЕСГОНЕГ 








3 1 
№ Е | 4 





3-2 Р(Х=Ү) =02 Е(2.1,3.5) =0.6 
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3-3 
х у 0 = 1 P,. 
-1 0 ЕЯ т Еа 
0 二 0 о 2. 
2 十 о о +. 
Р, РЯ ё ЕЯ 1 
3-4 (1)K=12 
1-e™)(1-e®”), х>0, y>0 
р е") (1-е), х>0, у> 
Я 其 他 
(3)P(0 <X<1, 0<y<2) =0.95 
3-5 
6, (х,у) ЕС -x),0<x< 
Же = еса ло {0 на 
0, 其 他 0, 其 他 
< [6667 -), 0<у 1 
ло) {6 тЫ, 
3-6 
= 2 
ло lsl < f(y »- ll 
0, lx| >г 0, ly| 2 ғ 
1 я 
лое Іа < Vr у, |у] <г 
0, 其 他 
1 == 
ло рр 15| < г х, |х| <г 
0, 其 他 
1 
3-7 0<y<1 时 ， 大 (zly) = -全 Би 
о, ”其 他 
1 
Со а 
о, ”其 他 
0<x<1 时 ,fy(y|*) = 他 
0， 其 他 
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习题 答案 
2, 0<д<2 1, 0<y<3 
3-8 ‘rf = m= 7 
1, х>2 1, у>3 
(2)P(X<0.51Y<1) = 
(3)А (х |5) +, 0=х<2, 0<у<3 
ЗО жу) ,>0 
3-9 чужом, дер [ан 0 
0, х<0 
Р(0=х=1 |У=1) = 
пет 27 
Re 
3-10 Р(У<Х) =1+9 Fy 
3-1 鲜 与 Y 不 相互 独立 。 
3 -12 X 与 Y 不 相互 独立 
3-13 于 与 了 不 相互 独立 。 
0，z<2 
т, 2 <z<3 
3-14 Fs(z)= 
3, 3 <z<4 
1, 2>4 
3-15 т: 利用 公式 (a +6)" = У Сав" 
名 
3-16 提示 : 利用 组 合 公式 C3 = У сасу 
3 
3-17 P(X<Y) = 十 ， P(X+Y>1) =2. 
3-18 P(X+Y<1) = 去 
о, z<0 0, 2<0 
2 В 
я =, 0<:=2 
3-19 Е,(:) =] 8' 0<z<2 = 4 
2 1-2, 2 <z<4 
а ‚2<2<4 4 
0, z>4 
3-20 Р(а<Х+Ү<Ь) =(1+а)е“- (1l+b)e™ 
А О 
3_2 [е a 
1 л) р, 其 他 


341 





习 题 答案 
EL 
3-22 р=7 
= 
хе 
3-23 ко -| 317 720 
0, x<0 
0, z<0 
1 
3-24 fi(z) =」 2， 0<z<1 
>, z>1 
3-25 1,(25) =1.708 Е, (6,5) =4.95 Е, , (6.5) =0.228 
$ -+ 
3-26 0. 000634 
зу 
3-27 ло) ху, 0<=<0 
0, 其 他 
к 1 
ГЕКЕ 二 
^о 5) жа, 0<:<0 
0, 其 他 
3-28 令 Z=max(X,Y), U=min(X,Y) 
0，z<0 а 
Fz(z) -| 0<z<1 2 = 位 , еа 
1, z>1 : 
0, и<0 Е 1 
一 < 
по еа, оаа л) ={ бен 
І, и>1 
3-2 № 
а 
3-30 Кано =" е 
0, 其 他 
3-31 № 
3-32 Ха, =.) = е ‚2120, 0<z, <2т 
第 四 章 
=25 
4-1 Е(Х) = 
г 2п +1 
4-2 >) 
4-3 E(Y,)=2, Е(У,) =1 


习 ях 





ЕС, +Х,) =3-, ВХ, -341) = 三 
Е(Х) =^ 
7 
1 
ЕОХХ,) =4, E(X -Х,) 5 


Е(ХҮ) = 十 


D(X) =0.48 
Е(Х+Ү)? =2 
略 

Е(Х) = -0.2, Е(Х?) =2.8, E(3K +5) =13.4, D(X) =2.76 
E(X) =1, D(X) =" 


Ё -1 4 
(DE(X) =а, Р(Х) =3 EX) =, Р(Х) = 7 
略 

tl "1 
ЕХ) = D(X) =" 
Е(У) =5, ВСУ) =16 

и _з _3 _3 
Е(У,) =1, 000) = ЕС) =, 000) = 名 











略 
略 
略 
略 
略 
_5 VB 
p= 26 
2, № 

1-2 2 

1 1 
в=|- 1 -六 

1 2. 

оо а 
略 
略 
p= -0.5 

上 _26 -9% 1 1 
ЕСИ) =з, 20) =3 оу туя 
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mmmmmmmmmm 
Ee 
оючеоль аы 


1 
> 
= 


Ха, „м, „их, ) Рта) exp[ - 55$, (=, - а)] 


у х) =24 ВЕ 
Е(Х) =p, Р(Х) =, Е(5?) = 





略 

п-1 

п+1 

0. 998 

0 

k= -0.4375 
(п-1) Я 

с= 3, ВНЖ? 
Е(2, 2) 分 布 

c = /了 自由 度 为 3 
略 

6=2Х, 6 =2x =0.96 
= 二 

^-х 


第 六 


1 


章 





м О АА 
milion 


ра 
(1-Х)? 
(0) 6 = И 
(У х) 
N=2X-1 " 


(1) 6 = 


(1)6 = 


2Х-1 
(1-Х) 


(2)6 =-1- <" 








м 
м 








(8. 29,8. 39) 
(0.00029 ,0. 0125) 
(1) (2.121, 2.129) (2) (2.117,2.132) 
=, =155 
略 
略 

ля 
拒绝 Н,:а =26 
该 日 工作 正常 
接受 所 :该 道路 长 为 1.30km 
932 Н,:Е(Х) =3 
处 理 后 的 废水 合格 
无 显著 差异 
#2 Н.:0* =2.5 
接受 两 总 体 方差 相同 的 假设 
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可 以 认为 两 台 机 床 的 产品 直径 服从 同一 正 态 分 布 
r=0.91， 经 检验 5х 相关 显著 
可 以 认为 其 服从 均匀 分 布 
第 九 章 
$= -0.64 +0.793x 
了 =230 +1.43x; 经 检验 所 建 方程 显著 
了 =3.8 +0.74х; В 站 插 补 的 洪峰 流量 ，1999 年 为 55 (ma/s) 2000 年 
为 30( m3/s)。 
(1) 了 =189 +1.87x; (2) 显 著 ; (3)x=65 时 , 了 =310; 
(4) 置信 区 间 为 [256，365 ] 。 
$= -6.41 +1.27x, +1. 86х, 
(1) 少 = -2. 31 +0. 30x, +0. 75х, 检验 结果 上 述 回归 方程 显著 。 
(2) 将 x =24. 66, х, =19.20 代入 回归 方程 ， 得 ?=19.49m。 
9 =0. 9267 +0. 1944х, - 0. 0155x, 
少 =43. 65 +1. 78х, -0. 08х, +0. 16х, 
Sa =12389. 6111 би =6806. 1115 5 =5583. 4997 
а=1.73 $50. 146 
ў =18. 484 —0, 8205х +0. 0093012 


第 十 章 


第 一 台 相对 误差 为 0. 4% ， 第 二 台 相对 误差 为 0. 5% ， 所 以 第 一 台 精 度 高 。 
3. 05 为 异常 数据 

略 

0. 58 


9 次 
D = 1292. бтт 

в 

а =60° 时 河 宽 相 对 误差 9, =0. 2% ， 相 对 标准 差 5(D) =0. 1% ; 
а =75° 时 河 宽 相对 误差 yo =0. 3% ， 相 对 标准 差 5(D) =0. 2% 。 


附 表 一 泊 松 分 布 数值 表 


, 
Р(К=0)= т 








А 





0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 





о 0.904837 | 0.818731 | 0.740818 | 0.670320 | 0.606531 | 0.548812 | 0. 496585 | 0. 449329 








2! 
1 0.090484 | 0. 163746 | 0.222245 |:0:268128 0.303265 | 0.329287 | 0.347610 | 0.359463 





0.004524 | 0.016375 | 0.033337 | 0.053626 | 0.075816 | 0.098786 | 0.121663 | 0. 143785 





0.000151 | 0.001092 | 0.003334 | 0.007150 | 0.012636 | 0.019757 | 0.028388 | 0.038343 





0.000004 | 0.000055 | 0.000250 | 0.000715 | 0.001580 | 0.002964 0.004968 | 0. 007669 








4 0.000001 | 0.000004 | 0.000013 | 0.000036 | 0.000081 | 0.000164 





十 
| 一 一 一 0.000001 | 0.000003 | 0.000008 | 0.000019 





2 
$ 
4 
5 ва | 0.000002 0.000015 | 0.000057 | 0.000158 | 0.000356 | 0.000696 | 0.001227 
6 
7 
8 


一 一 一 =: — Е 0.000001 | 0.000002 














0.9 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.3 4.0 





0 0.406570 | 0.367879 | 0.223130 | 0.135335 | 0.082085 | 0.049787 | 0.030197 | 0.018316 








1 0.365913 | 0.367879 | 0.334695 | 0.270671 | 0.205212 | 0.149361 | 0.150091 | 0.073263 





2 0.164661 | 0.183940 | 0.251021 | 0.270671 | 0.256516 | 0.224042 | 0.184959 | 0, 146525 








0.049398 | 0.061313 | 0. Е 180447 | 0.213763 | 0.224042 | 0.215785 | 0. 195367 


3 
4 0.011115 1 9.015328 0.047067 | 0.090224 2:9.133602 0. 160091: 0.189912 0. 195367 





| 0.002001 0.003066 | 0.014120 | 0.036089 | 0.066801 | 0.100819 | 0.132169 | 0. 156293 
- 





0.000300 | 0.000511 | 0.003530 | 0.012030 | 0.027834 | 0.050409 | 0.077098 | 0.104196 








0.000004 | 0.000009 | 0.000142 | 0.000859 | 0.003106 | 0.008102 | 0.016865 | 0. 029770 





5 
6 
二 
7 0.000039 | 0.000073 | 0.000756 | 0.003437 | 0.009941 | 0.021604 | 0.038549 | 0.059540 
8 
9 


— 0.000001 | 0.000024 | 0.000191 | 0.000863 | 0.002701 | 0.006559 | 0.013231 





















































10 We == 0. 000004 | ©. 000038 | 0.000216 | 0.000810 | 0.002296 | 0.005292 
п — = — 0.000007 | 0.000049 | 0.000221 | 0.000730 | 0.001925 
12 = Г = — 0.000001 | 0.000010 | 0.000855 | 0.000213 | 0.000642 
13 = == Е 2 — 0.000002 | 0.000013 | 0.000057 | 0.000197 
14 а= а = == = 0.000003 | 0.000014 | 0. 000056 
15 — = а — — 0.000001 | 0.000003 | 0.000015 
16 — == ==, == чн акі — 0.000001 | 0.000004 
17 — [9-00 
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附 表 一 泊 松 分 布 数值 表 








































































































аж 
А 

4.5 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 
0 0.011109 0.006738 0. 002479 0.000912 0.000335 0.000123 0. 000045 
1 0. 049990 | 0.033690 0.014873 0.006383 0.002684 0.001111 0. 000454 
2 0.112479 0.084224 0.044618 0.022341 0.010735; | 0.004998 0.002270 
3 0. 168718 0. 140374 0.089235 0.052129 十 0.028626 0.014994 0.007567 
4 0. 189808 0. 179467 | о, 133853 0.091226 0.057252 0.033737 0.018917 
法 0.170827 7 0.175467 0. 160623 0.127717 0.091604 0.060727 0. 037833 
6 0. 128120 0. 146223 | 160623 0. 149003 0. 122138 0.091090 0.063055 
т 0.082363 0. 104445 0. 137677 0. 149003 0. 139587 0.117116 0.090079 
8 0.046329 0.065278 0. 103258 0. 130377 0. 139587 0. 131756 0. 112599 
9 0.023165 0.036266 0. 068838 0.101405 0. 124077 | 0. 131756 0. 125110 
10 0.010424 0.018133 0.041303 0.070983 0.099262 0.118580 |9. 125110 
п 0.004264 0.008242 0.022529 0.045171 0.072190 0.097020 0. 113736 
12 0.001599 0. 003434 0.011264 0.026350 0.048127 0.072765 0. 094780 
13 0.000554 0.001321 0.005199 0.014188 0. 029616 0.050376 0.072908 
14 0. 000178 0.000472 0.002228 0.007094 0.016924 0.032384 0.052077 
15 0.000053 0. 000157 0. 000891 0.003311 0. 009026 0.019431 0.034718 
16 0.000015 ЇЕ 0.000049 0. 000334 0.001448 0.004513 0.010930 0.021699 
17 0. 000004 0. 000014 0.000118 0.000596 0.002124 0.005786 0.012764 
18 0.000001 0. 000004 0.000039 0.000232 0.000944 0.002893 0.007091 
19 = 0. 000001 0. 000012 0.000085 0.000397 0.001370 0.003732 
20 ых Бы 0.000004 0.000030 0.000159 0.000617 | 0.001866 
21 Еак а 0.000001 | 0.000010 0. 000061 0. 000264 0. 000889 
22 = = > 0.000003 0. 000022 0.000108 0.000404 
23 — 一 上 = 0. 000001 0. 000008 0.000042 0.000176 
24 = = | о = 0.000003 0.000016 0.000073 
25 = = = ыс 0.000001 0. 000006 0.000029 
26 — — 一 — 一 0.000002 0.000011 
27 > 0.000001 0. 000004 
28 一 = Пек 一 _ 一 0.000001 
29 — 一 一 = = 一 0. 000001 


























349 


附 表 二 标准 化 正 态 分 布 密度 纵 坐标 表 
















































































| $) 
о 

и | 0.0 | 001 | 0.02 Гоо | 0.04 | 0.05 | 0.06 | 0.07 | 0:08 | 0.09 

0.0 | 0.39894| 0.39892) 0.39886] 0.39876) 0.32862) 0.39844 | 0.39822) 0.39797) 0.30767) 0.39733 
0.1 | 0.39695 | 0.39654 | 0.39608 | 0.39559 | 0.39505 | 0. 39448 | 0.39387 | 0.39322 | 0.39253 | 0.39181 
0.2 [0.39104 | 0.39024 | 0.38940 | 0.38853 | 0.38762 | 0.38667 | 0.38568 | 0.38466 | 0.38361 | 0.38251 
0.3 | 0.38139 | 0.38023 | 0.37903 | 0.37780 | 0.37654 | 0.37524 | 0.37391 | 0.37255 | 0.37115 | 0.36973 
0.4 | 6.36827 | 0.36678 | 0.36526 | 0.36971 | 0.36013 [0.36083 | 0.35889 | 0.3573 | 0.35553 0.3531 
0.5 [0.35207 | 0.35029 | 0.34849 [0.34667 | 0.34482 | 0.4294 [0.34105 | 0.3391? | 0.33718 | 0.33521 
0.6 | 0.33322 | 0.33121 оз 032713 | 0.32506 | 0.32297 | 0.32086 | 0.31874 | 0.31659 | 0.31443 
0.7 | 0.31225 | 0.31006 | 0.30785 | 0.30563 | 0.30339 | 0.30114 | 0.29887 | 0.29659 | 0.29431 | 0.29200 
0.8 [0.28069 | 0.28737 | 0.28504 | 0.28269 0.28034 | 0.27798 | 0.27562 | -27324 | 0.27086 | 0.26848 
0.9 | 0.26809 | 0.2636 | 0.26129 0.25888 [0.25647 [0.25406 0.2516 [0.24923 | 0.24681 | 0.24439 
1.0 | 0.24197 | 0.23955 | 0.23713 | 0.23471 | 0.23230 | 0.22988 | 0.22747 | 0.22506 | 0.22265 | 0.22025 
т [0.21785 | 0.21546 [0.21307 [0.21069 | 0.2083 | 0.20594 [0.20357 | 0.20121 [0.19886 [0.19652 
1.2 | 0.19419 | 0.19186 | 0.18954 | 0.18724 | 0.18494 | 0.18265 | 0.18037 | 0.17810 | 0.17585 | 0.17360 
1.3 | 0.17137 | 0.16915 [0.16694 | 0.16474 | 0.16256 | 0.16038 | 0.15822 | 0.15608 | 0.15395 | 0.15183 
1.4 [0.14973 Го, 14764 | 0.14556 | 0.14350 | 0.14146 | 0.13943 Го. 13742 [0.13542 0.13344 | 0.13147 
1.5 | 0.12952 | 0.12758 | 0.12566 | 0.12376 | 0.12188 | 0.12001 | 0.11816 | 0.11632 | 0.11450 | 0.11270 
1.6 | 9.11092 | 0.10915 | 0.10741 | 0.10567 | 0.10396 | 0.10226 | 0.10059 0.098925 [0.097282 [0.095657 
1.7 о. 094049 0.092459 10. 090887 0.089333 |0. 087796 0.086277 |0. 084776 |0. 083293 |0. 081828 | 0.080380 
1.8 о. 078950 (0.077538 |о. 076143 |0. 074766 |о. 073407 (0.072065 |0. 070740 (0.069433 |0. 068144 [0.066871 
1.9 [6.065616 [0.064378 0.065157 [0.061952 0.060765 0.059595 |0.058441 |0.057304 |0. 056183 | 0.055079 
2.0 |0.053991 |2: 0529 0. 051864 |0. 050824 |0. 049800 |0. 048792 реко нов 0. 045861 0.044915 
2.1 |0.043984 |0. 043067 (0.042166 |0. 041280 (0.040408 |0. 039550 0.038707 |0. 037878 [0.037063 | 0.036262 
2.2 (0.035475 |0. 034701 |0. ности оо 0.032460 |0. 031740 [0.031032 |0.030337 |0. 029655 | 0.028985 
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附 表 二 


标准 化 正太 分 布 密度 纵 坐 标 表 





续 表 





0.00 0.01 


0.02 0.03 


0.04 


0.05 0.06 


0.07 0.08 | 0.09 





0. 028327 [0.027682 
4 


0.027048 


0.026426 


0.025817 


0.025218 |0. 024631 


0. 024056 |0. 023491 | 0. 022937 





0.022395 |0. 021862 


0.021341 


0. 020829. 


0. 020328 


0. 019837 |0. 019356. 


Е 
10.018885 |0. 018423 | 0.017971 





0. 017528 [0.017095 


0.016670 


0. 016254 


0.015848 


0.015449 |0. 015060 


10. 014678 |0. 014305 | 0. 013940 





0.013583 [0.013234 


0.012892 


0. 012558 


0. 012232 


0.011912 |0.011600 


0. 011295 |0. 010997 | 0.010706 





0.010421 | 0.010143. 


|0. 0298712) 


0. 0296058 


0. 0293466 


).0290936|0. 0288465 


0.0286052 0. 0283697 |0. 0281398 





10. 0279155 0.076965 


0. 0274829. 


0.0272744 


0. 0270711 


0. 0268728 о. 02667930. 064907 (0. 0263067 |0.0261274 





十 
(0.029525 10.0257821 


0.0256160| 


0.0254541 


|0. 0252963. 


0.0251426[0. 0249929, 


0. 02484700. 0247050[0. 0245666. 





(о. 02443180. 043007 


0. 0241729 


|0. 0240486, 


0.0°39276 


0. 0238098 (0.036951 


(0.035836 0. 0?34751 |0.0?33695 





0. 0732668 [0.031669 


. 0230698 


|о. 0229754. 


0. 0228835 


10. 0227943 0.027075 


0.026231 0. 02254120. 0224615 





0. 0223841 0. 0223089] 
НМ 


|0. 0222358, 


|0.0221649 


0. 0220960 


|о. 02202900. 0219641 


0.0219010)0. 0218397 |0. 0217803 





0. 021722610. 0216666 


100216122 


0. 0215595 


10. 0215084. 


| 


0. 0214587 |0. сео 


. 02136390. 02131870. 0212748 





+ 


0. 02123220. 0211910! 


0. 0211510] 


|. 0211122 


10.0210747 


0. 0210383 (0. 0210030 


0.096886 |0. 093577 0.090372 





0.087268 |0. 0784263) 


. 0281352 


|0. 0778534 


0.075807 


- 
. 073166 0. 0*70611 


0.068138 (0. 065745 0.063430. 





0.0761 т. 0259024 


0.0256928 


10.0°54901 


|о. 0252941 


[0.051046 0. 049214 


0. 0747443 |0. 045731 |0. 0344077 





©. оит, 0740933 


0. 0239440) 


0. 0237998 0.036605 


[о зе 0.033960 


—} 


Е 
0.032705 0. 0314940. 030324 





0.029195 0.028105 


|0. 0227053 


0. 0226037 


0.025058 


'0.0*24113 0.023201 


(0.022321 (0.021473 |0. 0720655 





10.02 198660. 0719105 


0718371 


10.0?17664| 


[0.016983 


[00716226 10.0° 15693 


00.0"15083 они. 





0.0*13383 0.012858, 


Б 


0212352 


| 
0.011864 


'0.0°11395 


0.010943 0.010509 


0.010090 |0. 0*968700.0*92993 





10. 0*89262)0. 0*85672 


|0. 0*82218 


|0. 0*78895 


0.0*75700 


0. 0*72626 |0. 0469670| 


| 
0. ыыы 0*64095 |0. 0*61468 





0.0*58943 0. 0*56516) 


0.0*54183 


0.0*51942 


0. 0*49788 


0.0*477190.0*45731 


|0.0*43821 (0. 0*41988 [0.040226 





10.0*38535 0. 036911 


10.0*35353 


0. 0*33856 


0.0*32420' 


0.0*31041 0.029719) 


'0.0*28449\0. 0*27231 10. 0*26063 





0. 0*24942 0. 0*23868 


(0. 0*22837 


(0. 0*21848 


00.0“20900 


(0.0*1999210.0*19121 


. 0*18286 |0. 0*17486 0.0*16719 





0.0415984|0. 0*15280| 


. 0*14605 


'0.0*13959, 


|o.0413340 


.0412747|0.0412180| 


10.0*11636]0.0*11116[0.0*10618 





00.0*10141 0. 096845 


0. 0292477) 


{0.088297 


0.084298 


0.080472 |0. 0°76812. 


0. 073311 |0. 06996210. 0266760 





0.063698 |0. 0560771 


0.057972 


. 0555296 


0.0°52739 


и! 
0.050295 0.047960 


0.045728 |0. 043596 |0. 0541559 





4.8 


0. 039613[0. 0237755 


(0.035980) 


00. 0234285) 


0.032667 


0.0°311220.0°29647|0. 092823910. 052689510. 0525613 





4.9 


0. 02243900. 023222 








. 0722108 
-—.._ 





0.021046 





0. 0520033 








0. 019066 \0.0° 181441 














0.0°17265|0.0°16428|0.0°15629 
и 
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©) 
Б 0и 

и 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 | 0. 50000 | 0. 49601 | 0. 49202 | 0.48803 | 0.48405 | 0. 48006 | 0.47608 | 0. 47210 | 0.46812 | 0.46414 
0.1 |0. 46017 | 0. 45620 | 0.45224 | 0. 44828 | 0.44433 | 0.44038 | 0. 43644 | 0.43251 | 0.42858 | 0. 42465 
0.2 |0. 42074 | 0.41683 | 0.41294 | 0. 40905 | 0. 40517 | 0. 40129 | 0.39743 | 0.39358 | 0.38974 | 0. 38591 
0.3 | 0.38209 | 0.37828 | 0.37448 | 0. 37070 | 0.36693 0:361] 0.35942 | 0.35569 | 0.35197 | 0. 34827 
0.4 [0.34458 | 0. 34090 | 0.33724 | 0.33360 | 0.32997 | 0. 32636 | 0.32276 | 0.31918 | 0.31561 | 0.31207 
0.5 | 0.30854 | 0.30503 | 0.30153 | 0.29806 0.29460 [0.29116 0.28774 | 0.28434 | 0.28096 | 0.27760 
0.6 | 0.27425 | 0.27093 | 0.26763 | 0.26435 | 0.26109 0.25785 | 0.25463 | 0.25143 | 0.24825 | 0.24510 
0.7 |0.24196 | 0.23885 | 0.23576 | 0.23270 | 0.22965 | 0.22663 | 0.22363 | 0.22065 | 0.21770 | 0.21476 
0.8 | 0.21186 | 0.20897 | 0.20611 | 0.20327 | 0.20045 | 0. 19766 | 0. 19489 | 0.19215 | 0. 18943 | 18673 
0.9 | 0.18406 | 0.18141 | 0.17879 | 0.17619 | 0.17361 | 0. 17106 | 0. 16853 | 0.16602 | 0. 16354 | 0. 16109 
1.0 | 0.15866 | 0. 15625 | 0. cad he 15151 | 0.14917 | 0. 14686 | 0.14457 | 0.14231 | 0.14007 | 0.13786 
1.1 | 0.13567 | 0. 13350 | 0.13136 | 0.12924 | 0.12714 | 0. 12507 | 0.12302 | 0. 12100 | 0.1 нй 0.11702 
1.2 | 0.11507 | 0.11314 | 0.11123 | 0. 10935 | 0.10749 | 0. 10565 | 0. 10383 | 0.10204 | 0. 10027 |0. 098525 
1.3 [0.096800 |0. 095098 |0. 093418 |0. 091759 |0. 090123 | 0. 088508 0.086915 |0. 085343 |0. 083793 | 0. 082264 
1.4 о, овозэз [6.07970 0.077804 |0. 076359 |0. 074934 а деды 0. 070781 |0. 069437 | 0. 068112 
1.5 |0.066807 |0. 065522 |0. 064255 |0. 063008 |0. 061780 |0. 060571 |0. 059380 а а мы 0. 055917 
1.6 [0.054799 |0. 053699 |0. 052616 |0. 051551 |0. 050503 |0. 049471 |0. 048457 |0. 047460 |0. 046479 | 0. 045514 
1.7 [0.044565 |0. 043633 |0. 042716 |0. 041815 |0. 040930 10. 040059 |0. 039204 |0. 038364 |0. 037538 | 0. 036727 
1.8 |0.035930 |0. 035148 |0. 034380 |0. 033625 |0. 032884 |0. 032157 |0. 031443 |0. 030742 |0. 030054 | 0.029379 
1.9 [0.028717 |0.028067 |0. 027429 |0. 026803 |0. 026190 |0. 025588 |0. 024998 |0. 024419 |0. 023852 | 0.023295 
2.0 |0.022750 |0. 022216 [0.021692 0.021178 |0. 020675 0.020182 |0.019699 | 0.019226 |0. 018763 | 0.018309 
2.1 | 0.017864 0. 017429 0.017003 0.016586 0.016177| 0.015778] 0. 015386] 0.015003 0.014629 0.014262 
2.2 |0.013903 |0.013553 |0. 013209 | 0.012874 | 0.012545 | 0.012224 | 0.011911 |0. 011604 |0. 011304 | 0.011011 
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附 表 三 ”标准 化 正 态 分 布 函数 表 





续 表 





0.00 


0.01 


0.02 


0.03 


0.04 


0.05 


0.06 


0.07 


0.08 


0.09 





0.010724 


0.010444 


0.010170 


00. 0299031 


0. 0296419. 


0.0293867 


0.0291375 


10. 0288940, 


0.0286563 


0. 0284242 





0.281975 


0. 0279763 


|0. 0277603 


0. 0275494 


0.0273436 


0.071428} 


. 0269469 


|0. 0267557 


0. 0265691 


0. 0263872 





|0. 0262097 


0. 0260366 


|о. 0258677 


(0.0257031 


0. 0255426 


0.0253861 


.0252336 


. 0250849 


(0. 0249400 


О. 0247988 





10. 0246612 


0.045271 


|0. 0243965 


|0. 0242692 


0.0241453 


0.0240246 


. 0739070 


|0.0237926| 


[0.0236811 


0.0235726 





(0. 0234670 


0. 0233642 


|0. 0232641 


|0. 0231667 


0. 0230720 


0.0229798| 


|о.0°28901 


|0. 0228028 


(0. 0227179 


10.0226354 





10. 0225551 


0. 0224771 


|о. 0224012) 


(0. 0223274) 


0.0222557 


0.021860 


10.0221182 0. 0220524, 


0. 019884 


10.0219262 





0.018658 


0. 0218071 


. 0217502 


|0. 0216948 


0.021641 


0. 0215889 


|o.0215382| 


|0.0214890| 


0. 0214412 


0.013949 





0.021349 


|0. 0213062, 


0.0212639 


00.02 12228 


0.0211829 


100211442) 


|0.0211067 


|0. 0210703 


(0. 0210350 


10.0210008 





0.096760 


0.093544 


0.090426 


0.087403 


0.084474 


|0.0381635 |0. 


.0378885 


|0.0376219| 


0.0373638| 


0.0371136 





0.068714 


0.066367 


0.064095. 


0. 0261895 


0.059765 


|0.0357703 


|0. 0755706 


0.053774 


0.051904 


10.0250094 





0.048342 


0.033693 


|0.0346648| 


|0.0345009| 


0.043423 


0.041889 |0. 


. 040406 





|0.0332481 


[0.0331311 


10.0330179| 


[0.029086 


|0.0328029| 


|0.0338971 


|0.0327009 


0. 0737584 


0.026023 


0. 0336243 


0.025071 





0.034946 


0.024151 





0.023263 


0.022405 


0.021577 


0.020778 


0.0°20006 


|0.0319262| 


|0.0318543| 


[0.017849 


0.017180 


0.0?16534 





0.015911 


|0.0315310 


0. 0° 14730) 


0.014171 


0.0° 13632 


10.0° 13112) 


0.021261 


00.02 12128 


0.011662 


10.0°11213 





00. 0° 10780 


|0. 0210363 


0.0*99611 


0. 0*95740| 


|0.0*92010, 





0.0*72348 


|0. 0*69483 


0.0*66726. 


0. 0*64072 


.0461517| 


0.0*88417 


10.0*59059 


0. 0*84957 


00. 0*56694| 


00.0*81624 


0.0*54418 


0.0*78414 


0.0*52228 


0.0*75324 


10.0*50122 





0. 0*48096 


|0.0*46148. 


00. 0*44274| 


00. 0*42473 


|0. 0*40741 


10. 0*39076| 


00. 0*37475 


0.0*35936 


0. 0*34458 


10.0*33037 





0.0*31671 


|0. 0*30359| 


|0.0429099 


0.0427888 


[0.0"26126 


10. 0*25609| 


10. 0*24536, 


|0. 0*23507| 


0.0*22518 


0.0421569 





0.0*20658 


|0. 0*19783 


|0. 0*18944) 


0.0*18138 


|0.0417365 


10.0*16624 


00.0*15912 


0.0*15230 


0.0*14575 


0.0*13948 





|0.0413346 


|0.0*12769| 


00.0*12215 


0.0*11685 


10.0*11176, 


0.0*10689| 





(0.085399! 


'0.0°81627 


0.078015 


0.074555 


10.0°71241 


00. 068069 


0.0*10221 


0.065031 


0. 0°97736| 


0.062123 


0.093447 


0.059340 


0.0°89337 


0.0°56675 





[0.054125 


0.051685 


0. 0549350 


0.047117 


0.044979 


0.042935 


0.040980 
4 


0.039110) 


|0.0537322 


0.0535612 





|0.0533977 


(0.0532414 


I0.0530920 


0.029492. 


0.028127 


0. 0°26823. 


0.025577 


|0.0524386| 


(0. 0523249 


0.022162 





0.021125 


0.020133 


[0.019187 


(0.018283 


0.017420) 


0.016597 


.0°15810 


(0.015060) 


0.014344 


0.013660 





[0.0 13008) 


00. 0512386 


0.011792 


(0. 0511226) 


0. 0510686 


00.0510171 


|о. 0596796) 


|0. 0%2113 


(0. 0987648 


0.083391 





4.8 


(о. 0°79333 


0.075465 


0.071779 


.068267 


0.0%64920 


о. РЕ 0558693 


|0.0555799| 


|0.0553043 


0.0550418 





4.9 


|0.0547918, 





10.0545538 





|0. 0543272| 





0. 0541115 





10.0539061 





0.0537107 





.0535247 








0.0°33476 


0.031792 








10. 0830190 
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附 表 四 皮尔 逊 下 型 分 布 离 均 系数 Ф. 值 表 








0.01 | 0.02 | 0.05 | 0.1 | 0.2 | 0.5 | І 2 з 5 10 | 20 | 25 30 








гав |1. 645 [1.282 |0. 842 [0.674 | 0.524 
-889 [1.651 |1. 284 [0.841 [0.673 | 0.522 
- 898 1.656 1.286 [0.840 [0.671 | 0.520 
-906 |1. 662 [1.288 [0.839 [0.669 | 0.517 
-914 |1. 667 [1. 290 [0.838 [0.667 | 0.515 
-923 1.673 1.292 [0.836 [0.665 | 0.512 


0 3. 719 |3. 540|3. 291 |3. 090 |2. 878 
0.02 3. 768 |3. 582 |3. 325 |3. 119 |2. 903 
0.04 |3. 807 |3. 619 3. 357 |3. 148 |2. 927 
0.06 _ |3. 849 [3. 657 [3.389 |3. 176 |2. 951 
0.08 3. 892 |3. 695 |3. 422 |3. 205 |2. 976 
0.10 13. 935 |3. 734 |3. 455 |3. 233 |3. 000. 




















0.12 3. 978 |3. 773 |3. 488 3. 262 |3. 024 
0. 14 14. 022 |3. 812 |3. 521 |3. 291 |3. 049 








.939 |1. 684 |1. 296 |0. 834 0. 661 [0.507 


0.16 _ |4. 0663. 851 3. 555 |3. 319 |3. 073 .947 1.689 1. 298 10. 833 | 0. 659 | 0. 504 





.955 |1. 694 |1. 299 |0. 832 | 0. 657 | 0. 502 
964 |1. 700 |1. 301 |0. 830 | 0. 655 | 0. 499 
.972 | 1. 705 |1. 303 0. 829 | 0. 653 0. 497 


0.18 14. 109 |3. 890 |3. 588 |3. 348 |3. 097 
0.20 _ |4. 153 |3. 929 |3. 621 |3. 377 |3. 122 
0.22 4. 197 |3. 969 |3. 654 |3. 406 |3. 146 











0.24 |4. 241 |4. 008 |3. 688 |3. 435 |3. 170 .980 1.710]1.305 10. 828 | 0. 651 | 0. 494 





1 
1 
1 
1 
1 
1 
1.931 |1. 678 |1. 294 |0. 835 | 0. 663 | 0. 510 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


0.26 14. 285 |4. 048 |3. 721 |3. 464 |3. 195 . 988 |1. 715 |1. 306 |0. 826 | 0. 649 | 0. 491 





1. 996 |1. 721 |1. 308 |0. 825 | 0. 647 | 0. 489 
2.003 |1. 726 |1. 309 |0. 824 | 0. 644 | 0. 486 


0.28 [4.330 4.087 [3.755 [3.492 [3.219 
0.30 [4. 374 [4.127 [3.788 [3.521 [3.244 








0.32 4. 418 |4. 167 |3. 822 |3. 550 |3. 268 12.011 |1. 731 |1. 311 |0. 822 | 0. 642 | 0. 483 





0.34 4. 463 |4. 206 |3. 855 |3. 579 |3. 293 12.019 |1. 736 |1. 312 |0. 821 | 0. 640 | 0.481 





2. 027 |1. 741 |1. 314 |0. 819 | 0. 638 | 0. 478 





0.36 __|4. 508 |4. 246 |3. 889 |3. 608 |3. 317 





0.38 |4. 552 |4. 286 |3. 922 |3. 637 |3. 341 |2. 931 2. 035 |1. 746 |1. 315 |0. 818 | 0. 636 | 0.475 











0.40 14. 597 |4. 326 |3. 956 |3. 666 |3. 366 |2. 949 |2. 615 2. 042 |1. 751 |1. 317 |0. 816 | 0. 633 | 0.472 





0. 42 14. 642 |4. 366 |3. 990 |3. 695 |3. 390 |2. 967 2. 630/2. 271 2. 050 |1. 755 |1. 31810. 815 | 0. 631 | 0. 469 





0.44 4. 687 |4. 406 |4. 023 |3. 724 |3. 414 |2. 986 |2. 644 |2. 281 2.058 [1.760 1. 319 |0. 813 | 0. 629 | 0.467 





0.46 4. 731 |4. 446 |4. 057 |3. 753 з. 439 [3.004 2. 658 |2. 291 [2.065 1. 765 |1. 321 |0. 811 | 0. 626 | 0. 464 
0.48 4. 776 |4. 486 |4. 091 |3. 782 |3. 463 |3. 023 |2. 672 |2. 301 |2. 073 |1. 770 |1. 322 0. 810] 0. 624 | 0.461 











0. 50 4801 14. 526 |4. 124 |3. 811 |3. 487 |3. 041 |2. 686 |2. 311 |2. 080 |1. 774 |1. 323 |0. 808 | 0. 622 | 0. 458 
0. 55 14. 934 |4. 626 |4. 209 |3. 883 |3. 548 э. 087 [2.721 2. 335 |2. 099 |1. 786 11. 326 |0. 804 | 0. 616 | 0. 451 





0. 60 15.047 |4. 727 |4. 293 |3. 956 |3. 609 |3. 132 |2. 755 |2. 359 |2. 117 |1. 797 |1. 329 (0. 799 0. 609 | 0. 444 








0. 65 5. 160 |4. 828 |4. 377 |4. 028 |3. 669 |3. 178 |2. 790 |2. 383 |2. 135 |1. 808 |1. 331 |0. 795 0. 603 | 0. 436 








0.70 5. 274 |4. 928 |4. 462 |4. 100 |3. 730 |3. 223 |2. 824 |2. 407 |2. 153 |1. 819 |1. 333 |0. 790 0. 596 | 0. 429 





0. 75 5. 388 |5. 029 |4. 546 |4. 172 |3. 790 |3. 268 |2. 857 |2. 430 |2. 170 |1. 829 |1. 335 |0. 785 | 0. 590 | 0.421 





1 [4 244 [3.850 [3. 312 [2. 891 12. 453 |2. 187 |1. 839 |1. 336 |0. 780 | 0. 583 | 0.413 





0. 80 15. 501 |5. 13014. 631 
2.204 |1. 849 |1. 338 0. 775 | 0. 576 | 0.405 





0. 85 15. 615 |5. 231 |4. 715 |4. 316 [3.910 |3. 357 |2. 924 
2. 220 |1. 859 |1. 339 |0. 769 | 0. 569 | 0. 397 





0.90 [5.729 |5. 332 |4. 799 |4. 388 |3. 969 |3. 401 |2. 957 
2.237 |1. 868 |1. 340 0. 763 | 0. 562 | ( 





0. 95 5. 843 |5. 433 |4. 883 |4. 460 |4. 029 |3. 445 |2. 990 
2. 253 |1. 877 |1. 340 |0. 757 | 0. 555 








1.00 5. 957 |5. 534 |4. 967 |4. 531 |4. 088 |3. 489 |3. 023 
12. 268 |1. 886 |1. 341 |0. 752 | 0. 547 





05 16. 071 |5. 635 |5. 051 |4. 602 |4. 147 |3. 532 |3. 055 
12. 284 |1. 894 |1. 341 |0. 745 | 0. 540 








10 16. 185 |5. 736 |5. 134 |4. 674 |4. 206 |3. 575 |3. 087 
2. 299 |1. 902 |1. 341 |0. 739 | 0. 532 | 0. 356 





6. 299 |5. 836 |5. 218 |4. 774 |4. 264 |3. 618 |3. 118 
2. 313 [1.910 |1. 341 [0.733 0.524 [0.348 








6. 413 |5. 937 |5. 301 |4. 815 |4. 323 |3. 661 |3. 149 
2. 328 | 1. 917 |1. 340 |0. 726 | 0. 517 | 0. 339 








15 
20 
25 6. 526 |6. 037 |5. 384 |4. 885 |4. 381 |3. 703 |3. 180 
30 6. 640 |6. 137 |5. 467 |4. 955 |4. 438 |3. 745 |3. 211 |2. 667 |2. 342 |1.925 |1. 339 [0.719 | 0. 508 | 0.331 












































.35 _ [6.753 [6.237 |5. 550 [5.025 |4. 496 [3.787 [3.241 . 356 |1. 932 |1. 338 |0. 712 | 0.500 | 0. 322 
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Южо ”皮尔 逊 亚 型 分 布 离 均 系 数 Ф. 值 表 










































































































































































续 表 
20%) а | 50 | в | т | т | во | х0 | 5 | өт | ө | эә.5 | 99.9 
-0.000|-0.253| -0. 524| -0.674| 3.090 
-0.003|-0.256| -0. 527| -0. 676| -3.061 
0.007| -0.260| -0. 529| -0. 678| -3.033 
-0.010| -0. 263| -0. 532| -0.680| -3.005 
-0.013| -0. 266| -0. 534| -0.681 -2.976 
-0.016| -0. 269| -0. 536] -0. 683 -2.948 
-0.020| -0. 272| -0. 538| -0.685 -2.920 
-0. 023] -0. 275| -0. 541| -0. 687 -2. 892 
-0.027| -0. 278| -0. 543| –0. 688 -2.864 
-0.030| -0. 281| -0. 545| -0.690 -2.836 
0.033| -0. 284| -0. 548| -0. 691 2. 808 
-0.037| -0. 287| -0. 550| -0.693| -2.780 
-0.040| -0. 290| -0. 552| -0.695 -2.752 
0. 043| 0. 293| -0. 554| -0. 696| -2.724 
0. 046| -0. 296| -0. 556| -0. 697| -2.697 
-0.050|-0.299|-0.558|-0.699| 22.667 
-0.053| -0. 302 -0. 561| ~0. 700) -2.642 
-0.056| -0. 305| -0. 563| -0. 702| -2.614 
-0. 060| -0. 308| -0. 565] -0. 703) 22,587 
-0. 063] –0. 311| - 0. 567 -0. 705, - 2. 560 
-0.066 -0.314| -0.569| -0.706| 22.533 
0.070| -0. 316| -0. 5710.707 22.506 
-0.073|-0.319|-0.573|-0.708| 227479 
0.076| -0. 322] -0. 575| 0.709 -2.452 
=0. 080 -0. 325| -0. 576| -0.711 -2.425 
-0. 083| -0. 328| -0. 578| -0.712| 22.399 
0.091| -0. 335| -0. 583| -0.715 -2.333 
-0. 099] -0. 342] -0. 588] -0.718] -2. 268 
-0.108|-0.349| -0.592| -0.720| -2.204 
-0. 116| -0.356| -0. 596| 0.722 -2.141 
-0. 124| 0.362] -0. 600| -0.724| -2.078 
-0. 132] -0. 369| -0. 604| -0.726| -2.017 
-0. 140| -0. 375| -0. 608| -0. 728 1.958 
0. 148| -0. 382| -0.611| -0.730 1.899 
0. 156| -0. 388| -0. 615| -0.731 -1.842 
0. 164| -0. 394| -0.618| 0.732 1.786 
—0. 172| -0. 400| -0. 621| -0. 733| —1.731 
0. 180] -0. 406| -0.624| -0.734| —1.678 
-0.187|-0.412|-0.627|-0.735 —1.627 
-0. 195] -0. 418| -0. 629| 0.735 21.57 
-0.203| -0. 4240.632] 0.735 —1.529 
-0.210| -0.429 -0.634| -0.735 1.482 
0.218 -0. 434] -0.636] -0.735 1:437 
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Де Т 


2%) 0.2 | 0.5 1 2 3 5. 10 20 25 30 








140 [686 6.331 5.632 [5.095 [4.553 [3.828 [3.271 [2.70% [2.369 
1.5 [69% 6.437 |5715 | 5.164 [4.610 [3.88 [3.301 [2.725 
150 [7.63 6.586 [579 [5.234 [4.666 3.910 [3.330 [2.743 
15 [7.206 [6.636 [5.878 | 5.302 [4.723 | 3.950 [3.359 | 2.762 
160 [7.318 [6.735 | 5.960 [5.371 | 4.779 [3.90 [3.388 | 2.780 
1.65 [17.430 [6883 [609 [5.43 [4834 [4.00 [3.416 | 2.797 
1.70 7.543 | 6.932 | 6. 122 | 5.507 | 4.890 | 4.069 | 3.444 | 2.815 
1.75 [7.655 [7.050 |6 20 [5.575 [4.945 [ 4.108 [3.472 | 2.832 
1.80 [7.766 [7.108 [6.283 [5.68 |4.99 [447 [3.499 [2.48 
1.85 [7.878 [7.226 [6.363 [5.70 | 5.054 [4.185 [3.56 | 2.865 
19 [7.989 [7.328 [6 443 | 5.75 [5.108 [4223 [3.553 [2.881 
1.95 [8100 [7.42 [6.522 [5.842 [5191 [425 [3.579 [2.897 
20 [в 2ю [зп [eon {sme [зв [456 [3.5 [5 

21 [8431 [7.700 [6.788 [6.089 [5.320 [4.372 [3.656 | 2.942 
22 [8650 [7.90 [6.944 [6.168 [5.424 [4.444 [3.705 
23 [8868 [8.091 [7.068 6.25 [5.527 4. 515 [3.753 
24 [9.084 [8.280 [7.221 [6.423 [5.628 [4.584 [3.800 
25 [9.299 8.468 [7.313 | 6.548 [5.728 | 4.652 [3.845 
26 [9.513 [8.654 [7.523 [6.672 [5.826 [4.718 [3.889 
27 [9.725 8.838 [7.671 | 6. 794 | 5.923 [4. 783 [3.932 
28 [9.936 [9.021 [7.818 [6.915 [6.019 [4.847 [3.973 
29 [1015 9.28 [7.984 там [6 13 [495 [4.08 [8 
30 [10.35 9.383 [8.18 [7.152 [6.25 [4.97 [4.05 [3.152 





















































































































3.1 10.56 | 9. 562 | 8.251 | 7.269 | 6. 296 | 5.029 | 4. 088 | 3. 169 
3.2 10.77 | 9.739 | 8.393 | 7. 384 | 6. 385 | 5.087 | 4. 125 | 3. 185 
3.3 10,97 [9.915 | 8. 532 [7.497 | 6.414 [5.144 [4.159 | 3.200 





3.4 1.17 | 10.09 | 8 671 | 7. 609 | 6. 561 5.199 | 4.193 3.214 
35 зт [10.26 [8 8% [7.720 [6.646 [5.253 [4225 |3227 
36 _ Ги. 57 0.43 [898 [7.829 [6.750 | 5. 306 [4.256 
37 1710.8 9.07 [7.99 [6 813 [5.35 [4.285 [3.29 
38 |97 |1077 [9.20 | 8.04 [6.854 [5.407 [4.314 [3.258 
39 [126 0.5 [9.342 |810 [6.994 [5.456 [4 м2 [3.257 
4.0 12.36 | 1. 11 | 9.471 | 8.253 | 7.053 5, 54 |4. 368 3.274 
41 [12.5 [1.2 [9.60 [8.355 [7.130 [5.550 [4.303 |3.281 
4.2 12. 74 | 11.43 | 9.727 | 8.457 | 7.206 | 5. 595 | 4.417 | 3.286 
5.639 [4.440 [3.291 







































































43 

4.4 4. 462 | 3.295 
4.5 4. 483 | 3.298 
4.6 4.503 | 3.300 
47 4.522 | 3.301 
4.8 4.540 | 3.301 















4. 557 
4.573 
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южо жи Шоњ Ф. 值 表 






















































































































































































续 表 
T 

РСЖ) 和 50 60 70 75 80 90 95 97 99.5 | 99.9 

1.40 0.018 | -025| -0.440| -0.638 | -0.735| –0.832) -1.041 | -1.168 | -1.232 -1. 34 
1.45 000 | -0.233| -0. 445) -0.639| –0. 734) -0.829 | -1.030| –1. 150) -1.208 1.353 
1.9 0.001 | -0.240| -0.449| -0.641 | -0.733| –0. 85| -1.018 | –1. 131 | –1. 185 1.313 
1.55 0.008 | -0.247| -0.454| -0.642| -0.732| -0.821 | -1.006 | –1.112| -1.162 -1.275 
1.60 -0.016| -0.254| -049| -0.643| -0.731| -0.817 | -0.94 | -1.093 | –1. 140 -1.28 
1.65 -0, 025| -0.261| -0.463 -064| -0.729) -083| -0. 92| -1.05 | -1.117 一 1.208 
1.70 0.083) -0. 268| -0467| -0.64| -0.727| -0.808 | –0.970 | -1.056 | –1.095 -11% 
1.75 -0.042| –0, 275 | -0.472| -0.645| -0.725| 0.804 | -0.957 | -1.038 | -1.073 -1. 138 
1.80 -0. 050] -0,281 | -0.475| -0.645| -0.723| -0799| -0.945 | -1.020| -1.052 =1. 107 
1.85 -009| –0 288| -0.479| -0.645| -0.721| -0794| –0.932) -1.002 | –1.031 -1. 078 
1.90 0.067 | -0.294| -0.483 2068] -0.718 | -0.788 | -0920| -0.984 | -1.010 - 1.051 
1.95 -0.076| -0, 301 | –0.486 -0.644 | -0.715 тот] -1.04 
20 -0084| –0 307 | -0. 489) -0.643 -0712| -0.77 0.99 
21 -0.100| 0.319) 0.495) –0.641| -0.706| -0.765 0.952 
22 0.116) –0. 330| -0. 500| -0.638 | -0.698| -0.752 -0. 909 
2.3 -0.31| -0341| -0.504| -0.634| -0. 60| -0.739 | -0. 819 -0. 850 | -0.860 -089 
24 -0, 147| -0.351 -osm| -0. 630] -0681| -0.725 | -0.795 | -0819| -0.827 -0, 833 
2.5 -0, 161 | -0, 360] -0.510| -0.625| -0.671| -0711| -@ 77 | -0.790 | –0.76 —0. 80 
26 -0 176] -0.3%| -05D| —0.69| -0.661| 0.66 -0. 747 | -0.762 | —0. 766 -0. 769 
2.7 -0199| 0.376] -0.513| -0.612| -0.65| -0.681 | -0.724| -0 736| 0.739 -0.741 
28 -0.208| -0.383| -0.513| -0604| -0.6% -066| -0.70 -0711 | -0.713 -0.74 
2.9 -0.215| -0 390| -0.512| -0. 596| —0.627| -0 651 -0, 681 | -0. 688 | -0.689 -0. 60 
3.0 -0.227 | -0.395| -0. 511 | –0 588 | 0. 615| -0. 636 | -0.660 | –0.665 | –0.666 -0667 
3.1 -0.239| -0.400| –0. 99| -0579| -0. 68| -0. 621 | -0.6406| -0. 6443| -0.6449| -0.6452 
3.2 -0.249| -0.405| -0506| -050| -0.591 | -0.606 | -0.622 санаси -0.650 
3.3 0.260) 0.408) –0. 502 -0. 560) -0.578| –0 591 | -0.604 | –0.6057| -0. -0 6061 
34 -0, 29| -0.411| -0.4%6| -0. 550) –0 566) -0.577 | -0. 587 | –0. 5880] -0. 5880) -0. 5882 
3.5 -0.28| –0.413| -0.494| -0.540| -0.554| -0. 562 | -0.570 | -0. 5713] -0. 574] -0, 5714 
3.6 —0.286| -0.414| -0.489| -0.530| -0.541 | -0.54 | -0.5548| -0. 5555 –0. 5555 -0. 5556 
3.7 -0.293| -0.414| 0.483 | -052| -0 55| -0.535 | -0.5401| -0.5405| -0, 5405 -0. 5405 
3.8 -0300| 0.414] -0.478 | –0. 509) -0, 518 | -0, 522 | -0. 5260 -0.5263| –0 5263] -0. 5263 
3.9 -0.306| -0.414| -0.471| –0. 499 -0 506] -0.510 | -0. 5126 -0.5128| –0. 5128) -0. 5128 
40 -0.312| –0 413 | –0 465, 0.489) –0.495) –0. 498 | -0. 4990) –0. 5000] 0 5000] 0. 5000 
41 0.316 -0.411| –0. 458, -0.479| -0.484| -0. 486 | –0. 4877) –0. 4878) –0. 4878] 0. 4878 
42 0.320) –0.409| –0 451| 0.40) –0. 473 | –0 4750] –0. 4761) –0. 4762 -0. 476) 0.4760 
43 -0324| –0.406) 0.444 | -0.460| –0. 463 | –0. 4643 –0. 4651 –0. 4651 -0. 4651 0.4651 
44 0. 327 | -0.403| -0437| –0.450) -0.453 | -0.4539| –0.4545 –0. 4545) –0. 4545 -0. 4545 
4.5 0.329) -0.400| –0. 430 –0. 441) –0. 443 | -0.4440] -0.4444| –0. 4444) —0. 4444] —0, 4444 
4.6 -0.331 | -0, 36| -043| –0. 432 ан ав —0.4348| -0.4348| 0. 4348) 0. 4348 
47 0.332] –0 392) –0 416. 040420. -0. 4253] -0. 4255) -0. 4255) –0. 4255 -0. 4255 
48 -0.333 | 0. 388 | -0.409| –0.415 -0.4161| —0. 4165 –0.4167| –0.4167 –0. 4167 -0.4167 
4.9 -0.333 | -0.384| –0. 402. 0.070 0.4078) —0, 4081 | 0.4082] -0. 4082) -0. 400! -0.4082 
50 0 333 | -0.379| -0. 395, -0 3991] -0 3997] -0 399 0.4000) -0.4000| —0. 4000) 0.400 
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НЕЕ ”对 数 正 态 曲 线 离 均 系数 Ф. 值 表 












- 一 一 一 


о) 0.01 | 0.1 | 0.2 0.5 1 2 з 5 10 20 25 30 


С, 





0.00 3.719 |3.090 | 2. 878 | 2. 748 | 2. 576 |2. 326 |2. 054 





0.10 3. 939 |3. 236 |3. 001 |2. 860 |2. 671 |2. 400 | 2. 108 





0.20 4. 172 |3. 387 |3. 128 | 2. 972 |2.767 |2. 475 |2. 160 








0. 30 4.417 |3. 542 |3. 258 | 3. 087 |2. 865 |2. 549 |2. 212 








0.40 4. 674 |3. 701 |3. 390 |3. 204 | 2. 963 | 2. 622 |2. 263 








0. 50 941|3.863 3. 524 |3. 321 |3.061 | 2. 695 |2. 312 





4 
0.60 5.218 |4.028 |3. 659 |3. 439 |3. 158 | 2. 766 |2. 360 





0.70 5. 504 |4. 195 3.794 [3.557 3.254 |2. 836 | 2. 406 





0.80 5.797 | 4. 363 | 3.929 |3. 673 |3. 350 | 2. 904 | 2. 449 





0.99 [6.097 [4.531 | 4. 063 [3.789 [3.443 |2. 970 |2. 490 
i 12. 





1.00 6. 403 | 4. 698 |4. 195 |3. 902 |3. 534 |3. 033 | 2. 529 





1.10 6. 713 |4. 865 | 4. 326 |4.014 3. 622 |3.094 2. 566 








1.20 7.025 |5. 030 |4. 454 3. 708 | 3. 152 | 2. 600 











1.30 7. 340 | 5. 192 |4. 580 








. 40 7. 655 |5. 352 |4. 703 |4. 331 | 3. 871 |3. 260 





г 


50 7.971 | 5. 509 |4. 822 |4.431 | 3. 948 |3. 








1. 60 8. 286 | 5. 4. 527 | 4. 022 |3. 





1.70 8. 599 3 





1.80 8.910 











1.90 9. 218 





2. 00 9. 523 |6. 242 | 5. 368 |4. 879 |4. 286 





2.20 10. 121 | 6. 507 | 5. 561 | 5. 035 |4. 400 








2.60 11. 264 | 6. 992 | 5.906 | 5. 309 | 4. 597 
Б 





2.80 |1. 806] 7. 212 |6. 059 |5. 430 |4. 681 





3. 

3. 

3. 

3. 

3. 

2.40 10. 702 |6. 757 | 5. 740 |5. 178 |4. 504 3. 
13. 

з 

3. 


3. 00 112. 327| 7. 418 | 6. 201 5. 540 [4.757 5 





3.20 12. 828|7.610 [6.332 [5.641 [4.825 








3.40 13. 309| 7. 790 |6. 453 |5. 733 |4. 887 
3. 60 13. 771 |7. 959 | 6. 565 | 5. 818 |4. 942 








4.00 14. 638| 8. 265 |6. 765 |5. 966 |5. 037 





4.20 15.0458. 470 |6. 854 |6. 032 |5. 078 





3. 
3. 
3. 
3. 80 14. 214| 8. 117 | 6. 669 |5. 895 | 4. 992 |3. 
3 
з. 
3 


4.40 15. 436 8. 534 |6. 937 |6. 092 |5. 115 








4. 60 15. 811| 8. 656 | 7. 014 | 6. 147 | 5. 148 |3. 








4. 80 16. 171| 8. 771 | 7. 085 6. 198 [5. 178 3.952 















































5. 00 16. 516] 8. 880 |7. 152 | 6. 245] . 205 |3. 959 
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附 表 五 ”对 数 正 态 曲 线 离 均 系 数 Pp 值 表 





续 表 








40 50 印 70 75 80 85 9% 95 9 9 9.9 





-3. 090 
-2. 952 
-2. 818 
-2. 60 
-2. 570. 
-2. 457 
-2. 350. 
-2 29 
-2 155 
-2. 067 
-1.985 






































- 1.909 
-1. 837 








-1.771 





- 1.709 





-1. 651 
-1.597 








-1. 547 
-1. 500 








— 1.456. 
1.415 











2.20 -0.037| -0.247| -0.428| -0. 594. 
2.40 -0.052] -0. 256) -0.431 | –0. 589) 
2.60 -0.0%6| 0.254 -0.432| -0. 5841 


-1.221| -1.341 
—1. 170] - 1.275 
-1. 123] -1.217 

















2.80 -0.077| –0. 271 -0. 433] -0.578| 
3.00 -0.088| –0. 276] –0. 433| –0. 572| 
3.20 -0.098| -0.281| -0.433| -0. 566, 


—1.082| -1.166 
-1.044| - 1.119 
—1.009| -1.078 











3.40 -0. 106] -0. 285 -0.432| –0. 561 -0.978| - 1.040. 
3.60 -0.114| –0. 288) –0. 431 –0. 555) -0.949| – 1.006 














3. 80 =0. 121| -0.291 | -0.429| -0.549| -0. 605 | -0.659| -0.714| -0.772| -0. 839] -0. 873| -0.923| –0.975 





4.00 -0.127| -0.293| -0.427| –0. 543| –0. 597| -0.649| -0.702| –0. 757) –0. 820| -0.852| -0. 898) –0. 946 








4.20 0. 132] –0. 295) -0.425| -0. 537) –0. 589) 0.639 -0. 690] –0. 742) -0. 802 -0. 833] –0. 875) –0.920 





4.40 —0. 138] –0. 296) -0.423| -0.523| –0. 582) –0.630| —0. 678| –0. 729) –0. 786| –0. 814| –0. 854) –0. 896 








4.60 -0.142| -0.297| -0.421| -0. 527| –0. 575) -0.621 | -0.668| -0.716| –0. 770| –0. 797| –0. 835) –0. 873 











4.80 -0.146| -0.298| -0.419| -0.521 | -0. 568 | -0: 613 | -0.658| -0.704| -0.755| 0.781 | -0.817| -0.853 
































5.00 -0. 150] -0. 299 0.417 | —0.516| -0.561 | -0.605| -0.648 | -0.692| -0. 742| –0. 766 0.800] –0. 833 
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(п): PIX (п) >Х,(п)] =а 
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续 表 
—— 
Е 0.500 0.250 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005 
1 0.4549 1.323 2.705 3.841 5.04 6:635 7.879 
2 1.386 2.73 4.605 5.991 7.378 9.210 10.60 
3 2.365 4.108 6.251 7.815 9.348 1.34 1.84 
4 3.357 5.385 7.779 9.488 1.14 13.28 14.86 
5 4.351 6.626 9.236 1.07 12.83 15.09 16.75 
6 5.348 7.841 10.61 0.59 14.45 16.81 18.55 
7 6.346 9.037 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 
8 7.344 10.22 13.36 15.51 21.95 
9 8.343 1.39 14.68. 16.92. 23.59 
10 9.342 12.55 15.99 18.31 25.19 
1 10.34 13.70 17.28 19.68 26.76 
12 11.34 14.85 18.55 21.03 28.30 
13 1.34 15.98 19.81 22.36 29.82 
14 13.34 17.12 21.06 23.68 31.32 
15 14.34 18.25 22.31 25.00 32.80 
16 15.34 19.37 23.54 26.30 . .. 34.27 
17 16.34 20.49 24.7 27.59 30.19 33.41 35.72 
18 17.34 21.60 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 
19 18.34 22.72 27.0 30.14 32.85 36.19 38.58. 
20 19.34 23.83 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00 
21 20.34 24.93 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 
22 21.34 26.04 30.81 33.92 36.78 40.29 22.80 
23 2.4 27.14 32.01 35.17 38.08 41.64 24.18 
24 23.34 28.24 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56 
25 24.34 29.34 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93 
26 25.34 30.43 35.56. 38.89 41.92 45.4 | 48.29 
7 26.34 31.53 36.74 40.11 43.19 46.96 49.61 
28 27.34 32.62 37.92. 21.34 44.46 28.28 50.99 
29 28.34 33.71 39.09 42.56 45.72 29.59 52.34 
30 29.34 34.80 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 
31 30.34 35.89 41.42 24.99 28.23 52.19 55.00 
32 31.34 36.97 42.58 46.19 19.48 53.49 56.33 
33 32.34 38.06 43.75 47.40 50.73 54.78 57.65 
34 33.34 39.14 44.90 48.60 51.97 56.06 58.96 
35 34.34. 40.22 46.06 49.80 53.20 57.34 60.27 
36 35.34 21.30 47.21 51.00 54.44 58.62 61.58 
37 36.34 20.38 48.36 52.19 55.67 59.89 62.88 
38 37.34 43.46 49.51 53.38 56.90 61.16 61.18 
39 38.34 44.54 50.66 54.57 58.12. 62.43 65.48 
40 39.34 45.62 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77 
50 49.33 56.33 63.17 67.50 71.42. 76.15 79.49 
9 59.33 66.98 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 
70 69.33 77.58 85.53 90.53 95.02 100.4 104.2 
80 79.33 88.13 96.58 101.9 106.6 12.3 16.3 
90 89.33 98.65 107.6 113.1 118.1 124.1 128.3 
100 99.33 109.1 118.5 124.3 129.6 135.8 140.2 
по 109.3 | 19.6 129.4 135.5 140.9 147.4 151.9 
120 119.3 130.1 140.2 146.6 152.2 159.0 163.6 
130 129.3 140.5 151.0 157.6 163.5 | 170.4. 175.3 
140 139.3 150.9 161.8 168.6 174.6 181.8 186.8 
150 149.3 _ 161.3 172.6 179.6 185.8 193.2 198.4 
160 159.3 171.7 183.3 190.5 196.9 24.5 209.8 
170 169.3 182.0 194.0. 201.4 208.0 215.8 221.2 
180 179.3 192.4 24.7 212.3 219.0 227.1 232.6 
190 189.3 202.8 215.4 223.2 230.1 238.3 244.0 
200 199.3 213.1 226.0 234.0 241.1 249.4 255.3 





附 表 七 耿 贝 尔 曲线 离 均 系数 Ф, Еж 








P(%) T Фр P(%) Фр 
0.001 8.5265 20 0.7194 
0.002 7.9861 25 0. 5214 
0. 005 7.2716 30 0. 3538 
0.010 6.7312 40 0.0737 
0.020 6. 1907 5 0. 1643 
0.050 5.4762 в -0, 3819 
0.10 4.9355 7 -0, 5948 
0.20 4. 3947 75 -0. 7047 
0.333 3.9959 80 -0. 8211 
0.50 3.6991 9% 1.1003 
1 3. 1367 95 —1. 3055 
2 2.5923 9 - 1.4283 
3.333 2.1887 % -1.5136 
5 1. 8658 9 -1.6008 
0 1. 3046 9.5 -1.7501 
9.9 — 1.9569 
____1 由 一 | 
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=а 


分 布 表 
#.(n):P[s(n) >41, (п)] А 


附 表 八 


(т) 


0 


tCn) 


0.0005 


31. 599 
924 
8.610 
869 
959 


3.601 
3.582 
3.551 
3.538 
3.56 
3.515 
3.416 
3.373 

332 
3.291 





0.005 


9.95 | 
ва 
6и 
02. 
3.707 


63.657 636.619 


2.576. 





0.010 


31.821 
6.965 

541 
3.747 


РЕ 


2.325 





0.025 





2.032 
1.970 
1:960 








0.050 


ВЕРНАЯ 
ее сей с 
Е 
ЕЕ 


1.691 











651 
1.645 





0.100 





L292 


285 
1.282 





0.150 





1.043 


1. 





0.200 


0:843 
10. 842 





0.250 











1 
2 
3 
4 
5 
6 

















14 
17 
31 
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附 表 九 










































































о. Е Е 
Ов ге ЈЕ 
Ш 
„ В 5 8235 НЕЕ 
РЕ Е 区 区 区 区 加 ЕЕ 
|| - 88 ЕВЕ БЕНИН ЗВЕНЕ 
< 88 ЕЕ НЕЕ 5 Ер 
-一 -一 全 加 = |е): |04 -| -|=- 
МЫ 
25|. № ВЕ 8 
~ и 5“ {<<< с 
Ве наи 
总 ~ 89 ЕВЕ 
А 8 РЕЯ 
^ а 
= ~ 83 ЗЕЕ ааа ЕЕ 
让 < АРЕНА еў еце еце ей 
= + 和 
全 < 888 1512 9709 ЕМИ 
и Зе“ сей сйсйсй |сфсйсйс с 
ы 十 
~ 288 ВЕ 222855 
到 jwi| il сей есч 
加 罗网 = a a 本 SaaS ЯЗ з 
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续 表 





63.328 





120 








62.794 | 63.061 





| 








а=0.1 





61.740 | 62.002 | 62.265 | 62.529 





15 


161.220 
9.425 
5.200 





2 





10 


60.195 | 60.705 





т 











1:419 
141 
1201 
1.30 
1.377 
1:365 
1.380 
1.354 
L344 
1.335 
1331 
11000 


365 


1.414. 
1:399 
1:387 
1.383 
1.348 
110 





1.443 
1:431 
1.48 
1.355 
1240 





2.781 
1.479 
1.468 
1.437 
1.295 


2.800 
1:476 


130 


2.818 
1:615 
1.561 
1.383 





5184 
2.836 
1:65 
1:451 
1.421 


2.871 
1.700 
1.69 


1.516. 


1.487 


5.216 
2.379 
2.29 
1.809 
1773 
1.79 
1.703 
1.573 
1.546 





2416 
2.248 
2.01 
1.836 
1.809 
1:787 
1.76 
1.755 
1.751 
1.747 
1.744. 
1741 
1:65 
1.59 


10 
П 
15 
18 
19 
32 
33 
37 
































































































































































































































































































































































































附 ж 
аж 
а =0.05 
п. 
2 з 4 5 6 7 
Д 

199.500. 224.583 | 230.162 | 233.986 | 236.768 

19.000 19.247 | 19.2% | 19.330 | 19.353 

9.552 9.17 | 9.013 | 8.94! | 8.887 

6.94 6.388 | 6.256 | 6.163 | 6.0904 

5.786 5.192 | 5.050 | 4.950 | 4.876 

5.143 4.534 4.387 4.284 4.207 

4.737 4.10 | 3.97 | 3.866 | 3.787 

4.459) 3.838 | 3.67 | 3.581 | 3.50 

4.255 3.633 | 3.482 | 3.34 | 3.293 

4.108 708 | 3.478 | 3.326 | з2 | 3.185 

3.982 3.357 | 3.24 | 3.0% | 3.012 

3.885 3.259 | 3.106 | 2.96 [2.93 
3.806 3.179 | 3.025 | 2.915 
3.739 3.112 | 2.958 | 2.848 
3.682 3.056 | 2.901 | 2.70 
3.64 Я 3.007 | 2.852 | 2.741 
3.592 | 3.197 | 2.65 | 280 | 2.69 
3.555 | 3.160 | 2.928 | 2.73 | 2.65 
3.52 | 3.127 | 2.85 | 2.740 | 2.628 
3.493 | зле 2.86 | 271 | 2.59 
. 3.467 | 3.072 | 2.80 | 2.685 | 2.573 
2 4.301 | 3.443 | 3.09 | 2.817 | 2.661 | 2.59 
23 4.29 | 3.42 | 3.08 | 2.7% | 2.60 | 2.528 
24 4.260 | 3.43 [3.09 | 276 | 2.61 | 2.58 
25 4.242 | 3.385 | 2.91 | 2.1% | 2.63 | 2.40 
26 4.225 зза | 2.975 | 2.743 | 2.587 | 2.474 
2 4.210 | 3.354 | 2.960 | 2.728 | 2.572 | 2.459 
28 4.196 | 3.340 | 2.947 | 2.74 | 2.558 | 2.445 
29 4.183 | 3.328 | 2.984 | 2.701 | 2.545 | 2.432 
30 417 | 3.36 | 2.92 | 2.60 | 2.534 | 2.421 
31 4.160 | 3.305 | 2.911 | 2.679 | 2.523 | 2.409 
32 4.14 | 3.295 | 2901 | 2.668 | 2.52 | 2.39 
33 4.139 | 3.285 | 2.8 | 2.69 | 2.58 | 2.389 
Е 4.130 | 3.276 | 2.883 | 2.650 | 2.44 | 2.380 
35 4.121 | 3.267 | 2.874 | 2.61 | 2.485 | 2.30 
36 4.13 | 3.2% | 2.86 | 2.64 | 2.47 | 2.35 
37 4.105 | 3.252 | 2.85% | 2.66 | 2.470 | 2.356 
38 4.08 | 3.245 | 2.852 | 2.60 | 2.463 | 2.39 
39 4.091 | з.238 | 2.845 | 2612 | 2.456 | 2.32 
0 4.085 | 3.222 | 2.839 | 2.606 | 2.49 | 2.336 
а 4.079 | 3.26 | 2.833 | 2.60 | 2.43 | 2.30 
42 4.073 | 3.20 | 2.87 | 2.54 | 2.438 | 234 
23 4067 | 3.24 | 2.82 | 2.58% | 2.43 | 2.38 
4 4.062 | 3.209 | 2.816 | 2.54 | 2.47 | 2.33 
45 4.057 | 3.204 | 2.812 | 2.579 | 2.42 | 2.308 
46 4.052 | 3.200 | 2.807 | 2.574 | 247 | 2.304 
47 4.047 3.195 2.802 2.570. 2.413 2.299 
48 4.043 3.191 2.798 2.565 2.409 2.295 
29 4.08 | 3.187 | 2.794 | 2.561 | 2.404 | 2.20 
50 4.04 | 3.183 | 2.790 | 2.557 | 2.400 | 2.286 
0 4.001 | 3.150 | 2.758 | 2.55 | 2.368 | 2.254 
80 3.960 3.11 2.719 2.486 2.329 2.214 
120 3.920 3.072 2.680 2.447 2.290 2.175 
240 3.880 | 3.033 | 260 | 240 | 2.252 | 2.136 
= 3.8 | 2.996 | 2.605 | 2.372 | 2.24 [2.099 
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续 表 
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21 


88 








В 





ЕЕ: 





















































































































































Ре 
8 














5. 

5. 
22 5. 
23 5. 
24 5. 
25 7.70 5.568 .217 
26 7.721 | 5.526 Я . 182 
27 7.677 | 5.488 3.558 | 3.388 149 
28 7.636 | 5.453 3.528 | 3.358 .120 
29 7.5% [5.420 3.499 | 3.330 .092. 
30 7.56 | 5.320 3.473 [3.304 3.067 
31 7.530 | 5.362 3.449 | 3.281 3.043 
32 7.499 | 5.336 3.427 | 3.258 3.021 
33 7.471 | 5.32 .406 | 3.238 3.000 
34 7.444 | 5.289 .386 | 3.218 2.981 
35 7.419 | 5.268 .368 | 3.200 2.%3 
36 7.396 | 5.248 .351 | 3.183 2.946 
37 7.373 | 5.29 .334 | 3.167 2.90 
38 7.353 5.211 .319 3.152 2.915 
39 7.333 5.194 | 3.137 2.901 
40 7.314 [5.19 3.124 2.888 
а 7.26 | 5.163 Е 2.875 
Е 7.280 | 5.149 3. 2.863 
43 7.264 | 5.136 3. 2.851 
4 7.248 | 5.123 3. 2.840 
45 7.24 | 5.10 3. 2.830 
46 7.220 5.099 . 2.820 
47 7.207 | 5.087 2.81 
48 7.194 | 5.077 2.802 
49 7.182 | 5.05 2.793 
50 7.171 | 5.057 2.785 
в 7.07 | 4.97 2.118 
80 6.963 | 4.881 2.637 
120 6.851 | 4.787 Ў . И 2.559 
240 6.742 | 4.695 . 2.482 
= 6.635 | 4.65 | 3.782 319 8 | 2.639 407 












续 表 























































































































































































































а=0.01 

2 в 120 四 
63.631 16313.030 |6339. 391 | 6365.864 
99. 458 99.482 | 99.491 99. 499 
26.598 26.316 | 26.221 | 26.125 
13.929 13.652 | 13.558 13.463 

9.466. 9.202 | 9.112 | 9.00 

7.313 7.057 6.969 6.880 

6.074 5.824 | 5.737 | 5.650 

5.279 5.032 | 4.946 | 4.859 

4.79 4.483 | 4.398 | 4.311 

4.327 4.082 | 3.996 | 3.900 

з.т6 | 3.60 | 3.602 

. 3.535 | 3.449 | 3.361 

3.587 3.341 3.255 3.165 

3.427 3.181 3.094 3.004 

3.294 3.047 | 2.959 | 2.868 

3.181 2.933 |288 2.753 

3.084 2.835 | 2.146 | 2.653 

2.99 2.749 | 2.660 | 2.566 

2.925 2.674 2.584 2.489 

2.859 2.608 | 2.57 | 2.421 

2.801 2.548 | 2.457 | 2.360 

2 2.749 2.495 | 2.403 | 2.305 
23 2.702 2.447 | 2.354 | 2.256 
24. 2.659 2.403 | 2.310 | 2.21 
25 2.620 2.364 | 2.20 | 210 
26 2.585 2.327 2.233 2. 131 
27 2.552 2.294 | 2.198 | 2.007 
28 2.522 2.263 | 2.167 | 2.0 
29 2.495 2.234 | 2.138 | 2.04 
30 2.469. 2.208 | 2.111 | 2.006 
31 2.445 2.183 | 2.086 | 1.980 
32 2.423 2.160 | 2.062 | 1.956 
33 2.402 2.139 | 2.00 | 1.933 
34 2.383 2.18 | 2.09 | 1.91 
35 2.364 2.099 | 2.00 | 1.891 
36 2.347 2.082 | 1.981 | 1.872 
37 2.331 2.065 | 1.94 | 1.854 
38 2.316 2.049 | 1.947 | 1.837 
39 2.302 2.034 1.932 1.820 
4 2.288 2.09 | 1.917 | 1.805 
41 2.275 2.006 | 1.903 | 1.790 
42 1.993 1.890 1.776 
43 1.981 | 1.877 | 1.762 
24 1.969 | 1.865 | 1.790 
45 1.958 | 1.853 | 1.737 
46 1.947 | 1.882 | 1.726 
47 1.937 | 1.832 | 1.74 
48 1.927 1.822 1.704 
49 1.918 1.812 1.693 
50 1.909 | 1.808 | 1.683 
60 1.836 | 1.726 | 1.601 
80 1.746 | 1.630 | 1.494 
120 1.656 1.533 1.381 
240. 1.565 1.432 1.250 
= 1.473 | 1.325 | 1.000 
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相关 系数 检验 表 



















































































Ы 0.05 0.01 0.05 0.01 
п-2 п-2 
18 0.997 1.000 21 0.413 0. 526 
2 0.950 0.990 2 0.404 0.515 
3 0.877 0.959 23 0.396 0.505 
4 0.81 0.917 24 0. 388 0.496 
5 0.754 0.874 25 0.381 0.487 
6 0.707 0. 834 2% 0.374 0.478 
7 0.666 0.798 2 0.367 0.470 
і 
8 0.632 0.765 28 0.361 0.463 
9 0.602 0.735 29 0.355 0.456 
10 0.576 0.708 30 0.349 0.449 
п 0. 553 | 0.684 35 0.325 0.418 
12 0.532 0.661 40 0.304 0. 393 
13 0.514 0.641 45 0.288 0.372 
м 0.497 0.623 5 0.273 0.354 
15 0.482 0.606 60 0.250 0.325 
16 0. 468 0.50 70 0.232 0.302 
17 | 0.451 0.575 80 0.217 0. 283 
18 0.444 0.561 90 0.205 0.267 
19 0.433 0. 549 100 0.195 0.254 
20 0.423 0.537 10 0. 138 0.181 
і 
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附 表 十 一 复 相 关系 数 检 验 表 

































































n 是 样本 容量 ; 自 变量 的 个 数 为 2。 
К. К. 
А А 
а=0.01 а =0. 05 а =0.01 а =0.05 
5 0.9 0.97 23 0.61 0.51 
6 0.98 0.93 24 0.60 0.50 
学 0.95 0. 88 25 0.58 0. 49 
| 
8 0.92 0.84 26 0.57 0. 48 
9 0.89 0.79 27 0.56 0.47 
10 0.86 0.76 28 0.56 0.46 
п 0. 83 0.73 29 0.55 0.45 
12 0.80 0.70 30 0.54 0. 45 
13 0.78 0.67 35 0. 50 0.41 
| 
14 0.75 0.65 40 0.47 0.39 
15 0.73 0.6 45 0.44 0.37 
16 0.71 0.61 5 0.42 0. 35 
17 0.6 0. 59 55 0.40 0.33 
18 0.68 0.57 60 0.39 0.32 
19 0.66 0.56 70 0.36 0.29 
и 

20 0.65 0. 55 8 0.34 0.27 
21 0.63 0.53 90 0.32 0.26 
2 0.62 0. 52 100 0.30 0.25 
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附 表 十 二 “” 柯 莫 哥 洛 夫 -斯 米尔 诺 夫 入 分布 表 


00)= Ў стей 




















































































































































































































A 0(^) A 00А) A 00А) A 00) A 00А) 
032 | 000 | on | 0323 | 12 | og | 15 | 0% | 19 | 0% 
033 | 000 | оз | os | 113 | 085 | 15 | 095 | 19 | 0.988 
ом | окр | ом | озю | 1м [ови | 15 | 0 | 1.9% | 0.9% 
035 | 000 | 075 | 03728 | 115 | ово | 1:5 | 09836 | 19 | ою 
0365 | 00% | 076 | оза | 16 | ови | 15 | 09% | 1% | 0991 
037 | сож | от | оюы | LD [087% | 15 | 0.95 | 197 | от 
038 | обв | 0% | 0420 | 1 | ове | 15 | ов | 1% | 0992 
03 |0009 | ом | 0455 | 19 | оваз | 1% | ооз | 1% [0.993 
0 | 0008 | ою | 0459 | 120 | овет | 19 [ово | 20 | 0.993 
ол | сою | ом | 0470 | 121 | 0890 | 16 | 0988 | 20 | 094 
0.42 | 005 | ою | оаа | 12 | ова | 16е | 0% | 20 | оа 
043 |0004 | 08 | 0588 | 12 [0909 | 163 | 09% | 20 | 0995 
04 | ся | ом | os | 124 | 0906 | 16 | 09% | 20 | 0.9% 
0.5 | 006 | 05 | об | 15 | ом | 16 | оюм | 205 [0.9% 
046 | 606 | ов | 059 | 12 | 096 | 16 | 059 | 206 | 0.9% 
04 | 0000 | ов | 055 | 12 | 090 | 167 | оюм | 207 | 0.9% 
04 | оби | ов | озо | 12 | 094 | 16 | 099 | 20 | 0.9% 
0.9 | 000 | ов | оз | 12 | ооз | 169 | оюм | 2% | оо 
00 | оба | 09 | овоз | 160 | озо | 17 [098 | 20 | ою 
05 | 0048 | оо | 06% | 13 | 0995 | п | 05% | 20 | ою 
0.52 | 000 | 09% | 0653 | 13 | оза | 17 | 05%6 | 20 | 0997 
0.53 | 0055 | ооз | 06з | 133 | оз | 113 | 055 | 213 | 098 
05 | 0055 | ом | оби | 15 | ози | 174 | оз | 214 | оов 
0. 55 0.0772 0.95 0. 6725 1.35 0. 9478 1.75 0. 9956 2.15 0. 9998 
05 | 00% | 0% | ови | 13 | 09% | 176 | 095 | 26 [оов 
0.57 0. 0987 0.97 0. 6964 1.37 0. 9531 1.7 0. 9962 2.17 0. 9998 
оз [опо | 0% | о | 138 [0955 | 178 | 096 | 218 | оо 
05 | олов | 0% | от | 1 [090 | 17 [|099 | 219 [09% 
060 | 01357 | 10 | оо | 14 | 090 | 180 | 0% | 220 [09% 
06L | ол | ва | отв | 14 [095 | 1 | ожт | 221 [09% 
0.62 0. 1662 1.02 0. 7508 1.42 0. 9646. 1.82 0. 9973 2.22 0. 9999 
06 | отв | 16 | 0768 | 143 | 096 | 18 [095 | 22 | 09% 
оя | om | Lo [оти | 14 | ом | ти | 09%7 | 22 | 0.9% 
0. 65 0. 2080 1.05 0. 7798 1.45 0.9702 1. 85 0. 9979 2.25 0. 9999 
0.66 0. 2236 1.06 0. 7889 1.46 0.9718 1.86 0. 9980 2.26 0. 9999 
06 | 02% | LO | om | ая | om [ гв | ожы | 227 | 09% 
06 | 0258 | 10 | 0806L | 14 | 095 | 18 | 098 | 22 | 09% 
0@ | 022 | 1® | 084 | 19 | олы | 1 | оом | 22 | 0% 
0.70 0. 2888 1.0 0. 8223 1.50 0.9778 1.90 0. 9985 2.30 0. 9999 
ом | 0305 in | 0829 | тя Гоя | 19 [09% | 231 1.00 
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游程 检验 法 临界 值 的 查 算 表 


附 表 十 


а =0. 025 








8 8 = 
2 л 2 хх 
= зоо а озя 
я таяз с заяа 
ә ааа ә зао 
ЕЧ ЕИ) 村 号 这 芒 且 -总 -区 
х оо 22р п я 2223388 
2 mo oossss a Е 
a umumcoconsessl з mo oossss= 
= rowmwomwooana = о oumoaaosss 

8 
е моктоо юа аб] es оппо юю юа а аа 
з 
> ао юю ее < оњ аю о юю а 
а аа ою ооо ® оохонннноях 
= оо ооа юю юю оо ~ nooeoeeeerrrnr 
А чеч о им миммо о о ом отоо ооо о 
а ое ела а зенне амми ми 
= ооо = оем не 
е ааа а а о т т е ео Е nnMmmmnnnnan 
ч аааааааа а а чааеаааааа а 
= = 
з=чазивнеея чех изнеая 


п 











ma 
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附 表 十 四 秩 和 检验 表 РСТ, <И<И,) =1-а 





























a а =0. 05 а =0. 05 
Е = я, и т, " Е ГА ГА 
2 4 з п 5 5 вю 36 
5 3 13 6 юн а |2 40 
6 3 5 | 4 14 7 2 4 |2 43 
7 3 п | 4 16 в оа а | 2з 47 
8 3 19 | 4 18 9 |2 5 |5 50 
9 3 21 4 20 ю |2% 5 | 26 54 
lj4 2 |5 21 6 6 |26 5 | 2 50 
3 3 6 15 7 в 56 | з 54 
4 6 в | 7 17 8 ә а | э 58 
5 6 2 7 20 9 з 6 | эз 63 
6 7 23 8 22 10 | 3 в | з 67 
7 8 25 9 оа 7 7 эт 6 | з 66 
8 8 2 9 2 8 э тз [а т 
9 9 жю | ю 2 9 |4 7 |а 76 
10 | 9 зи a 10 |а в | 46 80 
5 4 ор ә 8 8 ә в | 5 84 
5 о 2| aa о 9 я | 5 90 
6 12 32 |14 з 10 | 54 әв | 5 95 
7 з 35 |15 з 9 9 G3 108 | 6 105 
8 14 38 16 36 10 66 114 69 11 
9 15 41 17 39 10 10 79 131 83 127 
10 16 44 18 42 
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